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INTRODUCTION 


Ce  livre  représente,  avec  les  développements  que  j'ai  cru 
nécessaires,  le  cours  que  je  professe  depuis  sept  ou  huit  ans 
soit  à  l'École  normale,  soit  à  la  Faculté  des  sciences  de 
Paris. 

Dans  un  ordre  d'idées  où  l'analyse  et  la  géométrie  ont 
tour  à  tour  fait  leurs  preuves,  le  choix  des  méthodes  pour- 
rait sembler  n'être  qu'une  question  d'école.  S'il  est  vrai 
qu'il  se  trouve  encore  des  mathématiciens  pour  bannir 
systématiquement  de  leurs  écrits,  les  uns  l'analyse,  les 
autres  la  géométrie,  ce  système  d'exclusion  absolue,  quels 
qu'en  soient  le  sens  et  le  caractère,  ne  m'a  pas  semblé  con- 
venir à  un  enseignement  véritablement  scientifique.  Malgré 
les  redites  auxquelles  on  s'expose  en  revenant  sur  ce  lieu 
commun  de  la  prétendue  rivalité  entre  l'analyse  et  la 
géométrie,  qui  paraît  bien  plutôt  être  celle  des  analystes 
et  des  géomètres,  faut-il  rappeler  quelles  complications 
entraîne  l'analyse  pratiquée  sans  précautions;  combien  il 
est  faux  de  penser  qu'elle  suffit  à  tout  donner  pourvu  que 
l'on  s'y  abandonne?  La  méthode  géométrique  a  les  avan- 
tages de  la  vue  directe  et  de  la  rapidité  des  solutions  dans 
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quelques  cas  choisis;  souvent  aussi  elle  constitue  une 
méthode  d'exposition  et  de  synthèse  très  propre  à  mettre 
en  relief,  après  coup,  les  rapports  cachés  des  choses.  Mais 
ce  succès  n'est  pas  assuré.  On  nous  parle  des  problèmes 
où  elle  a  réussi;  on  ne  nous  dit  rien  de  ceux  où  elle 
échoue.  En  géométrie  infinitésimale  surtout,  où  le  problème 
se  traduit  par  une  équation  diiîérentielle,  il  faut  avoir  sous 
la  main  une  méthode  plus  sûre,  qui,  tout  en  suivant  pas  à 
pas  les  indications  de  la  géométrie,  puisse  la  suppléer  à 
l'instant  où  elle  se  dérobe;  une  méthode  où  la  question 
des  signes  des  éléments,  si  essentielle  à  la  précision,  ne 
fasse  jamais  un  doute.  On  ne  saurait  croire  combien  ces 
questions  de  signes  deviennent  délicates  dans  la  géométrie 
livrée  à  elle-même. 

Il  fallait  donc  introduire  dans  ces  questions  une  méthode 
ayant  la  précision  et  la  rigueur  de  l'analyse,  donnant  au 
temps  voulu  les  équations  différentielles  (|ui  concentrent 
sur  elles  et  précisent  toutes  les  difficultés  du  problème  et 
manifestent  si  souvent  des  parentés  entre  des  problèmes 
d'origines  très  éloignées.  Et  cependant,  cette  méthode 
devait  à  chaque  pas  s'inspirer  des  faits  géométriques  pour 
écarter  les  inconvénients  inhérents  à  l'emploi  des  coor- 
données ordinaires. 

L'usage  d'un  trièdre  de  référence  mobile,  choisi  de  la 
manière  la  plus  appropriée,  offre  tous  ces  avantages.  Entre 
les  mains  d'Albert  Ribaucour  et  de  M.  Darboux  il  est 
devenu  un  instrument  de  découvertes.  Il  était  donc  naturel 
d'introduire  cette  même  idée  dans  l'exposition  de  la  ciné- 
matique et  de  familiariser  ainsi  de  bonne  heure  les 
étudiants  avec  la  méthode  la  plus  sûre  et  la  plus  puissante 
qui  soit  en  géométrie  infinitésimale. 

Nous   n'ignorons  pas  que   la  synthèse  géométrique   se 
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prête  avec  une  rare  élégance  à  l'exposition  des  faits  les 
plus  essentiels  de  la  cinématique;  mais  nous  estimons 
qu'un  professeur  qui  se  borne  à  démontrer  et  à  exposer, 
sans  fournir  en  même  temps  à  ses  élèves  des  moyens 
pratiques  d'investigation,  n'a  rempli  qu'une  faible  partie  de 
sa  tâche.  Un  enseignement  qui  se  confine  dans  un  cadre 
fermé  et  qui  se  contente  de  moyens  qui  n'en  sortent  pas, 
ne  saurait  être  un  enseignement  vraiment  scientifique.  Or, 
l'emploi  du  trièdre  mobile  constitue  une  méthode  de 
recherches  pouvant  atteindre  à  tout  avec  autant  d'élégance 
que  de  sûreté. 

On  verra  que  j'ai  commencé  par  développer  la  théorie 
abstraite  et  purement  géométrique  des  segments.  Il  le  fallait 
bien  puisque  cette  théorie  n'a  pas  encore  pénétré  dans 
l'enseignement  élémentaire.  Quant  à  la  mêler  à  l'exposition 
même  des  faits  cinématiques,  il  y  a  là  le  même  inconvénient 
qu'à  noyer  la  cinématique  dans  la  dynamique,  ainsi  que 
cela  s'est  longtemps  pratiqué.  La  tâche  du  géomètre  est, 
non  seulement  de  découvrir  des  faits  nouveaux,  mais 
encore  de  classer  les  vérités  acquises  et  de  grouper 
ensemble  les  idées  d'un  même  ordre.  La  théorie  des 
segments  appartient  à  la  géométrie;  elle  trouve  en  statique 
et  en  cinématique  deux  applications  importantes,  elle  peut 
en  avoir  d'autres. 

La  cinématique  tout  entière  repose  sur  le  théorème  de  la 
composition  des  vitesses  et  sur  l'expression  de  la  vitesse 
d'entraînement  d'un  point  d'un  corps  solide  en  mouvement. 
J'ai  déduit  ces  faits  par  l'analyse  qui  offre,  pour  les  établir, 
la  plus  simple  et  la  plus  naturelle  des  méthodes.  L'interpré- 
tation des  formules,  faite  avec  le  soin  nécessaire,  conduit 
au  résultat  classique  du  mouvement  hélicoïdal  tangent.  Plus 
d'un  trouvera  cette  méthode  un  peu  indirecte,  et  cependant 
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n'est-elle  pas  la  plus  conforme  à  la  réalité  des  faits?  Ne 
met-elle  pas  mieux  en  lumière  ce  qu'il  y  a  d'artificiel  et  de 
voulu  dans  cette  décomposition  du  mouvement  infiniment 
petit  en  rotations  autour  d'axes  conjugués?  Ces  rotations 
n'existent  pas  en  réalité,  et  ce  n'est  qu'au  point  de  vue  des 
vitesses  que  tout  se  passe  comme  si  elles  existaient.  J'ai 
tenu  cependant  à  exposer  aussi  les  principes  de  la  méthode 
géométrique  directe. 

L'emploi  du  trièdre  mobile  conduit  en  quelques  lignes 
aux  formules  de  Bour  et  au  théorème  de  Coriolis.  J'en  ai 
déduit  les  applications  classiques  aux  courbures  dans  le 
mouvement  autour  d'un  point  fixe.  J'ai,  à  propos  du  mou- 
vement d'une  figure  plane,  indiqué  les  principes  d'une 
méthode  propre  à  faire  connaître  la  forme  d'une  trajectoire 
dans  le  voisinage  d'un  de  ses  points. 

Dans  le  mouvement  général  d'une  figure,  j'ai  insisté  plus 
qu'on  ne  le  fait  habituellement  sur  la  question  intéressante 
du  roulement  des  courbes  gauches  dans  l'espace. 

Enfin,  les  déplacements  à  plusieurs  paramètres  ont 
acquis  dans  ces  derniers  temps  une  telle  importance  que 
j'ai  cru  devoir  leur  consacrer  tout  un  chapitre. 

Dans  les  deux  derniers  chapitres,  j'ai  traité  avec  quelque 
développement,  d'une  part,  la  théorie  relativement  jeune  des 
systèmes  articulés  et,  d'autre  part,  la  question  plus  abstraite 
des  rapports  qui  existent  entre  les  déplacements  et  l'homo- 
graphie. J'ai  eu  ainsi  l'occasion  d'indiquer,  en  passant,  les 
liens  importants  qui  rattachent  la  question  des  déplace- 
ments à  la  théorie  des  variables  complexes. 

Quelques  notes  terminales  sont  consacrées  à  des  ques- 
tions qui  ne  pouvaient  trouver  place  dans  le  corps  même  de 
l'ouvrage. 

Il  serait  injuste  d'oublier  ce  que  renseignement  de  lu 
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cinématique  doit  à  mes  vénérés  maîtres  et  prédécesseurs 
Bouquet,  Darboux,  Tannery.  Ils  ont  apporté  dans  l'étude 
des  questions  cinématiques  cette  rigueur  et  cette  précision 
inséparables  de  toute  véritable  science.  M.  Tannery  notam- 
ment, par  un  enseignement  de  plusieurs  années  à  lu  Faculté 
des  sciences,  a  exercé  la  plus  salutaire  intluence.  Il  a  montré 
le  vrai  parti  que  l'on  peut  tirer  de  l'étude  des  accélérations 
dans  la  théorie  des  courbures,  et  bien  mis  en  relief  ce  fait, 
qu'on  paraît  trop  disposé  à  perdre  de  vue,  que  le  temps  en 
cinématique  n'est  qu'une  variable  auxiliaire  quelconque,  en 
sorte  que  la  cinématique  n'est,  à  proprement  parler,  que  la 
géométrie  du  déplacement. 

Je  me  fais  un  plaisir,  en  terminant  cette  introduction, 
d'adresser  mes  atTectueux  remerciements  à  deux  de  mes 
élèves  de  l'École  normale,  MM.  Cotton  et  Marijon,  qui  ont 
bien  voulu  m'aider  dans  la  rédaction  des  premiers  cha- 
pitres. Mes  remerciements  aussi  à  mon  excellent  ami 
M.  Hermann,  qui  a  apporté  à  la  publication  de  ce  livre  un 
empressement  et  un  soin  tout  particuliers  (*). 


Depuis  que  ces  lignes  sont  écrites,  au  cours  même  de 
l'impression,  je  me  suis  décidé  à  réserver  pour  un  autre 
volume  les  applications  de  la  cinématique.  L'étendue  même 
de  ces  applications,  comme  aussi  celle  qu'ont  prise  les 
développements  purement  tliéoriques  qui  composent  ce 
volume,  m'ont  imposé  cette  détermination. 

Je  profite  de  cette  circonstance  pour  adresser  mes  plus 


(•)  Les  lignes  précédentes  reproduisent,  à  pou  de  choses  près,  la  préface  placée 
on  tète  du  premier  fascicule,  paru  en  1894  et  qui  comprenait  les  dix  premiers 
chapitres. 
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vifs  remerciements  à  M.  Darboux,  qui  m'a  fait  l'honneur 
de  me  donner  trois  Notes,  dont  l'une  particulièrement 
importante  et  entièrement  inédite  sur  les  mouvements 
algébriques. 

MM.  Eugène  et  François  Gosserat,  qui  viennent  de  publier 
dans  les  Annales  de  la  Faculté  des  sciences  de  Toulouse 
un  travail  très  étudié  sur  la  mécanique  des  milieux  conti- 
nus, ont  ou  l'amabililé  de  m'en  donner  un  extrait,  que  l'on 
trouvera  vers  la  lin  de  ce  volume;  je  les  en  remercie  bien 
cordialement. 

Kérity,  24  octobre  1890. 
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Ce  livre  représente,  avec  les  développements  que  j'ai  crus 
nécessaires,  le  cours  que  je  professe  depuis  sept  ou  huit  ans 
soit  à  l'École  normale,  soit  à  la  Faculté  des  sciences  de 
Paris. 

Dans  un  ordre  d'idées  où  l'analyse  et  la  géométrie  ont 
tour  à  tour  fait  leurs  preuve^,  le  choix  des  méthodes  pour- 
rait sembler  n'être  qu'une  question  d'école;  s'il  est  vrai 
qu'il  se  trouve  encore  des  mathématiciens  pour  bannir 
systématiquement  de  leurs  écrits,  les  uns  l'analyse,  les 
autres  la  géométrie,  ce  système  d'exclusion  absolue,  quels 
qu'en  soient  le  sens  et  le  caractère,  ne  m'a  pas  semblé  con- 
venir à  un  enseignement  véritablement  scientifique.  Malgré 
les  redites  auxquelles  on  s'expose  en  revenant  sur  ce  lieu 
commun  de  la  prétendue  rivalité  entre  l'analyse  et  la 
géométrie  qui  paraît  bien  plutôt  être  celle  des  analystes 
et  des  géomètres,  faut-il  rappeler  quelles  complications 
entraine  l'analyse  pratiquée  sans  précautions;  combien  il 
est  faux  de  penser  qu'elle  suffit  à  tout  donner  pourvu  que 
l'on  s'y  abandonne?  La  méthode  géométrique  a  les  avan- 
tages de  la  vue  directe  et  de  la  rapidité  des  solutions  dans 
quelques  cas  choisis;  souvent  aussi  elle  constitue  une 
méthode  d'exposition  et  de  synthèse  très  propre  à  mettre 
en  relief,  après  coup,  les  rapports  cachés  des  choses.  Mais 
ce  succès  n'est  pas  assuré.  On  nous  parle  des  problèmes 
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OÙ  elle  a  réussi;  on  ne  nous  dit  rien  de  ceux  où  elle  a 
échoué.  En  géométrie  infinitésimale  surtout,  où  le  problème 
se  traduit  par  une  équation  différentielle,  il  faut  avoir  sous 
la  main  une  méthode  plus  sure,  qui,  tout  en  suivant  pas  à 
pas  les  indications  de  la  géométrie,  puisse  la  suppléer  à 
l'instant  où  elle  se  dérobe;  une  méthode  surtout,  où  la 
question  des  signes  des  éléments,  si  essentielle  à  la  préci- 
sion, ne  fasse  jamais  un  doute.  On  ne  saurait  croire 
combien  ces  questions  de  signes  deviennent  déUcates  dans 
la  géométrie  livrée  à  elle-même. 

Il  fallait  donc  introduire  dans  ces  questions  une  méthode 
ayant  la  précision  et  la  rigueur  de  l'analyse,  donnant  au 
temps  voulu  les  équations  différentielles  qui  concentrent 
sur  elles  et  précisent  toutes  les  difficultés  du  problème  et 
manifestent  si  souvent  des  parentés  entre  des  problèmes 
d'origines  très  éloignées.  Et  cependant,  cette  méthode 
devait  à  chaque  pas  s'inspirer  des  faits  géométriques  tout 
en  écartant  tous  les  inconvénients  inhérents  à  l'emploi  des 
coordonnées  ordinaires. 

L'usage  d'un  trièdre  de  référence  mobile,  choisi  de  la 
manière  la  plus  appropriée,  offre  tous  ces  avantages.  Entre 
les  mains  d'Albert  Ribaucour  et  de  M.  Darboux  il  est 
devenu  un  instrument  de  découvertes.  Il  était  donc  naturel 
d'introduire  cette  même  idée  dans  l'exposition  de  la  ciné- 
matique et  de  familiariser  ainsi  de  bonne  heure  les 
étudiants  avec  la  méthode  la  plus  sûre  et  la  plus  puissante 
qui  soit  en  géométrie  infinitésimale. 

Nous  n'ignorons  pas  que  la  synthèse  géométrique  se 
prête  avec  une  rare  élégance  à  l'exposition  des  faits  les 
plus  essentiels  de  la  cinématique;  mais  nous  estimons 
qu'un  professeur  qui  se  borne  à  démontrer  et  à  exposer, 
sans  fournir  en   même   temps   à   ses   élèves   des   moyens 
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pratiques  d'investigation,  n'a  rempli  qu'une  faible  partie  de 
sa  tâche.  Un  enseignement  qui  se  confine  dans  un  cadre 
fermé  et  qui  se  contente  de  moyens  qui  n'en  sortent  pas, 
ne  saurait  être  un  enseignement  vi'aiment  scientifique.  Or, 
l'emploi  du  trièdre  mobile  constitue  une  méthode  do 
recherches  pouvant  atteindre  à  tout  avec  autant  d'élégance 
que  de  sûreté. 

On  verra  que  j'ai  commencé  par  développer  la  théorie 
abstraite  et  purement  géométrique  des  segments.  Il  le  fallait 
bien  puisque  cette  théorie  n'a  pas  encore  pénétré  dans 
l'enseignement  élémentaire.  Quant  à  la  mêler  à  l'exposition 
même  des  faits  cinématiques,  il  y  a  là  le  même  inconvénient 
qu'à  noyer  la  cinématique  dans  la  dynamique,  ainsi  que 
cela  s'est  longtemps  pratiqué.  La  tâche  du  géomètre  est, 
non  seulement  de  découvrir  des  faits  nouveaux,  mais 
encore  de  classer  les  vérités  acquises  et  de  grouper 
ensemble  les  idées  d'un  même  ordre.  La  théorie  des 
segments  appartient  à  la  géométrie  ;  elle  trouve  en  statique 
et  en  cinématique  deux  applications  importantes,  elle  peut 
en  avoir  d'autres. 

La  cinématique  tout  entière  repose  sur  le  théorème  de  la 
composition  des  vitesses  et  sur  l'expression  de  la  vitesse 
d'entraînement  d'un  point  d'un  corps  solide  en  mouvement. 
J'ai  déduit  ces  faits  par  l'analyse  qui  est  pour  les  établir  la 
plus  simple  et  la  plus  naturelle  des  méthodes.  L'interpréta- 
tion des  formules,  faite  avec  le  soin  nécessaire,  conduit  au 
résultat  classique  du  mouvement  hélicoïdal  tangent.  Plus 
d'un  trouvera  cette  méthode  un  peu  indirecte,  et  cependant 
n'est-elle  pas  la  plus  conforme  à  la  réalité  des  faits?  Ne 
met-elle  pas  mieux  en  lumière  ce  qu'il  y  a  d'artificiel  et  de 
voulu  dans  cette  décomposition  du  mouvement  infiniment 
petit  en  rotations  autour  d'axes  conjugués?  Ces  rotations 
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n'existent  pas  en  réalité,  et  ce  n'est  qu'au  point  de  vue  des 
vitesses  que  tout  se  passe  comme  si  elles  existaient.  J'ai 
tenu  cependant  à  exposer  aussi  les  principes  de  la  méthode 
géométrique  directe. 

L'emploi  du  trièdre  mobile  conduit  en  quelques  lignes 
aux  formules  de  Bour  et  au  théorème  de  CorioUs.  J'en  ai 
déduit  les  applications  classiques  aux  courbures  dans  le 
mouvement  autour  d'un  point  fixe.  J'ai,  à  propos  d'une 
ligure  plane,  indiqué  les  principes  d'une  méthode  propre  à 
faire  connaître  la  forme  d'une  trajectoire  dans  le  voisinage 
d'un  de  ses  points. 

Dans  le  mouvement  général  d'une  figure,  j'ai  insisté  plus 
qu'on  ne  le  fait  habituellement  sur  la  question  intéressante 
du  roulement  des  courbes  gauches  dans  l'espace. 

Enfin,  les  déplacements  à  plusieurs  paramètres  ont 
acquis  dans  ces  derniers  temps  une  telle  importance  que 
j'ai  cru  devoir  leur  consacrer  tout  un  chapitre. 

La  théorie  des  mécanismes  est  généralement  méconnue 
en  France;  on  en  est  encore,  ou  à  très  peu  près,  à  la  classi- 
fication empirique  de  Monge.  Cependant  le  beau  traité  de 
Rouleaux,  publié  en  1877,  contient  les  germes  d'une  théorie 
scientifique  devant  laquelle  les  mathématiciens  purs  ne 
sauraient  rester  indifférents. 

Adoptant  avec  quelques  modifications  les  principes  de 
Reuleaux,  j'ai  développé  en  premier  lieu  la  théorie  des 
systèmes  articulés,  puis  celle  des  mécanismes,  et  comme 
applications  je  me  suis  occupé  des  engrenages,  cames  et 
excentriques. 

Quelques  notes  terminales  sont  consacrées  à  des  ques- 
tions qui  ne  pouvaient  trouver  place  dans  le  corps  même  de 
l'ouvrage. 

J'aurais  voulu  faire  précéder  ce  livre  d'une  histoire  de  la 
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cinématique;  mais  le  temps  m'a  manqué  pour  les  nom- 
breuses recherches  auxquelles  j'aurais  été  entraîné.  La 
cinématique  a  des  aspects  multiples  :  les  uns  géométriques, 
les  autres  mécaniques,  et  même  d'ordre  industriel. 

A  ce  dernier  point  de  vue  j'ai  cité  Reuleaux;  pour  les 
questions  géométriques,  tout  le  monde  connaît  les  travaux 
de  M.  Resal. 

Il  serait  injuste  d'oublier  ce  que  l'enseignement  de  la 
cinématique  doit  à  mes  vénérés  maîtres  Bouquet,  Darboux, 
Tannery.  Ils  ont  apporté  dans  l'étude  des  questions  cinéma- 
tiques  cette  rigueur  et  cette  précision  inséparables  de  toute 
véritable  science.  M.  Tannery  notamment,  par  un  enseigne- 
ment de  plusieurs  années  à  la  Faculté  des  sciences,  a 
exercé  la  plus  salutaire  influence.  Il  a  montré  le  vrai  parti 
que  l'on  peut  tirer  de  l'étude  des  accélérations  dans  la 
théorie  des  courbures,  et  bien  mis  en  relief  ce  fait,  qu'on 
paraît  trop  disposé  à  perdre  de  vue,  que  le  temps  en  ciné- 
matique n'est  qu'une  variable  auxiliaire  quelconque,  en 
sorte  que  la  cinématique  n'est,  à  proprement  parler,  que  la 
géométrie  du  déplacement. 

Je  me  fais  un  plaisir,  en  terminant  cette  introduction, 
d'adresser  mes  affectueux  remerciements  à  deux  de  mes 
élèves  de  l'École  normale,  MM.  Cotton  et  Marijon,  qui  ont 
bien  voulu  m'aider  dans  la  rédaction  des  premiers  cha- 
pitres. Mes  remerciements  aussi  à  mon  excellent  ami 
M.  Hermann,  qui  a  apporté  à  la  publication  de  ce  livre  un 
empressement  et  un  soin  tout  particuliers. 

G.  KŒNIGS. 

Paris,  le  5  octobre  1894. 
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CHAPITRE  PREMIER 

Préliminaires  géométriques.  —  Théorie  des  segments. 


1.  On  sait  quel  est  le  principe  do  la  représentation  analytique  d'un 
segment  sur  une  droite. 
Axe.  Une   droite   peut   être   parcourue  par  un  point  dans  deux  sens 

opposés;  une  droite  sur  laquelle  un  sens  de  parcours  a  été  choisi 
s'appelle  un  axe. 
Nombre  Soit  un  segment  AB,  de  longueur  l,  dont  A  est  l'origine  et  B  l'ex- 

i  mesure  vin   trémité,  et  supposons  que  ce  segment  soit  porté  sur  un  axe  A;  on 
°        ■       fait  correspondre  à  ce  segment  un   nombre  algébrique  X,  qui  est 
égal  à  +  i  si  le  segment  a  le  sens  de  l'axe  et  à  —  ï  si  le  segment  a 
le  sens  opposé. 

Dans  ses  leçons  de  Mécanique  élémentaire  publiées  en  1858  chez 
Mallet-Bachelier,  M.  Ossian-Bonnet  appelle  la  quantité  algébrique  )v, 
le  nombre  qui  mesure  le  segment.  Cette  locution  a  été  reprise  par 
M.  Tannery  dans  ses  Leçons  de  cinématique. 

Pendant  longtemps  on  a  voulu  voir  des  difficultés  dans  la  démons 

tration  du  théorème   des  projectiojis.    Ces   difficultés,   cependant, 

n'existent  pas  si  l'on  sait  faire  usage  de  la  notion  si  simple  introduite 

par  M.  Bonnet. 

Somme  Comme  la  théorie  des  sommes  géométriques  fait  partie  de  l'ensei- 

réométrique.     gnement  élémentaire,  j'en  rappellerai  seulement  les  principes. 

Soient  AjBj,  AjB,,  ...,  A„B„  n  segments  de  droites  ;  par  un  point  0 
Cinématique.  1 
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on  mène  le  segment  OPj  égal  et  parallèle  (on  dit  aussi  cquipollent) 
au  segment  AjBj,  puis  on  mène  PjPa  équipollent  à  A^B^  ...  et  ainsi 
de  suite,  jusqu'au  segment  P„_iP„  qui  sera  équipollent  au  seg- 
ment A„B„.  Le  segment  0P„  est  la  somme  géométrique,  ou  résul- 
tante des  n  segments  proposés. 

A  l'égard  de  cette  somme  géométrique  on  démontre  sans  peine  les 
propositions  suivantes  que  je  me  contente  d'énoncer  : 

1°  La  somme  ne  change  i:)as  si  l'on  intervertit  l'ordre  des 
segments  dansla  construction  du  polygone  OPjPj  ...  P„. 

2°  La  somme  ne  change  pas  si  l'on  remplace  plusieurs  seg- 
ments par  leur  somme  géométrique  effectuée. 

Remarquons  enfin  que  les  définitions  et  les  théorèmes  précédents 
ne  supposent  en  aucune  manière  que  les  segments  forment  un  véri- 
table polygone  dans  l'espace,  et  que  tout  subsiste  si  les  segments  se 
trouvant  parallèles,  les  points  Oj,  Pj,  Pj,  ...,  P„  sont  en  ligne  droite. 
Systèmes  Lorsque  le  point  P„  coïncide  avec  le  point  de  départ  0,  on  dit 

fermés,         q^g  jgg  segments  OP,,  PjPj,  ...,  P„_i  P„  forment  un  système  fermé. 

Si  ces  segments  forment  un  polygone,  ce  polygone  est  fermé; 
mais  les  segments  peuvent  être  disposés  aussi  sur  une  même  ligne 
droite. 

On  a,  sur  les  systèmes  fermés,  la  proposition  suivante  : 

Dans  tout  système  fermé,  un  segment  quelconque  est  opposé  à 
la  résultante  de  tous  les  autres. 

Dans  cet  énoncé,  on  entend  par  segment  opposé  à  un  seg- 
ment AB,  le  segment  BA  obtenu  en  échangeant  l'origine  et 
l'e.vlrémité. 

Projections. 

2.  L'idée  de  projection  est  toute  géométrique.  Soit  un  plan  x  et 
une  direction  de  droites  A;  projeter  un  segment  A B  sur  le  plan  ■:: 
parallèlement  à  la  droite  A,  c'est  construire  le  segment  A'B',  dont 
l'origine  A'  et  l'extrémité  B'  sont  respectivement  les  traces  sur  le 
plan  T.  des  parallèles  à  A  menées  par  l'origine  A  et  l'extrémité  B  du 
segment  AB. 

On  peut  aussi  projeter  sur  une  droite  A  parallèlement  à  un  plan  r. 
Dans  ce  cas,  projeter  un  segment  AB  sur  la  droite  A,  c'est  construire 
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le  segment  A'B'  obtenu  en  prenant  les  traces  sur  A  des  deux  plans 
parallèles  au  plan  ::  menés  par  les  points  A  et  B. 

Dans  les  deux  cas,  les  projections  sont  dites  orthogonales  si  le 
plan  t:  est  normal  à  la  droite  A. 

Ceci  posé,  on  a  les  deux  théorèmes  suivants,  presque  évidents  : 

La  projection  sur  un  plan  d'un  système  fermé  est  un  système 
fermé. 

La  projection  sur  une  droite  d'un  système  fermé  est  un  système 
fermé. 

Ces  deux  théorèmes  conduisent  immédiatement  aux  propositions 
suivantes  : 

Les  projections  sur  un  plan  de  plusieurs  segments  de  l'espace 

ont  pour  somme  géométrique  la  projection  sur  ce  plan  de  la 

somme  géométrique  des  segme^its  de  l'espace. 

nonce  Les  projections  sur  une  droite  de  plusieurs  segments  de  l'espace 

*!ometnque     ^j,^  poîir  somme  géométrique  la  projection  sur  la  droite  de  la 
K  théorème  .        ,     .  ,  ,    „ 

jlgg  somme  géométrique  des  segments  de  l  espace. 

'ojections.  Cette    dernière    proposition    constitue  ce   que   nous   appellerons 

l'énoncé  géométrique  du  théorème  des  projections.  Jusqu'ici,  en  effet, 
nous  n'avons  eu  à  effectuer  que  des  constructions  géométriques;  en 
introduisant  les  quantités  algébriques,  nous  parviendrons  à  un  énoncé 
algébrique  du  théorème  des  projections,  qui  est  la  forme  sous  laquelle 
ce  théorème  est  le  plus  connu. 


3.  Nous  allons  utiliser  la  notion  du  nombre  qui  mesure  un  seg- 
ment donné,  porté  par  un  axe  déterminé. 

Considérons  un  axe  X  et  plusieurs  segments  A^Bj,  A^B^,  ...,  A„B„ 
portés  par  cet  axe;  soit  S  le  segment  (également  porté  par  cet  axe) 
qui  est  leur  somme  géométrique;  désignons  enfin  par  Xj,  X^,  ...,  a„ 
et  par  A  les  nombres  qui  mesurent  ces  segments.  On  a  la  formule 
algébrique  fondamentale  que  voici  : 

/      A  =  Al  -+-  Xj  +  ...  +  X„. 

On  commence  par  établir  sans  difficulté  cette  formule  pour  le  cas 
de  deux  segments  seulement;  on  s'élève  ensuite  au  cas  général. 

Cette  formule  une  fois  démontrée,  le  théorème  de  projections,  sous 
sa  forme  algébrique,  en  résulte  sans  peine. 
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Soient,  en  effet,  A^lB^,  A^B^,  ...,  A„B„  n  segments  dans  l'espace, 

5  leur  somme  géométrique;  soient  AJBÎ,  A^B^,  ...,  A,',B,'„  S'  les 
projections  de  ces  segments  sur  un  axe  A.  D'après  l'énoncé  géomé- 
trique du  théorème  des  projections,  on  voit  que  S'  est  la  somme 
géométrique  des  segments  A[B[,  A^B^,  ...,  A3',-  Si  donc  on 
désigne  par  ).J,  Aj,  ••-,  a'»  les  nombres  qui  mesurent  ces  derniers 
segments  sur  l'axe  A,  et  par  A'  le  nombre  qui  mesure  S',  on  aura, 
d'après  la  formule  précédente, 

A'  =  \[  4-  1'^  +  ...  +  A,', 

et  en  cela  consiste  l'énoncé  algébrique  du  théorème  des  projections, 
c'est-à-dire  ce  que  l'on  appelle  communément  le  théorème  des 
projections. 

4.  Je   ne   m'arrêterai  pas  à  montrer  comment,  étant  donnés  un 
axe  A  et  un  segment  AjBj  porté  par  un  axe  Ai,  on  arrive  à  trouver  le 
nombre  qui  mesure  la  projection  de  AjE^  sur  l'axe  A.  Je  rappellerai 
seulement  la  proposition  suivante  : 
Paramètre  Appelons  paramètre  de  projection  de   l'axe   ^^   par   rapport   à 

de  projection,  j'^xe  A  le  nombre  qui  mesure  sur  A  le  segment  a'b',  projection 
(sur  A)  du  segment  unitaire  (•)  ab  porté  par  l^  et  qui  a  le  sens 
de  A,. 

Le  nombre  qui  mesure  sur  A  la  projection  (sur  cet  axe)  d'un 
segment  AB  porté  par  A,,  est  égal  au  produit  du  paramètre  de 
projectio7i  de  Aj  par  rapport  à  A,  par  le  nombre  qui  mesure 
sur  A^  le  segment  AB. 

Dans  le  cas  des  projections  orthogonales,  le  paramètre  de  projection 
de  Aj  par  rapport  à  A  est  un  élément  symétrique  par  rapport  aux 
deux  axes;  c'est-à-dire  que  c'est  aussi  le  paramètre  de  projection  de  A 
par  rapport  à  Aj  ;  c'est  ce  que  l'on  appelle  le  cosinus  de  l'angle  des 
deux  axes.  Le  cosinus  de  l'angle  de  deux  axes  se  trouve  en  effet  avoir 
une  valeur  parfaitement  déterminée,  bien  que  l'angle  de  deux  axes 
ait  une  infinité  de  déterminations. 

J'ai  cru  devoir  rappeler  aussi  rapidement  que  possible  ces  éléments 
de  la  théorie  des  projections;  je  montrerai  encore  comment  les  pro- 

(i)  Un  segment  unitaire  est  un  segment  dont  la  longueur  est  égale  à  l'unité. 
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jections  peuvent  intervenir  dans  la  représentation  des  segments  dans 

l'espace. 

Usage  des  Prenons  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  Oz,  et  considérons  un 

rojections      segment  AB  de  l'espace;  désignons  par  X,  Y,  Z  les  nombres  qui 
dans  la 
)résentation    mesurent  ses  projections  sur  les  axes  Ox,  Oy,  Oz.  Ces  nombres  sont 

is  segments  ce  que  l'on  appelle  par  un  abus  de  langage  les  projections  du  segment 
ns  l'espace,  g^^,  ^es  axes.  Si  l'on  se  donne  seulement  X,  Y,  Z,  le  segment  AB 
n'est  pas  déterminé  dans  l'espace,  car  les  mêmes  éléments  convien- 
nent à  tous  les  segments  équipollents  au  segment  AB. 

Donc,  se  donner  X,  Y,  Z  revient  à  se  donner  une  famille  de 
segments  équipollents  dont  fait  partie  le  segment  AB. 

On  voit  par  là  que  les  projections  seules  ne  suffiraient  pas  pour 
déterminer  la  position  d'un  segment  dans  l'espace. 

Pour  y  parvenir,  il  faut  introduire  à  côté  des  projections  un 
élément  nouveau,  le  moment. 

Moments. 

'éfinitiou  du        5.  Soient  deux   segments  AB,  CD;  imaginons  un  observateur 

moment  de      traversé  des  pieds  à  la  tète  par  le  segment  A B  et  tourné  vers  le 
'Uxsc^iUGntSi 

°        "    point  C;  si  les  deux  segments  ne  sont  pas  dans  un  même  plan, 

l'observateur  verra  le  point  D  soit  à  sa  droite,  soit  à  sa  gauche. 

Dans  le  premier  cas  nous  dirons  que  AB  et  CD  sont  dans  la 
position  dextrorsuni,  dans  le  second  cas  nous  dirons  que  AB  et  CD 
sont  dans  la  position  smistrorsum  (^). 

Considérons  le  tétraèdre  ABC  D;  soit  v  son  volume,  nous  appel- 
lerons tétraèdre  construit  sur  les  deux  segments  le  nombre  algébrique 
±  u,  où  le  signe  sera  +  si  A  B  et  CD  sont  dextrorsum  et —  s'ils  sont 
sinistrorsum.  Ce  nombre  est  nul  si  les  segments  sont  dans  un  même 
plan. 

Au  lieu  du  tétraèdre  on  peut  considérer  le  paralléllpipède  construit 
sur  les  deux  segments  :  son  volume  est  six  fois  celui  du  tétraèdre  ;  on 
lui  donne  le  même  signe  qu'au  tétraèdre.  Le  parallélipipède  (ou  six 
fois  le  tétraèdre)  construit  sur  deux  segments  porte  aussi  le  nom  de 
moment  des  deux  segments. 


(M  On   constate  sans  peine  que  la  disposition  de  CD  par  rapport  à  ATÎ  est  la 
même  que  celle  de  XB  par  rapport  à  Uî>. 
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Tétraèdres  La  considération  des  tétraèdres  s'est  présentée  aux  premiers  au- 

deChasles.      teurs  (Charles,  Sylvester,  Mobius)  qui  ont  écrit  sur  la  théorie  des 
segmenis. 

On  a  reconnu  ensuite  que  l'emploi  du  parallélipipède  permettait  de 
rattacher  cette  considération  à  celle  des  moments  pris  par  rapport  à 
(les  axes,  dont  l'usage  est  beaucoup  plus  ancien  en  mécanique.  Les 
})arallélipipèdes  ou  moments  de  deux  segments  permettent  donc  de 
léunir  dans  une  même  idée  générale  l'ancienne  théorie  des  moments 
pris  par  rapport  à  des  axes,  et  les  propriétés  des  tétraèdres  introduits 
par  Ghasles. 

Le  moment  de  deux  segments  donne  lieu  à  quelques  propositions 
élémentaires  que  nous  allons  démontrer. 

IndifTéi-ence         THÉORÈME  L  —  Le  moment  de  deux  segments  reste  invariable 
au  glissement,  ^i  ^'y,^  ^^^-^  glisser  l'un  d'eux  sur  lui-même. 

En  effet,  soient  AB,  CD  les  deux  segments,  il  suffit  de  prouver, 
par  exemple,  que  le  glissement  de  CU  sur  lui-même  laisse  inaltéré 
le  volume  du  tétraèdre  ABGD  ainsi  que  son  signe. 

Pour  le  signe,  il  est  bien  clair  que  le  glissement  de  C  D  sur  lui- 
même   ne   change   pas   la   nature 
(dextrorsum  ou  sinistrorsiim)  de 
A'C_^    /'     >\    'n^  la  disposition  des  deux  segments, 

"'-.^  et  pour  ce  qui  est   de   la   valeur 

«     \  "-,  absolue  du  volume,  on  voit  aussi 

i 1 U, ..- ' 

c  D     C  D  que  cette  valeur  ne  change  pas.  Il 

^''3-  ^-  suffit  de  regarder  ABGD  comme 

une  pyramide  de  sommet  A  et  de  base  BGD.  Le  glissement  de 
CD  laisse  la  hauteur  inaltérée,  et  le  triangle  de  base  BGD  reste 
évidemment  équivalent  à  lui-même,  puisqu'il  conserve  sa  base  et  sa 
hauteur. 

Corollaire.  —  Le  moment  de  deux  segments  ne  change  pas  si 
l'on  fait  glisser  arbitrairement  chacun  d'eux  sur  lui-même. 

Théorème  IL  —  Soient  k\i,  CD  deuc  segments,  CX  une  per- 
pendiculaire au  plan  ABC,  et  CD'  la  projection  de  GU  sur  cette 
droite;  on  a 

moment  (AU,  CD)  =  moment  (aB,  CD'). 
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En  effet,  observons  que  CD  et  CD'  sont  d'un  même  côté  du  plan 
ABC  mené  par  AB  et  G,  car  D'  peut  s'obtenir 
en  menant  par  D  un  plan  parallèle  au  plan 
ABC  et  prenant  sa  trace  sur  GX;  donc  la  dis- 
position (dextrorsum  ou  sinistrorsuîn)  de  AB 
et  CD'  est  la  même  que  celle  de  AB  et  CD.  Le 
signe  des  deux  moments  est  donc  le  même. 
Leur  valeur  absolue  est  aussi  la  même,  car  les 
tétraèdres  (A  B  G  D)  (  AB  G  D'),  considérés  comme 
des  pyramides  de  base  commune  ABG  et  de 
sommets  D  et  D' ,  ont  même  base  et  même  bau- 
teurGD'. 

On  peut  déduire  de  là  une  expression  analytique  utile  du  moment 
de  deux  segments. 

Observons  d'abord  que  la  notion  de  disposition  dextrorsum  ou 
sinistrorsum  que  nous  avons  définie  pour  deux  segments  s'étend  au 
cas  d'un  segment  et  d'un  axe  et  au  cas  de  deux  axes. 

Cela  posé,  considérons  la  droite  GX  construite  précédemment;  un 
sens  de  parcours  de  cette  droite  est  dextrorsum  par  rapport  à  AB,  et 
l'autre  est  sinistrorsum.  Choisissons  l'axe  dextrorsum  et  soit,  pour 
ne  pas  compliquer  les  notations,  GX  cet  axe.  Le  segment  CD'  est 
mesuré  sur  l'axe  GX  par  un  nombre  7'  ;  je  dis  que  l'on  a 

moment  (ÂB,  Gd)  =  moment  (ÂB,  CF) 


OÙ  s  désigne  l'aire  du  triangle  ABC. 
II  suffit  de  prouver  que 


tétraèdre  (aB,  GD)  =  tétraèdre  (aB,  CD') 


=  5  s.,' 


Cette  égalité  est  vraie  en  valeur  absolue,  car  la  valeur  absolue  de 
c'  est  précisément  la  hauteur  du  tétraèdre.  Elle  est  aussi  vraie  en 
signe.  Supposons,  en  effet,  g'  positif;  il  faut  prouver  que  le  tétraèdre 
est  alors  positif  ou  que  les  segments  AB  et  CD'  sont  dextrorsum. 

Or,  puisque  j'  est  positif,  CD'  a  le  sens  de  l'axe  CX  qui  est  dex- 
trorsum par  rapport  à  AB;  donc  CD'  est  aussi  dextrorsum  par  rap- 
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port  à  AB.  On  verra  de  même  que  si  a'  est  négatif,  le  tétraèdre  doit 
bien  être  négatif,  car  alors  AB  et  CD'  sont  s'mistrorsum. 


Première  Théorème  III.  —  Soient  CD,,  GD^,  ...,  GD„  n  segments  concou- 

generahsation    j.^,^^g  ^^g  j'q^  peut,  par  glissement,  amener  à  avoir  même  origine  G, 

du  théorème  i        ?  u       o  o 

de  Varignon.  ^^  AB  un  autre  segment;  co7isti'uisons  le  segment  GD,  somme  géo- 
métrique des  n  premiers  segments;  la  somme  des  moments  des 
segments  GD,  et  du  segment  AB  est  égale  au  tnoment  de  AB  et  de 
la  somme  géométrique  GD  des  n  segments. 

Cette  extension  de  la  belle  proposition  due  à  Varignon  se  démontre 
comme  il  suit  : 

Choisissons,  comme  plus  haut,  l'axe  CX  normal  au  plan  ABC  et 
dextrorsum  avec  AB;  soient  CDj,  CDg,  ...,  CD,'  et  CD'  les  projec- 
tions sur  CX  des  segments  CDp  CD^,  ...,  GD,„  GD;  et  jj,  a'^,  ..., 
/  g'„,  7'  les  nombres  qui  mesurent  ces  projec- 
tions; on  a,  par  le  théorème  des  projec- 
tions : 


a'  =  ::[  +  z'.,  + 
1 


Multiplions  par 


+   On- 

S  où  S  est  l'aire  du 


triangle  ABC,  on  aura 


Flg.  3 


-  S  !7i  +  ;r  S  aâ  +  ...  +  -  S  CT„. 


Mais  -  S  jj-  est  le  tétraèdre  construit  sur  les  segments  AB  et  CD,; 

1  "^  _      _ 

-Sa'  est  le  tétraèdre  construit  sur  A  B  et  CD;  on  a  donc 

tétraèdre  (ÂB,  GD)  =  tétraèdre  (ÂB,  GÏj;) 
H-  tétraèdre  (aB,  GD^; 


-f-  tétraèdre  (aB,  GdJ. 

En  multipliant  par  6  les  deux  membres  de  cette  égalité,  on  a  le 

théorème  énoncé. 

Soient  deux  segments  AB  et  CD,  par  glissement  on  peut  amener 
expression        i  •    •  » 

du  moment  de  ^^^  origmes  A,  G  des  deux  segments  aux  pieds  de  la  perpendiculaire 

deuxsegments.   commune  aux  droites  AB,  CD,  qui  les  portent,  de  sorte  que  AC  est 


Seconde 
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cette  perpendiculaire  commune.  Soit  p  sa  longueur.  Élevons,  comme 
dans  le  théorème  II,  la  perpendiculaire  CX  au 
plan  ABC  et  projetons  CD  en  CD'  sur  GX.  On 
a,  d'après  le  théorème  II, 

moment  (AB,  CD)  =  moment  (AB,  CD'). 

Or,  le  moment  de  AB  et  de  CD'  est  aisé  à 
calculer  en  valeur  absolue.  Nous  avons,  en  effet, 

moment  (ÂB,  Gd)  =:  ±  2  ABC  X  CD'; 


Fig.  4. 


or,  l'aire  du  triangle  ABC  est  égale  à 


1 


AB.p, 


donc 


moment  (aB,  CD)  =  ±j9  AB.CD' 


Soit  CD"  la  projection  de  CD  sur  le  plan  ABC;  la  droite  CD"  est 
parallèle  à  la  droite  A  B  et  est  la  trace  sur  le  plan  A  B  C  du  plan  X  G  D  ; 
appelons  a  l'angle  aigu  de  CD  et  de  CD";  l'angle  DGD'  est  le  com- 
plément de  l'angle  DGD"  ou  a,  et  l'on  a 


donc,  enfin. 


CD'=GD.sina, 
moment  (aB,  CD)  =  ±  j3  sin  a.AB.CD. 


Deux  droites  élant  données  dans  l'espace,  leur  angle  est  indéter- 
miné, comme  on  sait,  mais  le  sinus  de  leur  angle  a  deux  valeurs  qui 
sont  égales  et  de  signes  contraires.  Nous  appellerons  sinus  do  l'angle 
de  deux  droites  celui  de  ces  deux  sinus  qui  est  positif  (i). 

On  peut  alors  énoncer  ce  théorème  : 

Théorème  IV^  —  La  valeur  absolue  du  moment  de  deux  seg- 
ments est  égale  au  produit  de  leurs  deux  longueurs,  multiplié  par 
leur  plus  courte  distance  et  par  le  sinus  de  l'angle  des  droites  qui 
les  portent. 


(')  La  même  remarque  s'étend  aux  cas  de  deux  axes.  Le  cosinus  de  l'angle  de 
deux  axes  est  déterminé,  mais  non  le  sinus  qui  a  deux  valeurs  égales  et  de  signes 
contraires. 


J^-^        Of   TUE         ^ 

'UiriVBRSITT] 


Segment 

unitaire 

allactié  à  un 

axe. 


Moment 

par  rapport 

à  un  axe. 

Moment 
de  deux  axes. 

Définition 

classique 

des  moments 

par  rapport  à 

un  axe. 
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Ce  théorème  a  pur  lui-même  une  certaine  portée  pratique,  mais  on 
peut  lui  donner  une  forme  plus  précise  en  introduisant  les  moments 
pris  par  rapport  aux  axes. 

0.  Faisons  en  premier  lieu  la  remarque  que  le  glissement  d'un 
segment  sur  lui-même  est  sans  importance  au  point  de  vue  des 
moments,  des  projections,  et  du  nombre  qui  mesure  le  segment  ;  nous 
sommes  ainsi  amenés  à  regarder  comme  identiques  deux  segments 
ÂB,  ÂJBj  tels  que  l'on  passe  de  AB  à  AjEi  par  un  glissement  de  AB 
sur  lui-même.  Cette  indétermination  est  déjà  moins  grande  que  celle 
qui  résulte  de  la  considération  des  segments  équipollents.  Disons 
dès  à  présent  que  cette  indétermination  due  au  glissement  cadre 
exactement  avec  les  applications  mécaniques  de  la  théorie  des 
segments. 

Considérons  un  axe  A;  il  y  a  sur  cet  axe  un  segment  remarquable, 
le  segment  unitaire  (de  longueur  4)  qui  a  le  même  sens  que  A, 
c'est-à-dire  le  segment  qui  est  mesuré  par  le  nombre  +  1.  Récipro- 
quement, tout  segment  unitaire  définit  sans  ambiguïté  l'axe  qui 
le  porte  et  qui  a  même  sens  que  lui.  Cette  remarque  permet, 
en  quelque  sorte,  de  confondre  les  notions  d'axe  et  de  segment 
unitaire. 

Conformément  à  cette  manière  de  voir,  nous  appellerons  moment 
d'un  segment  AB  par  rapport  à  un  axe  A,  le  moment  de  AB  et  du 
segment  unitaire  attaché  à  l'axe  A. 

Le  moment  de  deux  axes  sera  le  moment  de  leurs  deux  segments 
unitaires. 

La  définition  que  nous  avons  donnée  des  moments  par  rapport  à 
un  axe,  sort  un  peu  des  traditions  clas- 
siques ;  il  est  bien  facile  de  la  ramener  à 
la  définition  habituelle. 

Soit  0  U  le  segment  unitaire  attaché  à 
un  axe,  et  CD  un  segment.  Prenons  le 
point  0  (ce  qui  est  permis  par  glisse- 
ment), au  point  où  l'axe  A  est  coupé  par 
le  plan  tc,  normal  à  A  mené  par  C. 
Projetons  D  en  D'  sur  le  plan  ::  et 
^         Fig.  5.  en  D"  sur  une  parallèle  à  A  issue  de  C. 

On  peut  regarder  CD  comme  la  somme  géométrique  de  CD'  et  de  CD". 
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On  a  donc,  d'après  le  théorème  III, 

moment  (a,  Gd)  —  moment  (ÔÏJ,  Gd) 

=  moment  (ÔÏJ,  GÏv)  +  moment  (ÔTJ,  CÎ?). 

Du  reste,  puisque  CD'  est  parallèle  à  OU,  le  second  moment  est  nul 
et  il  reste 

moment  {^,  GD)  =  moment  (ÔTJ,  CW). 
Soit  p  la  distance  du  point  0  à  la  droite  CD',  on  a 
moment  (ÔO,  CF )  —  6  tétraèdre  (ÔÏÏ,  CD') 

=  ±6  X  !^0U  X  Ip.CD' 
=  ±p.Cï)', 

le  signe  +  convenant  au  cas  où  CD'  va  de  gauche  à  droite  pour  un 
ohservateur  traversé  des  pieds  à  la  tète  par  OU,  et  le  signe  —  dans 
le  cas  contraire. 

C'est  hien  là  la  définition  adoptée  ordinairement  pour  le  moment 
d'un  segment  par  rapport  à  un  axe. 

On  voit  que  par  le  fait  de  la  réduction  à  l'unité  du  segment  OU,  le 
moment  qui  a  été  défini  au  début  comme  un  volume,  se  trouve,  pour 
le  cas  d'un  axe  et  d'un  segment,  représenter  une  aire  douée  d'un 
signe. 

En  supposant,  dans  le  théorème  III,  que  le  segment  ÂB  est  uni- 
taire^et  que  les  segments  CDj,  ...,  CD„  sont  dans  un  plan  normal 
à  AB,  le  théorème  III  devient  en  fait  le  théorème  dit  de  Varignon. 

Revenons  au  théorème  IV,  qui  nous  donne  pour  le  moment  de 
deux  segments  AB,  CD  l'expression 

moment  (ÂB,  Cd)  irn  ±  ^9  sin  a .  A B . C D. 

Si  AB  est  un  segment  unitaire  attaché  à  un  axe  A,  nous  avons 

moment  (a,  CÏ))  =  ±  p  sin  a.GD. 

Si  enfin  AB,  CD  sont  tous  deux  unitaires,  et  sont  aKachés  à  deux 
axes  A',  A 

moment  (A,  A')  =:  ±  j^  sin  a. 


Formule 

générale 

relative 

au  moment  de 

deux 

segments. 
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Autrement  dit,  le  moment  de  deux  axes  est  égal,  au  signe  près, 
au  produit  de  leur  plus  courte  distance  par  le  sinus  de  leur  ai^gle. 

Nous  sommes  actuellement  à  même  de  donner  une  expression 
analytique  précise  du  moment  de  deux  segments  AB,  CD. 

Soient  en  effet  A,  A'  deux  axes  qui  portent  ces  segments,  et  dési- 
gnons par  c,  c'  les  nombres  qui  mesurent  AB  sur  A,  et  CD  sur  A'; 
je  dis  que  l'on  a 

moment  (AB,  GD)  =  c.a'  .moment  (A,  A'). 

Observons  d'abord  que  dans  l'équation 

moment  (ÂB,  GD)  =  ±  p  s'm  a.AB.GD, 

ji  sin  a  est,  au  signe  près,  moment  (A,  A'),  et  que  AB,  GD  sont  les 
valeurs  absolues  de  j,  j'.  On  peut  donc  écrire 

moment  (AB,  GDJ  =  ±  a.7'  moment  (A,  A'). 

Prouvons  que  le  signe  H-  convient  seul  dans  tous  les  cas  : 
Si  7,  7'  sont  positifs,  c'est  que  AB,  CD  ont  le  sens  des  axes  A,  A'. 
Donc  AB,  GD  ont  même  disposition  que  A,  A'    et  le  moment  de 
AB,  CD  a  même  signe  que  celui  de  A,  A'  •  On  a  donc,  dans  ce  cas, 

moment  (aB,  GDj  =:  +  7.7'  moment  (A,  A'). 

Que  7  devienne  négatif,  alors  AB  est  de  sens  contraire  à  A,  et  AB, 
GD,  seront  de  disposition  contraire  à  A,  A'.  Le  moment  de  AB,  GD 
sera  de  signe  contraire  à  celui  de  A,  A'.  Puisque  7  est  négatif,  le 
signe  +  convient  encore.  On  poursuivra  sans  peine  le  raisonnement 
dans  le  cas  où  7,  7'  deviendraient  tous  deux  négatifs. 

La  formule  est  donc  démontrée.  Il  est  bon  de  constater  que  la 
formule  est  encore  vraie  si  l'un  des  segments  est  de  longueur  nulle, 
ou  bien  s'ils  sont  dans  un  même  plan. 

En  particulier,  soit  un  axe  A  et  un  segment  CD  porté  par  un  axe  A' 
et  mesuré  sur  cet  axe  par  le  nombre  7',  on  aura  (^) 

moment  (a,  Gd)  =  moment  (A,  A'). 7'. 


Q)  On  démontrerait  de  même  que  si  l'on  a  deux  segments  AB,  CD,  ce  dernier 
porté  par  un  axe  A',  et  y  ayant  pour  mesure  le  nombre  a',  on  a 

moment  (AB,  CTD)  ^=  moment  (A  13,  A').'?'. 

Cette  formule  sera  utilisée  dans  la  suite. 
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Si  l'on  voulait  projeter  ce  segment  CD  sur  l'axe  A,  en  désignant 
par  $  (A,  A')  le  paramètre  de  projection  de  A'  sur  l'axe  A,  on  aurait 
l'expression  suivante  du  nombre  qui  mesure  cette  projection  : 


Project,  (a,  CD)  =  ^(A,  A').7'. 


Le  rapprochement  de  ces  deux  formules  tend  à  établir  une  certaine 
analogie  entre  le  paramètre  de  projection  et  le  moment  de  deux  axes. 
En  se  plaçant  au  point  de  vue  projectif,  on  établit  en  effet  que  le 
paramètre  de  projection  n'est  qu'un  moment  d'une  certaine  nature. 
On  pourra  consulter  à  ce  sujet  un  Mémoire  de  M.  Lindemann  inséré 
dans  les  Mathematische  Annalen. 

7.  Considérons  un  trièdre  trirectangle  Oxyz,  tel  qu'une  rotation 
de  90°  de  gauche  à  droite,  pour  un  observateur  traversé  des  pieds  à 

la  têts  par  l'axe  0^,  amène  l'axe 
Ox  sur  l'axe  Oy. 

Soient  x,  y,  z  les  coordonnées 
d'un  point  A  origine  d'un  segment 
^  AB,  et  X,  Y,  Z  les  nombres  qui 
mesurent  les  projections  sur  Ox, 
Oy,  Oz  de  ce  segment  AB,  ou, 
comme  nous  le  dirons  désormais, 
les  projections  de  AB  sur  les  axes 
de  coordonnées.  Cherchons  à  cal- 
culer les  moments  de  AB  par  rap- 


je 


Fig.  6. 
port  aux  axes  Ox,  Oy,  0 


J'appelle  L,  M,  N  ces  moments.  On  a 


L  =  moment  [Ox,  ABJ 
=  moment(Oaî,  AB')  +  moment  [Ox,  AB")  +  moment  [Ox,  AB'"), 

où  AB',  AB",  AB'"  sont  les  projections  de  AB  sur  les  axes,  Ax' , 
Ay' ,  Az'  menés  par  A  parallèles  à  Ox,  Oy,  Oz. 

On  observe  d'abord  que  le  moment  de  AB'  est  nul  puisque  AB' 
est  parallèle  à  Ox.  On  peut  appliquer  au  moment  de  AB"  la  formule 
trouvée  plus  haut,  en  observant  que  Y  est  le  nombre  qui  mesure  AB' 
sur  Ay' ,  on  a  dès  lors 


moment  [Ox,  AB")  =  moment  (Ox,  Ay').Y. 


14  LEÇONS   DE    f;iNf;MATIQUE. 

De  même 

moment  {Ox,  AB'")  =  moment  {Ox,  Ac').Z. 

La  plus  courte  distance  de  Ox  et  de  A  y'  est  la  valeur  absolue  de  r, 
et  comme  Ox,  Ay'  sont  rectangulaires,  le  sinus  positif  de  leur  angle 
est  égal  à  i  ;  on  a  donc, 

moment  (Occ,  Ay')  =  ±  valeur  absolue  z, 

ou  encore 

=1  ±  z. 

Or,  si  z  est  positif,  Ay'  étant  au-dessus  de  Ox,  est  sinistrorsum 
par  rapport  à  Ox,  on  a  donc  dans  ce  cas 

moment  (Ox,  Ay')  =  —  z; 

si  z  est  négatif,  A  y'  est  au-dessous  de  Ox,  et  est  dextrorsum  par 
rapport  à  Ox,  le  moment  doit  être  positif;  on  a  encore  la  même 
formule. 

On  verra  par  le  môme  procédé  que,  dans  tous  les  cas, 

moment  (Ox,  Az')  =  +  y, 
on  a  donc  enfin 

L  =  moment  [Ox,  AB)  =  yZ  —  zY ; 
on  trouve,  d'une  manière  analogue, 

M  =  moment  (Oy,  AB)  =  cX  —  xZ, 
N  =  moment  [Oz,  AB)  :^  xY  —  yX. 

On  observera  que  ces  quantités  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  ne  sont  pas 
indépendantes  et  qu'elles  sont  liées  par  l'équation 

(1)  LX  +  MY  +  NZ  =  0. 

Supposons  réciproquement  que  l'on  se  donne  les  projections  d'un 
segment  X,  Y,  Z,  ainsi  que  ses  moments  L,  M,  N,  et  cherchons  à 
déterminer  ce  segment.  Il  suffira  pour  cela  d'en  connaître  l'origine  A, 
car  X,  Y,  Z  étant  connus,  sa  direction  et  sa  longueur  sont  déter- 
minées. Désignons  par  x,  y,  z  les  coordonnées  inconnues  du 
point  A. 


Coordonnées 
l'un  segment. 

Calcul 
iu  moment  de 
eux  segments 
en  fonction 
'    de  leurs 
coordonnées. 
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X,  y,  z  doivent  vérifier  les  trois  équations 

(  %  =  h  —  Zy  +  Yz  =  0, 

(2)  ^).=:M-Xz  +  Zx=:0, 

(    S  =  N— Yx  +  Xy=0, 

mais  ces  équations  sont  indéterminées.  On  a  en  effet  en  vertu  de 
l'équation  (1),  l'identité 

(3)  \%+  Y^IJ,  +  'l%  =  0. 

Les  trois  quantités  X,  Y,  Z  ne  peuvent  être  nulles  à  la  fois,  sans 
quoi  nous  n'aurions  plus  de  segment.  Soit  Z  =^^  0,  il  suffira  d'avoir 

%=zO,     qj.  =  0 
pour  que  le  système  (2)  soit  vérifié,  car  l'équation  (3)  donne  alors  S =0. 

Nous  trouvons  donc  que  le  point  A  est  seulement  assujetti  à  décrire 
une  droite  dont  les  équations  sont  %  =  0,  ^\,  —  0.  Il  est  facile  de 
se  rendre  compte  de  la  position  de  celte  droite;  elle  est  en  effet 
parallèle  à  la  direction  même  du  segment,  direction  que  déterminent 
complètement  X,  Y,  Z.  Cette  droite  est  donc  la  droite  même  qui  porte 
le  segment  cherché,  et  l'indétermination  du  point  A  sur  cette  droite 
correspond  à  la  faculté  qu'a  le  segment  AB  de  glisser  sur  lui-même 
sans  que  X,  Y'^,  Z,  L,  M,  N  soient  altérés. 

On  peut  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Étant  données  six  quantités  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  liées  par  l'équation 
LX  +  MY  +  NZ=rO, 
elles  définissent  un  segment  dans  l'espace  (à  un  glissement  près 
de  ce  segment  sur  lui-même). 

Nous  appellerons  ces  quantités  les  coordonnées  du  segment. 

S.  Gomme   application    des    théorèmes    précédents    nous  allons 
Z.  résoudre  ce  problème  : 

Etant  donnés  deux  segments  dont 
les  cordonnées  sont 

X,  Y,  Z,   L,  M,  N 
X',Y',Z',L',M',N' 

trouver  leur  moment. 

Désignons  par  AH,  A'  B'  ces  deux 
segments;  menons  par  A  les  axes 


Fig.   1. 
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kx^,  A?/„  Acj,  parallèles  aux  axes  Ox,  Oy,  Oz,  et  soient  AB„ 
ÂF„  ÂFj  les  projections  de  ÂB  sur  ces  trois  axes.  On  aura,  d'après 
le  théorème  III, 

moment  (Â^V,  Âb)  =  moment  (Fb^,  AbJ 
+  moment  (a'B',  ABJ 
+  moment  (A'B',  ABj) 

or,  le  segment  ÂFi  est  porté  par  l'axe  ^.x^  et  a  pour  mesure  sur  cet 
axe  le  nombre  X  ;  on  a  donc 

moment  (Â^',  ÂB^)  —  moment  (A'B',  Ax^).  X 

et  de  même 

moment  (^B"',  ÂbJ  —  moment  (a'B',  AyJ.  Y, 
moment  {aTb',  XW,)  =  moment  (iVF',  ÂT^V  Z. 

Mais  les  coordonnées  du  point  A  étant  x,y,z,  celles  de  A'  étant 
x',y' ,z',  par  rapport  au  trièdre  Ox,  Oy,  Oz,  les  coordonnées  de  A' 
par  rapport  au  trièdre  Ax^  Ay^  Az^  sont 

x'  —X,      y'  —  y,      z'  —  z, 

et  par  suite,  en  vertu  des  formules  qui  donnent  L,  M,  N,  nous 
aurons 

moment  {K^\  Ace,)  =  (y'  —  y)  Z'  —  (z'  —  z)  Y', 
moment  (ÂMB',  Ay^)  =  {z'  —  z)X'  —  {x' —  x)Z' , 
moment  {Â^ ,  Az^)  =  {x'  —  x)  Y'  —  (?/'  —  y)  X', 
d'où 

moment  (aB,  Fb"')  =X  [(y'  -  y)  Z'  —  {z'  -  z)  Y'] 
4-  Y  [{z'  —  z)X'  —  {x'  —  x)  Z'] 
+  Z[(x'  -x)Y'  _(y'_y)X']; 
mais  on  a 

V  =y'Z'  —z'Y',       U'=z'X'—x'Z',       K  =x'Y'  —y'X', 

donc 

moment  (ÂB,  Â^)  =  X  [L'  —  yZ'  +  zY'] 
+  Y[M'  — zX'  +  xZ'] 
+  Z  [N'-xY'  +yX'] 
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OU  encore 

I     '  moment  (ÂB,  FÎT )  =  L'  X  +  M' Y  +  N'  Z 

I  •    +X'(i/Z-^Y) 

+  Y'  (zX  —  ccZ) 
+  Z'  (xY  —  7/X) 
ot  comme 

L  =  ijZ  ~  z  Y,      M  =  zX  —  xZ,       N  =  rcY  —  i/X, 

on  a  finalement 

moment  (ÂB,  ATB')  —  L' X  +  M' Y  +  N' Z  +  X'L  +  Y' M  +  Z' N. 

s  des  axes.        Nous  avons  assimilé  les  axes  à  des  segments  unitaires.  Soient 
a,P,Y,  ^^îIJ-^v  les  coordonnées  d'un  segment  unitaire;  on  a 

a"  +    3^  +  f  =  1, 
a  A  +  iS.y.  +  Y''  ^=^^i 

ces  six  quantités  seront  pour  nous  les  coordonnées  de  l'axe  qui  porle 
le  segment  unitaire  et  a  même  sens  que  lui;  on  voit  que  a,  P,  y  sont 
les  cosinus  directeurs  de  l'axe  et  a,  ;x,  v  ses  moments  par  rapport 
à  Ox,  Oy,  Oz. 

D'après  la  définition  que  nous  avons  donnée  du  moment  d'un 
segment  Ali  par  rapport  à  un  axe, 

XX  +  ;j,Y  +  vZ  4-  aL  +  ^M  +  yN 

est  la  valeur  du  moment  du  segment  AB  (X,  Y,  Z,    L,  M,  N)   par 
rapport  à  l'axe  (a,  P,  y?   ^^j  l-»-,  v). 
De  même  le  moment  de  deux  axes 

(a,  (3,  Y,  X,  H-,  v)   (a',  3',  y',   aSi/,v') 

a  pour  expression 

a/v'  +  ^\)'  +  Yv'  +  Aa'  +  iJ.[î'  +  vy'. 

Moment  î).  La  mécanique  n'utilise  pas  seulement  les  moments  par  rapport 

ai- rapport      j^,,^  axes;  elle  emploie  aussi  les  moments  par  rapport  aux  points. 

un  point.  ^,  .         ^  ^  .  ,  ■       r^ 

boiont  AB  un  segment  et  0  un  point,  élevons  au  point  0  une 

perpendiculaire  au  plan  ABO  et  choisissons  sur  cette  droite  l'axe  A 

qui  est  dextrorsum  par  rapport  à  AB.  Le  moment  de  AB  par  rapport 

Ciimnatique.  2 


Représentalicn 
d'un  moment 

par 
un  segment. 


FUj.  8. 


48  LEÇONS   DE   CINÉMATIQUE. 

à  cet  axe  est  ce  que  l'on  appelle  le  moment  du  segment  AB  par 
rapport  au  point  0, 

Il  y  a  lieu  d'introduire  ici  une  représentation 
des  moments  qui  est  due  à  Cauchy.  Soit  [jl  le 
moment  d'un  segment  A  B  par  rapport  à  un  axe 
quelconque  A,  on  représente  ce  moment  par  un 
segment  de  glissement  porté  par  l'axe  A,  égal  en 
longueur  à  la  valeur  absolue  de  ]x,  et  dirigé  dans 
le  sens  de  l'axe  ou  le  sens  opposé  suivant  que 
[x  est  positif  ou  négatif.  En  un  mot,  \x  est  le 
nombre  qui,  sur  l'axe  A,  mesure  le  segment  représentatif  du  moment. 
Cette  représentation  des  moments  par  des  segments  ne  respecte 
pas  les  règles  de  l'homogénéité,  mais  cela  est  sans  inconvénient,  car 
nous  n'aurons  jamais  à  composer  des  segments  purs  avec  ceux  qui 
représentent  les  moments. 
Considérons  un  segment  A  B,  un  point  0,  l'axe  Aq  normal  en  0  au 
A/  plan  ABO  et  dextrorsum  avecAB;  nous  avons 
dit  que  le  moment  de  AB  par  rapport  à  cet  axe 
est  le  moment  de  AB  par  rapport  au  point  0. 
Puisque  Aq  est  dextrorsum  avec  AB,  ce  moment 
est  toujours  positif  et  le  segment  OG^  qui 
représente  ce  moment  sur  l'axe  A,,  a  le  sens 
même  de  A,,,  il  est  lui  aussi  dextrorsum 
avec  AB. 
Ceci  posé,  on  a  le  théorème  suivant  : 

Le  segment  qui  représente  le  moment  d'un  seg- 
ment AB  par  rapport  à  un  axe  A  peut  se  construire  en  projetanl 
sur  A  le  segment  qui  représente  le  moment  de  AB  par  rapport  à 
un  point  0  pris  sur  A. 

Prenons  le  point  0  pour  origine  des  coordonnées  et  A  pour  axe  Ox, 
soient  x,  y,  z  les  coordonnées  du  point  A,  origine  du  [segment 
AB,  X,  Y,  Z  les  projections  de  ce  segment,  L,  M,  N  ses  moment? 
par  rapport  à  Ox,  Oy,  Oz. 

On  a,  comme  on  l'a  vu  précédemment  : 

L  — Zy  +  Yzr=0, 
M— Xz  +  Zx  =  0, 

N  — Y.T+X?/=:0, 


Fiq.  0. 

Théorème  V. 
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et  L,  M,  N,  X,  Y,  Z,  étant  données, le  lieu  du  point  x,  y,  z  est  la 

droite  AB. 

En  formant  une  combinaison  li- 
néaire et  homogène  de  ces  équa- 
tions, nous  aurons  l'équation  du 
plan  mené  par  AB  et  l'origine  0; 
nous  trouvons  ainsi 

Lx  -\-My  -^  Ne  =  0, 

Les  cosinus  directeurs  de  l'axe  ig 
normal  en  0  au  plan  AOB  sont 


sM 


W  +  M^  +  N* 


Vu  +  W  +  N^ 


Y' 


■N 


Kl*  -+-  M*  -t- N'' 


où  £  désigne  ±  1.  Cherchons  le  signe  qui  convient.  Le  moment  de 
AB  par  rapport  à  cet  axe  aura  pour  expression 


aL  +  ^M  +  vM  =  £ 


U  H-  M' 


N' 


Vu  +  w  +  N'- 


=  zVU  +  M*  +  N'; 


il  doit  être  positif,  puisque  \^  est  choisi  dextrorsum  avec  AB,  donc 
£  =  +  1  ;  et,  par  suite, 


Kl*  -+-  m*  +  n* 


^= 


M 


I/L^  -H  M*  +  N* 


Y 


N 


Vu  +  M*  +  N* 


de  plus  la  longueur  du  segment  OG^  qui  représente  le  moment  par 
rapport  au  point  0  (ou  par  rapport  à  A^)  est  VU  +  M*  +  N*,  donc 

L  =  a  Vu  +  W  -h  N* 

représente  le  nombre  qui  mesure  la  projection  OG^  sur  Ox  (ou  A) 
du  segment  OG^. 

Mais  L  est  aussi  le  moment  de  AB  par  rapport  à  Ox  (ou  A);  le 
théorème  est  donc  démontré. 

On  voit  que  L,  M,  N  sont  les  projections  du  segment  OGo  sur  les 
axes  Ox,  Oy,  Oc. 

Le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer  joue  en  cinématique 
un  rôle  très  important,  comme  nous  le  verrons. 


Calcul 

d'un  moment 

par  rapport 

à  un  point. 


A 


X' 
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Cherchons  à  résoudre  le  problème  suivant  : 

Un  segment  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  étant  donné,  ainsi  qu'un  point  P 
(^o>  î/o'  ^o)j  trouver  le  moment  du  segment  par  rapport  à  ce  point. 
Il  suffit  de   trouver  les  projections  de  ce  segment  moment  sur 

les  axes  Ox,  Oy,  Oz  ou  encore  sur 
les  trois  axes  Px'',  Pj/',  P^'  paral- 
lèles à  Ox,  Oj/,  O2  et  issus  du  point  P, 
c'est-à-dire  encore  les  moments  du 
_x'  segment  proposé  par  rapport  aux  axes 
Poe',  Pî/'  Pz',  Soient  a;,  y,  s  les  coor- 
données du  point  A  origine  du  seg- 
-j  ment  AB  par  rapport  au  trièdre  Ox, 
0?/,  Oz.  Les  coordonnées  par  rapport 
au  trièdre  Px'  P)/'  P:'  sont 


y/ 


Flg.  a. 


Xo,  y  —  Voy 


■'•o> 


ses  moments  par  rapport  aux  axes  Px',  Pj/',  Pz'  sont  donc 

(y  —  î/o)  z  —  (2  —  z,)  Y, 

{z  —  Z(,)X— (x  — Xo)Z, 
(x  —  x„)  Y  —  (y  —  I/o)  X, 

ou  encore,  eu  égard  aux  expressions  de  L,  M,  N, 

L  +  Yz„  —  Zi/o, 
M  -h  Zx„— Xz„, 


N-+-X?/ 


J    Xn 


Autre 
généralisation 
du  théorème 
de  VaiÙL'non. 


Telles  sont  les  formules  qui  donnent  les  projections  sur  les  axes 
Ox,  Oî/,  Oz  du  segment  moment  du  segment  AB  (X,  Y,  Z,  L,  M,  N) 
par  rapport  au  point  0  (Xg,  y^,  z^).  Ces  formules  sont  essentielles. 

Le  théorème  de  Varignon  est  susceptible  d'une  généralisation 
importante  au  moyen  des  moments  pris  par  rapport  à  un  point. 
Voici  cette  généralisation  : 

Soient  plusieurs  segments  concourants  AB,,  AB,,  ...,  AB„  et 
PGj,  PG,,  ...,  PG„  les  segments  qui  représentent  leurs  moments 
par  rapport  à  un  point  P  arbitraire;  le  moment  PG  de  la  résul- 
tante AB  des  segments  proposés  est  la  résidtante  des  segments 
moments¥G'^,  PG~,  ...,  PG„. 
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Plaçons  en  effet  l'origine  des  coordonnées  au  point  A;  les  moments 
L,,  M,-,  N-  du  segment  AB^  par  rapport  aux  axes  sont  nuls,  et  le 
moment  de  ce  segment  relatif  au  point  P  {x^,  j/^,  z^)  a  pour  projec- 
tions . 

Xiî/o  —  ^i^o- 

Donc,  la  somme  géométrique  de  tous  ces  segments  moments  aura 
pour  projections  les  expressions  suivantes  : 

2  (Y'-'o  -  Z.î/o)  =  (SY,)  z,  -  (SZ,)  î/„, 
^(:i,x,-X,z,)  =  {lZdx,-(LX,)z,, 
2  i^iVo  -  Y.-x^o)  =  (2:X,)  î/o  -  (2 Y,)  X,.      ■ 

Or,  si  X,  Y,  Z  sont  les  projections  du  segment  AB,  résultante  des 
segments  proposés,  on  a 


d'où 


2  (ViC(,  —  'L,rj,)  —  Yz,  —  Zt/o, 

2  (Z^aso  —  X.r^)  =  Zxo  —  Xzg, 

2  (^'^^0  —  Y^cco)  —  Xt/o—  Ya?o, 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

On  peut  donner  de  ce  théorème  une  démonstration  géométrique 
qui  n'est  que  l'énoncé  en  termes  géométriques  des  transformations 
analytiques  que  nous  venons  d'effectuer. 

Systèmes  de  segments.  —  Couples. 

Moment  10.  Considérons  plusieurs  segments  dans  l'espace,  S,,  S^,  ..,,  S„, 

'  -^M^f^        et  un  segment  arbitraire  S';  on  appelle  moment  résultant  du  sys- 

u'i  segment    tème  des  segments  !Sj  par  rapport  au  segment  S'  la  somme  algébrique 

donné.        des  moments  des  segments  S^  et  du  segment  S'.  Ce  moment  résultant 

est  donc  un  nombre. 


Moment 

résultant 

par  rapport  à 

un  axe. 

Notion 
algébrique. 


Notion 
géométrique. 


Moment 
ésultant  en 
un  point. 


Théorème 
fondamental. 
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Si  le  seg-ment  S"  est  unitaire,  il  symbolise  un  axe  A,  et  le  moment 
résultant  du  système  des  segments  S^  par  rapport  à  l^xe  A  est  la 
somme  algébrique  des  moments  de  tous  les  segments  S,  par  rapport 
à  A;  si  l'on  désigne  par  p-j,  [x^,  ..-,  ^.  ces  moments,  le  moment  résul- 
tant \j.  est  défini  par  l'équation 


=  2 


c'est  un  nombre.  Mais  la  représentation,  due  à  Gauchy,  dos  moments 
par  des  segments,  permet  de  concevoir  d'une  autre  manière  le 
moment  résultant  d'un  système  de  segments  par  rapport  à  un  axe. 

Considérons,  en  elTet,  le  moment  du  segment  S,  par  rapport  à 
l'axe  A,  on  peut  représenter  ce  moment  par  un  segment  G,-  porté 
par  A,  et  ce  segment  G,-  est  mesuré  sur  l'axe  A  par  le  nombre  [j.,. 
Faisons  alors  la  somme  géométrique  de  tous  ces  segments  G;  portés 
par  A,  soit  G  le  segment  ainsi  obtenu;  ce  segment  G  nous  représen- 
tera le  moment  résultant  du  système  des  segments  par  rapport  à  A. 

Cette  notion  purement  géométrique  concorde  du  reste  avec  la  notion 
algébrique  du  moment  résultant  [x,  car  le  nombre  [j,  est  précisément 
celui  qui  mesure  le  segment  G  sur  l'axe  A. 

Nous  savons,  en  effet,  que  si  un  segment  G  est  la  somme  géomé- 
trique de  plusieurs  autres  G^  portés  par  un  même  axe,  le  nombre  a  qui 
mesure  G  est  la  somme  algébrique  des  nombres  ijl;  qui  mesurent  les 
segments  G,-. 

Prenons  maintenant  un  point  P;  le  moment  résultant  du  système 
des  .segments  S;  par  rapport  au  point  P  sera  le  segment  résultant  des 
segments  qui  représentent  les  moments  des  segments  proposés  par 
rapport  au  point  P. 

On  peut,  au  sujet  de  ce  moment  résultant,  établir  la  proposition 
suivante  qui  généralise  le  théorème  V  du  n^  9  : 

Théorème  VI.  —  Soient  un  axe  A  issu  d'un  poi^it  0  et  OG  le 
moment  résultant  d'un  système  de  segments  par  rapport  au 
point  0;  la  p^'ojection  OG'  du  segment  OG  sur  A  est  le  moment 
résultant  du  système  par  rapport  à  l'axe  A. 

Soient,  en  effet,  OG^  le  moment  du  segment  S^  par  rapport  au  point  0, 
et  OGÎ  sa  projection  sur  A;  cette  projection  OGÎ  est  le  moment  de  S, 
par  rapport  à  A;  la  somme  géométrique  OG'  des  segments  OG,'  figure 
donc  le  moment  résultant  des  segments  par  rapport  à  l'axe;  mais 
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celte  somme  géométrique  OG'  est  évidemment  la  projectioa  de   la 
résultante  OG  des  segments  OG,;  le  théorème  est  donc  démontré. 
Corollaire.  On  déduira  de  là  le  corollaire  suivant  :  soient  trois  axes  rectangu- 

laires 0x,0ij,0z;  les  moments  résultants  d'un  système  de  segments 
par  rapport  à  ces  axes  se  représentent  par  trois  segments  qui  sont  les 
projections  sur  ces  axes  du  moment  résultant  relatif  à  l'origine  0. 


Systèmes 
■quivalents. 


Coordonnées 
l'un  système 
le  segments. 


1 


11.  Soient  plusieurs  segments  S^,  S^,  ...,  S„;  si  par  voie  de  glisse- 
ment sur  eux-mêmes,  ou  par  composition  ou  décomposition  suivant 
les  règles  de  l'addition  géométrique,  on  transforme  ces  segments  en 
d'autres  Sj,  S2,  ...,  ^'„>,  le  moment  résultant  du  système  relatif  à  un 
axe  ou  à  un  point  quelconque  de  l'espace  ne  sera  pas  altéré;  cela 
résulte  du  théorème  III  du  n^  5. 

De  là  une  notion  importante,  celle  des  systèmes  équivalents.  Nous 
dirons  que  deux  systèmes  de  segments  2,  2'  sont  équivalents  s'ils 
ont  le  même  moment  résultant  par  rapport  à  tout  axe  de  l'espace. 

Soient  S,,  S^,  ...,  S„  les  segments  qui  composent  le  premier  sys- 
tème de  segments  et  X^,  Y,-,  Z^,  L^-,  M^,  N^  les  coordonnées  du  segment 
S;;  le  moment  de  S,  par  rapport  à  l'axe  a,  P,  y,  X,  [j.,  v  a  pour  expres- 
sion 

XX,  +  ^Y,  +  vZ,  +  aU  +  ^Ui  +  vN;, 

d  où  l'expression  suivante  du  moment  résultant  relatif  à  l'axe  pro- 
posé, 

2  O^X,  4-  t;.Y,  +  vZ,  +  aL,  +  3M,  4-  yN,-) 
où  l'on  a  posé 

%=1X;,       .     ^)    ==2Y;,  Z=1Z„ 

Ces  quantités  %,  "Ij ,  S,  ï,  M),  %  sont  ce  que  l'on  appelle  les  coor- 
données du  système  de  segments  2. 

On  voit  que  i£,  A\),  %  sont  les  moments  résultants  relatifs  aux 
axes  Oa:,  Oy,  Oz,  et  que  X,  '^L  3  sont  les  projections  de  la  résul- 
tante de  translation  de  tous  les  segments  considérés. 
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Cela  posé,  considérons  un  syslème  1' ,  de  coordonnées  %'  ,'\i' ,  %' , 
il',  .11)',  11>',  équivalent  au  syslème  "l.  Les  moments  des  deux  systè- 
mes devant  être  les  mêmes  relativement  à  tout  axe  de  l'espace,  on  a 
d'abord  pour  Ox,  Oy,  Oz 

T  =  %     M'  =  Ah,     %'  =  %>, 

et  l'équation  qui  traduit  l'égalité  des  moments  pour  un  axe  quel- 
conque (a,  P,  V,  X,  [X,  V,) 

=  %'  i  +  1)  '  ij,  +  :2'v  -h  i'  a  -I- . II.'  ;3  4-  ')'(/  Y 

se  réduit  à  lu  suivante  : 

U')X  4-  '{\[j.  -\-  .vv  =  X'X  +  H)/  [X  +  S'v; 
cette  égalité  devant  avoir  lieu  pour  toute  valeur  de  X,  ;/,  v,  on  a 

%'  =  %,     '|)'='()»     :S'=S. 

Ainsi  :  deux  systèmes  équivalents  ont  les  mêmes  coordonnées. 

Projections  Calculons  le  moment  résultant  d'un  système  de  segments  2  par 

(lu  moinciit      rapport  à  un  point  P  (x^^  y^,  c„)  de  l'espace, 
résultant  d'un         ^.^  ^,        ^     ,         ^        r^.-x\  ^  i 

svstèmo  en  un       Nous  savons,  d  après  le  n"U  (p.  20),  que  les  nombres  qui  mesurent 

point  sur  les  trois  axes   Ox,  Oy,  0::    les    projections   du   moment   d'un 

do  l'espace,      segment   X^Y^Z,,  L.M.N,-   par   rapport  au  j)oint  x^y^z^,  ont  pour 
expressions  : 

\>'i,x  =  U  +  Y<Zo  —  Z,-i/ç, 

\Ku  =  ^ï;  +  '^i^o  —  ^i^oy 
II,;,  =N,.  -hXiy^  —  XiX^. 

Les  projections  du  moment  résiiilanl  sont  donc 

jx„=:.lb  +  i^x^  —  %z„ 
li,=  %  +%y^-^\jx,, 

formules  importantes,  sur  lesquelles  il  y  a  lieu  d'attirer  dès  main- 
X  tenant  l'attention. 

On  voit  par  ces  formules  que  le  moment  résultant  en  un  point  ne 
fait  intervenir  que  les  coordonnées  du  système  de  segments,  ce  qu'il 
était  facile  de  prévoir. 
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Moinoiii  La  considiTalion  des  systèmes  de  segments  donne  lieu  à  une  belle 

'^^  extension  de  la  notion  de  moment, 

eux  systèrnos        o   •      i    j  ..  ..,      »., 

Je  serments.        Soient  deux  systèmes  1,   1  ,  prenons  un  segment  dans  chacun 

d'eux  et  formons  la  somme  algébrique  des  moments  de  tous  les 

groupes  possibles  de  deux  segments  ainsi  choisis;  cette  somme  est, 

par  définition,  le  momenl  des  deux  systèmes  de  segments. 

moment  {1,  Z')  =2^  moment  (s,-,  Sj), 

où  S;  est  un  segment  pris  dans  S  et  SJ  un  segment  pris  dans  Z' .  On 
a  donc  aussi  (p.  17) 

moment  (2,  1')  ="^  (XJJ  +  Y,M;  +  Z.Nj  +  X'L,  +  YjM,.  +  ZJN,)- 

Groupons,  dans  le  second  membre,  tous  les  termes  ayant  même 
indice  jf,  et  appelons  %,  '^\^,  Z,  'I,  âh,  %  les  coordonnées  de  1,  nous 
avons 

moment  {1,  1' )  =  %^  L/  +  'l^^  M'  +  S^^.Nj 

j  j 

+  x^x.;-i-A\>^  y;+'il;^z;. 
J  J  J 

Introduisons  encore  les  coordonnées  %',^' ,Z' ,  'X' ,  Ah' ,  %'  de  1' 
et  nous  aurons  finalement 

moment  (1,  1')  =  %T  +  '\y\V  +  S'IL' 

Lorsque  le  moment  relatif  de  deux  systèmes  de  segments  est  nul, 
on  dit  que  ces  deux  systèmes  sont  en  involutioti. 

Rien  n'empêche  dans  les  calculs  qui  précèdent  de  supposer  que  1' 
soit  équivalent  à  2,  la  formule  se  simplifie  alors  et  donne 

moment  (2,  2')  =  2  {'i%  +  Ah'Xj  +  %Z); 

on  peut  appeler  cette  expression  Vautomoment  du  système  2. 

Observons  que  si  2'  est  entièrement  identique  à  2,  les  segments 
Sj  sont  les  mêmes  que  les  S„  et  dans  notre  évaluation  de  la  somme 
des  moments,  chaque  moment  figure  deux  fuis. 

Donc  la  somme  des  moments  des  segments  S,  pris  deux  à  deux  est 
égale  seulement  à 


Invarl-inls 
d'un  système 
de  segnioiits. 
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Ceci  nous  prouve  que  l'expression  précédente,  que  nous  représen- 
terons par  3ij,  est  un  invariant  à  plusieurs  titres  : 

i°  Au  point  de  vue  d'une  transformation  des  coordonnées; 

2°  Au  point  de  vue  de  la  substitution  au  système  }il  d'un  système 
équivalent. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  : 

La  somme  des  moments  des  segments  d'un  système  pris  deux  à 
deux  reste  ijivariahle  si  Von  remplace  le  système  par  lui  système 
équivalent. 

Au  lieu  de  moments  on  peut  parler  de  tétraèdres  et  dire  : 

La  somme  des  tétraèdres  construits  sur  les  segments  d'un  sys- 
tème pris  deux  à  deux  est  i^ivariahle  si  Von  remplace  le  système 
par  un  autre  équivalent. 

Nous  rencontrerons  plus  loin  un  cas  particulier  de  ce  théorème  dû 
à  Chasles,  qui  marque  l'introduction  des  tétraèdres  dans  cette  partie 
de  la  théorie  des  segments. 

La  considération  de  la  résultante  de  translation  nous  fournit  encore 
un  invariant  dans  la  somme 

nous  prendrons  pour  01  la  valeur  positive 


Systèmes 

réductibles 

à  un  segment 

unique. 


Le  quotient 


01  =  y%'  +  ^y.* 


+  :©" 


h  = 


est  aussi  un  invariant;  il  représente  une  ligne,  car  iR  est  une  ligne 
et  ^  est  un  volume.  Nous  donnerons  à  It  le  nom  de  paramètre. 

Nous  allons  examiner  deux  cas  particuliers  de  systèmes  de  segments. 

Le  premier  c'est  celui  où  l'automoment  est  nul,  sans  que  X,  'II,  S 
le  soient. 

On  a,  dans  ce  cas, 

3ij>  -  ^%  +  AV\j  +  %Z  =  0. 

Ce  qui  prouve  que  l'on  peut_ regarder  %,  %,  S,  %  Àh,  %  comme 
les  coordonnées  d'un  segment  S.  D'après  la  notion  même  de  l'équiva- 
lence, le  sys'.ème  est  alors  équivalent  à  ce  segment  unique. 
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Réciproquement,  si  le  système  1  est  équivalent  à  un  segment  uni- 
que X,  Y,  Z,  L,  M,  N,  la  condition  d'équivalence  donne 

%  =  X,       a)=Y,       S  =  Z,       a=L,       Ah  =  M,       %  =  N, 

et  comme  LX  +  MY-4-NZ  =  0,  ona 

'I^  +  âh'i^  +%%  =  0. 

Ainsi,  ^}-=0  (sans  que  %^  *1| ,  %  soint  tous  nuls),  c'est  la  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  système  1  soit  réductible 
à  un  segment  unique. 

Couple.  12.  Examinons  maintenant  le  cas  où  l'on  aurait 

x  =  o,    qj=o,    s  =  o, 

sans  que  ^,  ilb,  %  soient  tous  nuls.  Dans  ce  cas,  la  résultante  do 
translation  du  système  est  nulle.  Un  tel  système  de  segments  a  été 
étudié  par  Poinsot  sous  le  nom  de  couple. 
Si  l'on  se  reporte  aux  formules 

11.,  =  %   4-  %y^  —  '^{j.x^, 

qui  donnent  le  moment  résultant  du  système  %,  *^U ,  S,  1,  Àh,  'ïh  en 
un  point  x^,  y^,  z^  de  l'espace,  on  voit  que,  pour  un  couple,  elles  se 
réduisent  à 

[X.  =  %         ix„  r=  Ah,         [X,  =  %. 

Moment  On  peut  donc  définir  un  couple  comme  mi  système  de  segments 

un  couple,  qui  q  même  moment  résidta^it  en  tous  les  points  de  l'espace.  Ce 
moment  résultant  constant  est  ce  que  l'on  appelle  moment  du  couple. 
Il  est  représenté  par  le  segment  dont  ;X,  Ah,  '\h  sont  les  projections 
sur  les  axes  de  coordonnées.  Pour  avoir  le  moment  d'un  couple,  par 
rapport  à  un  axe  A  on  peut,  suivant  la  méthode  générale  du  n"  10, 
prendre  le  moment  par  rapport  à  un  point  0  de  cet  axe  et  le  pro- 
jeter sur  A.  Donc  : 

Le  moment  d'un  couple  par  rapport  à  un  axe  A  s'obtient  en 
projetant  sur  cet  axe  le  moment  du  couple.  On  en  peut  conclure 
que  pour  deux  axes  parallèles  et  de  même  sens  les  moments  d'mi 
couple  sont  égaux. 


Équivalence 

de  la  définition 

donnée 

du  couple 

et  de  celle  de 

Poinsot. 
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Pour  que  le  moment  du  couple  par  rapport  à  A  soit  nul,  il  faut  et  il 
suffit,  d'après  ce  qui  précède,  que  A  soit  rectangulaire  avec  le  seg- 
ment qui  représente  le  moment  du  couple. 

Tout  plan  normal  au  moment  du  couple  porte  le  nom  de  plan  du 
couple. 

Proposons -nous  de  trouver  deux  segments  S,  S'  formant  un 
système  équivalent  au  couple. 

Menons  un  axe  quelconque  A  qui  coupe  S  et  S'  ;  le  moment  résul- 
tant par  rapport  à  A  est  nul;  donc  A  est  parallèle  au  plan  du  couple. 
Ainsi,  toute  droite  qui  coupe  S  et  S'  est  parallèle  au  plan  du  couple. 
Il  en  résulte  évidemment  que  S  et  S'  sont  contenus  dans  un  même 
plan  du  couple.  De  plus,  ils  ne  peuvent  s'y  couper,  sans  quoi  ils 
auraient  une  résultante  unique  non  nulle.  Ils  sont  donc  paral- 
lèles, et  comme  leur  résultante  de  translation  est  nulle,  puisque 
leur  ensemble  est  équivalent  au  couple,  ils  doivent  être  égaux, 
parallèles  et  de  sens  opposés,  sans  pour  cela  être  directement 
opposés. 

Prenons  dès  lors  un  point  0  sur  le  segment  S',  menons  par  0  le 
segment  0 G  qui  représente  le  moment  du  couple,  le  moment  do 
S  par  rapport  au  point  0  doit  être  représenté  par  OG. 

Supposons  réciproquement  cette  condition  remplie;  je  dis  que  S,  S' 
forment  un  système  équivalent  au  couple  proposé. 

En  effet,  le  système  des  deux  segments  forme  évidemment  un 
couple,  puisque  leur  résultante  de  translation  est  nulle.  Ce  couple 

admet  au  point  0  le  même  moment 
OG  que  le  couple  proposé,  donc  il 
admet  en  chaque  point  de  l'espace  ce 
moment  OG,  et  est  ainsi  équivalent 
au  couple  proposé. 

On  voit,  en  résumé,  que  tout  couple 
peut  être  réalisé  d'une  infinité  de  ma- 
Fig.  i2.  nières  par  un  système  de  deux  seg- 

ments égaux,  parallèles  et  de  sens  opposés,  assujettis  seulement  aux 
conditions  suivantes  : 
lo  Leur  plan  doit  être  un  plan  du  couple; 

2°  Le  moment  de  l'un  des  deux  segments  par  rapport  à  un  point 
de  l'autre  doit  èlre  un  segment  égal  et  parallèle  au  moment  du 
couple. 
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Remarque.  —  Cette  manière  de  présenter  les  choses  rend  intuitives 
ces  propositions  d'après  lesquelles  un  couple  peut  être  transporté  dans 
son  plan  ou  dans  des  plans  parallèles,  et  peut  être  modifié  pourvu  que 
le  produit  du  segment  par  le  bras  de  levier  reste  constant. 

La  démonstration  de  ces  propositions  est  nécessaire  quand  on  so 

place  au  point  de  vue  de  Poinsot,  pour  qui  un  couple  ne  fut  jamais 

qu'un   système   de   deux   segments   égaux,   parallèles,    et   de    sens 

opposés.  .  ,  ,    • 

Il  y  a  cependant  avantage  à  introduire  la  définition  plus  générale 

d'où  nous  sommes  partis.  L'application  suivante  va  le  montrer. 

Aire  Considérons  un  polygone  fermé  gauche  ou  plan  P  PjPgPj  ...  P„P 

{  .iprojection   et  attribuons  à  ce  polygone  un  sens  de  parcours,  soit  le  sens  P,  Pj, 

m  contour,     p  p     p 

■^2'    ••■'    ^n' 


Envisageons  alors  le  système  de  segments  PP^  PiPjj  •••,  Ph-i  P„ 
P„P.  Ces  segments  forment  un  système  fermé;  leur  système  est  un 
couple.  Soit  G  le  moment  de  ce  couple. 

Prenons  maintenant  un  axe  quelconque  A,  et  un  plan  z  normal  à 
cet  axe;  projetons  orthogonalement  le 
contour  précédent  sur  le  plan  ::,  nous 
obtiendrons  le  polygone  plan  P' P^  ... 
P,jP';  nous  avons  déjà  vu  que,  par  rap- 
port à  1,  le  moment  de  P;Pj4-i  est  égal  au 

moment  du  segment  P- P-  +  i,  c'est-à-dire 

*  "*  au  double  de  l'aire  du  triangle  OPiP,'  +  i, 

^^"  où  0  est  le  pied  de  l'axe  A  sur  le  plan  7:. 

Les  aires  de  ces  triangles  sont,  du  reste,  affectées  de  signes  d'après 
la  convention  habituelle  pour  les  moments.  La  somme  algébrique  de 
ces  triangles  a  pour  expression  l'aire  (affectée  d'un  signe)  du  poly- 
gone P'PjP^  ...  P,',P'.  Mais  cette  somme  est  aussi  la  moitié  du 
moment  résultant  du  couple  par  rapport  à  l'axe  A,  moment  que  l'on 
obtient  en  projetant  G  sur  cet  axe.  On  voit  donc  que  la  projection  du 
moment  du  couple  G  sur  un  axe  quelconque  A,  représente  le  double 
de  l'aire  de  la  projection,  sur  un  plan  7:  normal  à  A,  du  contour  de 
l'espace  qui  donne  naissance  au  couple. 

Au  lieu  d'un  polygone  on  pourrait  envisager  un  contour  curviligne, 

à  la  condition  de  le  regarder  comme  la  limite  d'un  polygone  inscrit. 

Tout  contour  fermé  doué  d'un  sens  de  parcours  donne  donc  lieu  à 

un  couple  dont  le  moment  projeté  sur  un  axe  A  fournit  le  double  de 
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l'aire,  affectée  d'un  signe,  de  la  projection  de  ce  contour  sur  un  plan 
normal  à  A. 

En  appelant  ]j.  la  longueur  du  moment  du  couple,  construisons 
dans  un  plan  du  couple  un  cercle  de  rayon  égal  à 


V 


2^' 


la  projection  de  ce  cercle  sur  un  plan  quelconque  aura  la  même  aire 
que  la  projection  du  contour  proposé. 
Plan  orienté.         La  valeur  obtenue  pour  l'aire  de  la  projection  d'un  contour  sur  le 
plan  normal  à  un  axe  quelconque  a  été  aflfectée  d'un  signe.  Ce  signe 
est  lié  au  sens  de  parcours  de  la  projection  du  contour  : 

On  dit  qu'un  plan  est  orienté  si  un  axe  est  choisi  sur  la  perpendi- 
culaire à  ce  plan.  Le  sens  de  rotation  direct  dans  le  plan  est,  par 
définition,  le  sens  de  rotation  de  gauche  à  droite  pour  un  observateur 
traversé  des  pieds  à  la  tête  par  cet  axe. 

Dans  un  plan  orienté,  l'aire  limitée  par  un  contour  parcouru  dans 
un  certain  sens  a  le  signe  +  ou  le  signe  —  suivant  que  le  sens  de 
parcours  du  contour  est  le  sens  direct  ou  le  sens  inverse. 

Il  est  facile  de  voir  que  le  signe  fixé  précédemment  pour  l'aire  de 
la  projection  du  contour  fermé  est  celui  que  la  définition  donnée  en 
dernier  lieu  conduit  à  adopter. 


Composition         12'''*.  Soient  2,  S'  deux  systèmes  de  segments;  l'ensemble  de  ces 

des  systèmes     deux  ensembles  de  segments  constitue  un  système  qu'on  appelle  le 

de  segments.  ,,  -     7/       t   i       j  i 

système  résultant  des  deux  autres. 

D'après  la  définition  même  des  moments  résultants  on  voit  que  : 

Le  moment  résultant  par  rapport  à  un  axe,  du  système  Z",  qui 
résulte  de  la  compositio7i  des  systèmes  Z,  S',  est  la  somme  des 
moments  résultants  de  1,  ^'  par  rapport  à  cet  axe. 

Le  moment  résultant  de  Z"  en  un  point  est  la  somme  géomé- 
trique des  moments  résultants  des  systèmes  2,  ^'  en  ce  point. 

De  même  la  résultante  de  translation  de  2"  est  la  somme  géo- 
métrique des  résultantes  de  translation  de  2,  S'. 

Par  suite  : 

Les  coordonnées  du  système  résultant  des  systèmes  2,  2'  sont  les 
sommes  des  coordonnées  correspondantes  des  sytèmes  Z  et  ^' . 
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omposition         Considérons  le  cas  de  deux  couples 

les  couples. 

0,    0,    0,    %  Ah,  %, 

0,  0,  0,  r,âh',%'. 

Le  système  résultant  est  un  couple  dont  le  moment  est  la  somme  géo- 
métrique des  moments  des  deux  couples. 

On  arrive  ainsi,  d'une  manière  intuitive,  à  la  règle  de  la  composi- 
tion des  couples  énoncée  par  Poinsot. 
loduciioii  à         Gomme  application  nous  allons  traiter  deux  problèmes  importants 
jx segments.   ^^  |^  Composition  des  systèmes  de  segments. 

Proposons-nous  d'abord  de  trouver  deux  segments  S^,  S^  formant 
un  système  équivalent  à  un  système  donné. 

Désignons  par  %,  ^,  2,  ^,  Mo,  %  les  coordonnées  du  système  et 
prenons  pour  inconnues  les  coordonnées  X^,  Yj,  Zp  L^,  Mj,  Nj; 
X,,  Yj,  Zj,  Lj,  Mj,  Nj  des  segments  Sj  et  S^. 

Les  conditions  exprimant  l'équivalence  sont  : 

^  =  Lj  +  L„      Ah  =  M,  +  M,,      %  =:  N,  +  N,, 
%  =  X,  +  X„       qj.r=Y,  +Y„        S=Z,  +  Z,. 

Rappelons  en  outre  les  relations 

L,X,+  U,Y,+  ^,Z,=  0,       L,  X,  +  M  J,  +  N,  Z,  r=  0. 

En  tirant  X^,  Y^,  Z^,  L^,  M^,  N^  des  six  premières  équations  pour 

les  porter  à  la  dernière,  on  trouve 

(X^  -  X,)  (1£ -  L,)  +  Cil,  -  Y,)  (.Ib  -  M,)  +  (S  -  Z  J  (%  -  N,)  =  0, 

ou,  en  tenant  compte  de  L,  Xj  +  Mj  Yj  -h  N^  Zj  =  0, 

M  —  Q£X^  +  .IbY^  +  %Z,  +  %L^  +  ^M,  +  SN,)  =  0. 

Soient  lx^,  [3j,  Yj,  Ài,  [j.^,  Vj  les  coordonnées  d'un  axe  portant  le  seg- 
ment Sj  et  soit  Sj  le  nombre  qui  mesure  Sj  sur  cet  axe;  on  a,  d'après 
une  remarque  déjà  faite, 

Xj  =  oc^s^,       Yi  =  piSj,       Zj  =  Yj,9j, 
L,  =  XjS,,      Mj  =z  ;;.jSj,      Nj  =  v,Si. 

L'équation  précédente  donne  donc 

(1)    J^')  -  (^aj  +  Ah^,  +  %y,  +  ^A,  +  %:j.^  +  .SvO  s,  =  0, 

égalité  qui  permet  de  calculer  s^,  connaissant  a^  (3p  ^;^,  \^,  ;j,,,  v,. 
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Le  segment  S,  étant  dès  lors  connu,  les  coordonnées  de  S,  s'en 
déduisent  immédiatement. 

On  voit,  en  conséquence,  que  Von  peut  toujours  trouver  deux 
segments  Sj,  S,  formant  un  système  équivalent  à  un  système 
domié  et  dont  Vun  soit  porté  par  un  axe  arbitrairement  cltoisi. 

Notons  cependant  que  si 
(2)  :lai  +  ai  Pi  +  %Yi  +  i^'>^i  +  ']l  1^1  +  ^-^1  =  0, 

l'équation  (1)  ne  détermine  plus  s,,  il  y  a  impossibilité.  Or,  l'équa- 
lion  (2)  exprime  que  le  moment  du  système  proposé  par  rapport  à 
l'axe  (^i,  (3,,  Yi)  ^H'  Hi'  ''i)  ^^^  ^'■^'-  ^oi^'s  voyons  ici  apparaître  pour 
la  première  fois  ces  axes  remarquables  introduits  par  Mobius  :  les 
axes  de  moment  nid.  Le  problème  précédemment  résolu  est  impos- 
sible si  l'on  assujettit  le  segment  Sj  à  être  porté  par  un  axe  de 
moment  nul. 
Théorème  Supposons  que  l'on  ait  réduit  de  deux  manières  le  système  2  à 

deChasles.  deux  segments  Sj,  S^  d'une  part  et  SJ,  S^  d'autre  part.  L'invariant 
(Hj  est  le  moment  de  S,  et  de  S^,  c'est  aussi  celui  de  S^  et  S^  ;  en  par- 
lant de  tétraèdres  au  lieu  de  moments  on  arrive  à  ce  théorème  do 
Ghasles  : 

Si  l'on  a  réduit  de  deux  manières  un  système  de  segments  à 
un  ej^semhle  de  deux  segments  S^  S^  et  Sj,  Sj,  les  tétraèdres 
(Sj,  Sj)  et  (S[,  SJ  sont  égaux  en  grandeur  et  en  signe. 

On  voit  que  Sp  Sj  sont  dextrorsum  ou  sinistrorsum  selon  que 
^')  est  positif  ou  négatif.  Nous  verrons  plus  loin  que  les  systèmes  de 
segments  forment  deux  grandes  catégories;  les  uns  pour  lesquelles 
^1  >-  0,  les  autres  pour  lesquelles  ^]  <;  0. 

On  doit  observer  que  les  deux  segments  S,,  Sg  ne  peuvent  se 
couper,  sans  quoi  on  aurait  une  résultante  unique.  Dans  ce  cas  -X' 
serait  nul  et  s,  aussi;  le  segment  S,  n'existerait  pas. 

Théorème.  —  Démontrons  encore  la  proposition  suivante  que  nous 
retrouverons  plus  loin  sous  une  autre  forme  : 

Supposo7is  qu'on  ait  réduit  de  deux  manilires  un  système  de 
segments  à  deux  S,,  Sj  et  S^,  S^.  Ces  segments  sont  portés  par 
quatre  génératrices  d'un  même  système  d'une  surface  du  second 
degré. 
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a;i 


Réduction 
un  segment 

uniiue 
à  un  couple. 


Fig.  14. 


_Soit,  en  effet,  une  droite  A  qui  coupe  Sj,  Sj,  S;;  comme  A  coupe 
Sj,  Sj  le  moment  résultant  du  système  par  rapport  à  A  est  nul,  A  est 

un  axe  de  moment  nul.  Il  faut 
donc  que  le  moment  résultant  de 
Sj,  S2,  par  rapporta  A,  soit  aussi 
nul.  Mais  S^  coupe  A,  donc  S; 
doit  aussi  couper  A.  Ainsi  :  toute 
droite  A  qui  coupe  Sj,  S^,  S] 
coupe  aussi  Sg.  Nous  avons  vu 
que  S^  ne  peut  couper  S^;  on 
suppose  SJ  porté  par  un  axe  arbi- 
traire, qui  ne  coupe  ni  iSj  ni  S^. 
Donc  le  lieu  de  A  est  une  surface  de  second  degré  et  S^j,  S^^,  ^ï,  S^ 
sont  portés  par  quatre  génératrices  d'un  môme  système  de  cette 
surface.  On  observera  que  les  génératrices  de  l'autre  système  sont 
des  axes  de  moment  nul. 

_Le  théorème  tombe  en  défaut  si  S]  coupe  W^  ou  S",.  Supposons  que 
s;  coupe  Si  en  un  point  0^,  je  dis  que  S^  et  s;  se  coupent  en  un 
point  Oj.  Menons,  en  effet,  un  plan  par  Oj  et 
par  la  droite  S^  ;  toute  droite  A  issue  de  0^  dans 
ce  plan  coupe  Sj,  SJ  et  Sj,  elle  coupe  donc  S^; 
il  faut,  en  conséquence  (puisque  S^  ne  peut 
passer  par  Oj,  sans  quoi  elle  couperait  Sj), 
que  Sg  soit  dans  le  plan  considéré.  Ainsi  S^  et 
Sj  sont  dans  un  même  plan  passant  par  0,  ;  elles 
se  coupent  donc  en  un  point  0^,  et  l'on  ver- 
rait que   le   plan    de  S^  et   de  S[  passe  aussi 

Fig.  i5.  Pa^  0*- 

13.  Proposons-nous  actuellement  de  réduire  un  système  de  seg- 
ments à  un  segment  unique  et  à  un  couple. 

Soient  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  les  coordonnées  du  segment  S  et  0,  0,  0, 
L',  M',  N'  celles  du  couple  G'. 

%,  %,  Z,  ^,  dh,  %  désignant  comme  précédemment  les  coordon- 
nées du  système  de  segments,  on  aura,  d'après  les  conditions  d'équi- 
valence, 

%=:X,       ^]J=Y,       3  =  Z; 

'Ji=:L  +  L',      .11,  ='  M  +  M',       'r(.  =  N  +  N'. 
Cinëmalique.  .3 
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On  voit  d'abord  que  X,  Y,  Z  sont  déterminés. 
Donc  la  longueur  et  la  direction  du  segment  S  sont  déterminées 
indépendamment  du  couple  G'. 

L  M  N  doivent  vérifier  la  relation 

LX  +  MY  +  NZ=:0, 
donc 

(ç£  ^V)%  +  (,.11  -  M')  ^1  +  (U  -  N')  %  =  0, 

ou 

^  _  (L'  %  +  M'  ^J  +  N'  Z)  =  0. 

Le  couple  G'  étant  choisi  arbitrairement  parmi  ceux  qui  vérifient 
la  relation  précédente,  le  segment  S,  qu'il  faudra  lui  adjoindre  pour 
former  un  système  équivalent  au  système  proposé,  sera  entièrement 
déterminé;  ses  coordonnées  sont,  en  effet, 

X=%,    ¥=0),    Z  =  S,    L  =  i£-L',    M=Jlo-M',   N=:%-N'. 

Nous  allons  interpréter  la  relation  à  laquelle  doivent  satisfaire  les 
coordonnéas  du  couple  G' .  Nous  avons  posé 


Ci 


et,  comme  ^  est  différent  de  zéro,  le  système  n'étant  pas  un  couple, 
on  peut  écrire 

^-^  ^^^  ^^^  ^ 

Cette  équation  exprime  que  la  projection  du  moment  du  couple  G' 
sur  la  résultante  de  translation  du  système  Z  a  une  valeur  déter- 

minée  —  ?  ou  si  l'on  veut  que  le  moment  du  couple  G'  par  rapport  a 

tout  axe  qui  a  la  direction  de  la  résultante  de  translation  a  une  valeur 
donnée. 

On  pourra  donc  se  donner  arbitrairement  le  plan  du  couple,  c'est- 
à-dire  les  cosinus  directeurs  de  l'axe  du  couple  auxquels  L',  M',  N' 
sont  proportionnels;  la  lons^ueur  du  moment  du  couple  se  trouve 
déterminée.  Observons  toutefois  que  le  plan  du  couple  ne  saurait  être 
parallèle  à  la  résultante  de  translation. 

Nous  avons  ainsi  réalisé  la  réduction  à  un  segment  et  à  un  couple 
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d'un  système  de  segments  en  nous  donnant  le  couple;  proposons- 
nous  au  contraire,  étant  donné  le  segment  lui-même,  de  déter- 
miner le  couple  qu'il  fliudra  lui  adjoindre.  Le  segment,  dont  nous 
connaissons  les  projections,  sera  déterminé  si  l'on  se  donne  un  point 
de  la  droite  qui  le  porte. 

Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  P  par  où  passe  le  seg- 
ment S. 

Les  coordonnées  du  segment  S  sont 


%,    ^J, 


Zy-'\)z,      %z-Zx,      y 


Le  moment  du  système  au  point  P  se  réduit  au  moment  du  couple 
G',  puisque  le  segment  passe  par  P;  or,  on  a  vu  que  le  moment 
d'un  système  en  un  point  P  a  pour  projections  : 

'I  +  ^}z-Zy,^ 
M  +  %x~  %z, 

%   +   %y  _  qj^. 

Ces  expressions  représentent  donc  les  projections  du  moment  du 
couple  au  point  P;  et,  comme  le  moment  d'un  couple  est  le  même  en 
tous  les  points  de  l'espace,  ce  sont  les  projections  du  moment  du 
couple.  On  a  donc 

h'  =  X  +  qj  z  -  Zy, 

M'  =M,  +  kx-%z, 

Ces  formules  résolvent  complètement  le  problème  proposé. 

Ainsi  l'on  peut  se  donner  soit  la  position  du  segment  S  dont  la  lon- 
gueur et  la  direction  sont  données,  soit  le  plan  du  couple,  à  la  condi- 
tion qu'il  ne  soit  pas  parallèle  à  la  résultante  de  translation. 

Entre  tous  les  choix  que  l'on  peut  faire  pour  le  plan  du  couple,  il 
en  est  un  particulièrement  remarquable,  c'est  celui  d'un  plan  normal 
à  la  direction  de  la  résultante  de  translation. 

On  prendra  dans  ce  cas  L',  M',  N'  proportionnels  à  %,  ^,  %. 

Cherchons  alors  à  déterminer  le  segment  S,  ou  plutôt  sa  ligne 
d'action,  nous  avons 
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c'est-à-dire 

iC  -*-  ajc  —  Zy  _  Ah  +  %x-  %y  ^%-^%y-  <\j,x 

^  "^  ïf  ~         ~^        ~' 

Multiplions  les  deux  termes  de  chaque  rapport  respectivement  par 
9S  '^  3  et  ajoutons,  il  vient  pour  la  valeur  commune  de  ces  rapports  : 

î.%  +  Àh'i}  +  %Z  __^  _ 

et  par  suite,  on  a 

Zy  —  ^lz=  ^  -h%, 
%z—Zx=âh-h'\j, 
'\}x-%y=%-hZ', 

ce  qui  détermine  la  ligne  d'action  du  segment  S. 
On  appelle  cette  droite  Vaxe  central. 
Les  coordonnées'du  segment  porté  par  l'axe  central  sont 

%,   Ij,   Z,       1£  -  h%,       .11.  —  /t^j,       %  -  hZ, 

et  celles  du[|couple  correspondant 

0,    0,    0,       h%,    h%j,     HZ. 

Le  moment  de  ce  couple  a  donc  la  direction  même  de  la  résul- 
tante de  translation  si  h  >-  0,  ce  qui  revient  à  <1C  :>  0,  et  la  direction 
opposée  si  h  <;  0,  c'est-à-dire  si  (%  <;  0. 

Il  est  bon  de  faire  remarquer  que  si  le  système  est  réductible  à  un 
segment  unique,  5^  est  nul  et  l'axe  central  devient  la  droite  qui  porte 
le  segment  unique  équivalent  au  système. 

Vis.  Considérons  un  système  de  segments  qui  soit  unitaire,  c'est-à-dire 

dont  la  résultante  de  translation  ait  la  longueur  1.  Un  tel  système  a 
reçu  le  nom  de  vis.  La  considération  en  a  été  introduite  par  M.  Bail. 
Soient  a,  h,  c,  i,  m,  n  les  coordonnées  d'une  vis,  on  a 

a^  +  b'  -t-  c"  =  1, 
et  l'invariant  ^  se  réduit  à 

h  =z  al  +  h  m  -^  en , 
c'est-à-dire  au  paramètre  qui  s'appelle  aussi  le  pas  de  la  vis. 
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Il  y  a  deux  sortes  de  vis  :  les  vis  dextrorsum  pour  lesquelles 
/(  >»  0,  les  vis  sinistrorsum  pour  lesquelles  /i  -<:  0. 

Si  h  =  0,  les  coordonnées  a,  h,  c,  l,  m,  n  deviennent  celles  d'un 
segment  unitaire,  c'est-à-dire  d'un  axe.  Ainsi  une  vis  dégénère 
en  un  axe,  de  même  qu'un  système  de  segments  dégénère  en  un 
segment. 

Considérons  maintenant  un  système  de  segments 

%,  "{},  S,    i£,  Jll,  %; 

il  est  clair  que  si  l'on  multiplie  ou  divise  par  un  même  nombre  positif 
tous  les  segments  qui  le  composent,  ses  coordonnées  sont  multipliées 
ou  divisées  par  ce  nombre. 

Divisons,  en  particulier,  par  Kt)j*  +  %^  -t-  S*  =  iR,  ou  par  le 
module  du  système  de  segments,  comme  on  dit  quelquefois;  les 
coordonnées  du  système  deviendront 

%    '^   %    'i    M   % 

^'  0l'  0l'  ih'    01  '  ^R' 

Ce  sont  les  coordonnées  d'une  vis. 

Ainsi,  en  divisant  par  Jl  les  longueurs  de  tous  les  segments,  le 
système  de  segments  devient  une  vis.  On  peut  énoncer  ce  fait  en 
disant  que  tout  système  de  segments  résulte  du  produit  d'une  vis 
par  un  nombre  positif. 

Cette  proposition  est  à  rapprocher  de  la  suivante  :  Tout  segment 
est  le  produit  d'un  segment  unitaire  (un  axe)  par  un  nombre 
positif. 

Nous  dirons  de  la  vis  qu'elle  porte  le  système  de  segments  qu'on 
peut  en  déduire  par  multiplication. 

Les  équations  qui  donnent  l'axe  central  contenant  %,  •)! ,  S,  ^,  âh,  % 
sous  forme  homogène,  l'axe  central  du  système  est  l'axe  même  de  la 
vis  qui  le  porte;  le  pas  de  la  vis  /<  a  pour  expression 

_  ^^  4-  .lia).  -h%Z_^ 

^  ~    %'  +  %y  +  Z'    ~  ^*' 

c'est  donc  le  paramètre  du  système  de  segments. 

Le  système  est  dextrorsum  ou  sijiistrorsum  selon  que  la  vis  qui 
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le  porte  est  dextrorsum  ou  sinistrorsum,  c'est-à-dire  selon  que  tW 
est  positif  ou  négatif. 

On  a  été  amené  à  donner  le  nom  de  vis  aux  systèmes  particuliers 
que  nous  venons  d'étudier  par  la  considération  suivante  : 

Supposons  que  les  segments  soient  des  forces  agissant  sur  un  sys- 
tème de  points  géométriques  invariablement  liés  entre  eux  et  de 
masses  nulles. 

Représentons-nous  le  système  réduit  au  segment  'J{  et  à  un  couple  d 
dont  le  plan  soit  normal  à  01.  Si  i}C>  >-  0,  le  moment  du  couple  (î  a  le 
sens  de  ;R,  et  pour  un  observateur  traversé  des  pieds  à  la  tête  par  'J{, 
l'effet  du  système  de  forces  se  compose  d'une  traction  de  bas  en  haut 
et  d'un  mouvement  de  rotation  de  gauche  à  droite.  Les  points  du 
corps  mobile  décrivent  donc  des  arcs  d'hélices  de  même  pas; 
l'effet  des  forces  sera  d'imprimer  au  corps  un  mouvement  de  torsion 
analogue  à  celui  d'une  vis  dans  son  écrou,  la  vis  étant  dextrorsum. 

Si  (W  <;  0  la  rotation  est  de  droite  à  gauche;  la  vis  directrice  du 
mouvement  est  sinistrorsum. 
Toreeur  L'utilité  de  la  considération  des  vis  apparaîtra  encore  plus  claire- 

et  dynamc.  nient  lorsque  nous  aj)pliquerons  les  propriétés  des  segments  à  la 
théorie  du  déplacement  d'un  corps  solide.  Qu'il  nous  suffise  de  rap- 
peler que  Bail  a  appelé  torseur  et  Plucker  dyname  l'ensemble  des 
forces  appliquées  à  un  corps  solide. 

La  théorie  des  segments  interprétés  comme  des  forces  devient  celle 
des  torseurs  ou  des  dynames,  dont  les  principes  remontent  au  célèbre 
traité  de  statique  de  Poinsot. 

Équation  Nous  avons  eu  l'occasion  de  parler  plus  haut  des  axes  de  moment 

des  axes  de  j^j  relatifs  à  un  système  de  segments.  Ces  axes  sont  définis  par 
l'équation 

Introduisons  les  coordonnées  du  segment  S  de  la  réduction  cano- 
nique, porté  par  l'axe  central 

%,   'IJ,   S,     l£-h%,     Ah-hij,     %-h:Z, 

on  pourra  écrire  ainsi  l'équation  précédente 


moment  nul. 
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On  voit  que 

représente  le  moment  par  rapport  à  l'axe  A  considéré  du  segment  S; 
d'un  autre  côté,  %x  +  11^  +  Sy,  c'est  la  projection  de  ce  même 
segment  S  sur  l'axe  A;  la  condition  pour  qu'un  axe  A  soit  de  moment 
nul  peut  donc  s'écrire  : 

moment  (S,  AJ  +  h  proj.  (S,  a)  =:  0, 

équation  qui  ne  contient  plus  explicitement  les  coordonnées. 
Appelons  A,,  l'axe  central,  si  l'on  observe  que 

moment  (S,  Aj  =  moment  (A^,  A)  X  longueur  S; 
proj.  (s,  a)  =  proj.  {\,  A)  X  longueur  S, 
on  a 

moment  (A^,  A)  +  ^  proj.  (Ao,  A)  ^=  0, 

formule  où  les  axes  \,  A  entrent  symétriquement. 

La  théorie  des  axes  de  moment  nul  touche  de  très  près  à  l'impor- 
tante théorie  des  complexes. 


Théorie  de  la  droite. 

1 4.  Nous  avons  vu  que  X,  Y,  Z,  L,  M,  N,  liés  par  la  relation 

LX  +  MY  +  NZr=0, 

constituent  les  coordonnées  d'un  segment  porté  par  une  droite  repré- 
sentée par  les  équations 

1    Zy-Yz=L, 
l   Xz  —  Zas  =:  M, 

(    Yx  —  Xt/=N. 

Supposons  que  l'on  fasse  varier  la  longueur,  et  si  l'on  veut  le  sens 
de  ce  segment,  alors  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  sont  multipliés  par  un  môme 
nombre  positif  ou  négatif;  les  trois  équations  précédentes  ne  chau- 
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gent  pas,  la  ligne  qui  porte  le  segment  est  la  même.  Dans  ces  condi- 
tions, on  peut  regarder 

X,  Y,  Z,  L,  M,  N 

comme  les  coordonnées  homogènes  d'une  droite;  ce  sont  les  coor- 
données d'un  segment  de  longueur  et  de  sens  indéterminés  porté  par 
cette  droite.  On  voit  comment  de  la  notion  des  coordonnées  d'un  seg- 
ment se  déduit  la  notion  des  coordonnées  d'une  droite. 
Entre  ces  six  coordonnées  existe  la  relation  quadrati({ue 

LX  +  MY  +  NZ  =  0; 

de  plus,  ces  coordonnées  sont  définies  à  un  facteur  constant  près, 
elles  ne  constituent,  en  conséquence,  qu'un  ensemble  de  4  para- 
mètres. 

Une  droite  est  donc  déte.i-minée  dans  l'espace  par  quatre  conditions 
se  traduisant  chacune  par  une  équation. 
Série  réglée.  Si  l'on  donne  trois  conditions  seulement,  un  paramètre  reste  arbi- 
traire, on  a  une  série  réglée  :  le  lieu  des  droites  d'une  série  réglée 
est  en  général  une  surface  gauche  ou  développable.  Cependant  les 
tangentes  d'une  courbe  plnne,  les  droites  d'un  faisceau  plan  consti- 
tuent des  séries  réglées  sans  former  pour  cela  des  surfaces  à  propre- 
ment parler.  Par  contre,  une  quadrique  ou  un  plan  sont  le  lieu  de 
plusieurs  séries  réglées. 
Congiucnces.  Les  droites  qui  ne  vérifient  que  deux  conditions  dépendent  de  deux 
paramètres;  elles  forment  ce  que  l'on  appelle  une  congruence. 
Exemples  :  les  tangentes  communes  à  deux  surfaces,  les  cordes  d'une 
courbe  gauche,  les  droites  qui  coupent  deux  courbes  données,  les 
normales  à  une  surface.  On  démontre  que  toute  congruence  est 
en  général  formée  de  droites  tangentes  à  deux  surfaces  appelées 
surfaces  focales.  Ces  surfaces  focales  peuvent  dégénérer  en  des 
courbes. 

Par  exemple,  les  droites  qui  coupent  deux  droites  données  forment 
ce  que  l'on  appelle  une  congruence  linéaire. 

Il  existe  des  surfaces  pour  lesquelles  la  congruence  des  normales 
admet  comme  surfaces  focales,  au  lieu  de  surfaces  proprement  dites, 
deux  courbes,  ce  sont  les  surfaces  cyclides.  Leurs  normales  coupent 
constamment  une  ellipse  et  une  hyperbole  focales  l'une  de  l'autre. 

Uordre    d'une   congruence  est  le   nombre  des  droites  de  cette 
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congruence  issues  d'un  point;  la  classe  est  le  nombre  de  ces  droites 
situées  dans  un  plan. 

Les  droites  qui  sont  assujetties  à  une  seule  condition  forment  un 
complexe. 

Les  droites  d'un  complexe  issues  d'un  point  P  forment  un  cône; 
les  droites  d'un  complexe  situées  dans  un  plan  ::  enveloppent  une 
courbe. 

On  appelle  ordre  d'un  complexe  le  nombre  des  droites  de  ce  com- 
plexe qui,  issues  d'un  point  P,  sont  situées  dans  un  plan  t:  mené 
par  ce  point. 

L'ordre  d'un  complexe  est  égal  au  degré  du  cône  relatif  à  un 
point  et  à  la  classe  de  la  courbe  relative  à  un  plan. 

En  effet,  pour  avoir  les  droites  du  complexe  issues  du  point  P  dans 
le  plan  t:,  on  peut  considérer  le  cône  de  sommet  P  et  le  couper  par  le 
plan  T.  issu  de  P,  le  nombre  de  ces  droites  est  le  degré  du  cône; 
on  peut  aussi  mener  du  point  P  les  tangentes  à  la  courbe  enve- 
loppe dans  le  plan  t.,  le  nombre  de  ces  droites  est  la  classe  de  la 
courbe  enveloppe. 

Les  tangentes  à  une  surface,  les  droites  qui  rencontrent  une  courbe 
forment  des  complexes,  mais  des  complexes  singuliers;  un  complexe 
n'est  pas  en  général  formé  des  tangentes  d'une  surface  ou  des 
sécantes  d'une  courbe.  En  un  mot,  les  droites  d'un  complexe  n'ont, 
en  général,  pas  d'enveloppe. 

Un  complexe  singulier  remarquable  est  celui  des  droites  de  lon- 
gueur nulle,  c'est-à-dire  des  droites  qui  coupent  le  cercle  de  l'infini. 
Ce  complexe  joue  un  rôle  très  important  dans  certaines  transforma- 
tions géométriques. 


jomploxe 
linéaire. 


15.  Le  plus  simple  de  tous  les  complexes  est  le  complexe 
linéaire  ou  d'ordre  1.  Il  est  représenté  par  une  équation  linéaire  et 
homogène  en  X,  Y,  Z,  L,  M,  N. 

Exprimons,  en  effet,  que  la  droite,  dont  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  sont  les 
coordonnées,  joint  deux  points  x,  j/,  z,  ce',  y' ,  z',  nous  avons 

h  =  lrf  -\-J  =lg-\z, 
M  =  X2'  —  Zcc'=X-  —  Ix, 


N  —Yx'  —Ky' 
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et  par  suite 

X  Y  Z  L  M 


x'  —  x      y  —y      z'  —  z      yz'  —  zy'       zx'—xz'       xy' —yx' 

Soit 

r(X,Y,Z,  L,M,N)z=0. 

l'équation  homogène  qui   représente  le  complexe  linéaire.  On  peut 
écrire  cette  équation  sous  la  forme 

f{x'—x,  y'  — y,  z'  —  z,  yz'  —  zy',  zoc'  —  xz',  xy'  —yx')  =  0. 

Si  l'on  se  donne  x,  y,  z,  le  point  x' ,  y',  z'  décrit  le  cône  dont 
X,  y,  z  est  le  sommet;  ce  cône  de  degré  \,  puisque  le  complexe  est 
linéaire,  est  ici  un  plan;  cette  équation  est  donc  du  premier  degré 
en  x' ,  y' ,  z' .  Pareillement  elle  est  du  premier  degré  en  x,  y,  z;  elle 
doit  donc  avoir  la  forme 

(Xx  -f-  Bî/  +  Ce  +  D)  a,'  +  (Ajcc  +  B,y  +  CjZ  +  Di)  y' 
+  (Ajcc  +  B^y  +  C^z  +  Dj,)-'  +    A^x  +  B.y  +  C^z  +  D3  =  0. 

De  plus,  pour  x'  =  x,  y'  =  y,  "'  =  z,  elle  doit  être  vérifiée  iden- 
tiquement. 
Or,  on  a,  en  faisant  x'  =  x,  y'  =:  y,  z'  =  z, 

Ace'  +  (B  4-  Aj)  xy  +  (G  -h  A^)  xz  +  (D  +  A3)  x 
+  B^y»  +  (G,  +  B,)  yz  +  (D,  +  B3)  y 
+  C,z'  +  {G,  +  D,)z  +  D3=:0. 

Donc 

A  =  0,  Al  =  —  B,  A^  =  —  G,       A3  =  —  D, 

B,=:0,  B,  =  -G„  B^^-D,, 

C,=:0,  G3=:-D„  D3  =  0; 

et  l'on  a  alors 

(By  4-  Gz  +  D)  x'  +  (—  Bec  +  C,z  +  D,)  y' 

+  {—Cx  —  G,y  +  D,)  z'  +{—\)x  —  Djy  —  D,z)  =  0, 
ou 

D  (X-'  -  x)  +  Di  (y'  -  y)  +  D,  {z'  -  z) 

—  C, {yz'—zy')  +  C{zx'~xz')  —  B(a:y'—  yx')  =  0. 
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Et,  en  rovenant  aux  quantités  X,  Y,  Z,  L,  M,  N,  on  a 
DX  +  D,Y  +  D,Z  — GJ.  +  CM  — BZ=0, 

équation  linéaire  et  homogène  en  X,  Y,  Z,  L,  M,  N. 
lu  polaire.         Les  droites  d'un  complexe  linéaire  issues  d'un  point  P  engendrent 

un  plan  ■::  passant  par  le  point  P;  7:  est  le  plan  polaire  ou  plan 

focal  de  P. 
P5)^,^  Les  droites  tracées  dans  un  plan  -,  y  ont  une  enveloppe  de  classe  1; 

elles  passent  par  un  point  fixe  P  appelé  le  pôle  ou  foyer  du  plan  ::. 

11  est  évident  que  le  plan  focal  d'un  point  P  admet  ce  point  comme 

foyer  et  que  le  pôle  d'un  plan  7:  admet  ce  plan  comme  plan  focal. 

Théorème  I.  —  Soient  0,  0'  deux  points,  ::  et  rJ  leurs  plans 
polaires.  Si  le  plan  7;'  passe  par  le  point  0,  le  plan  r,  passe  aussi 
par  le  point  0'. 

En  effet,  menons  la  droite  00'  ;  le  point  0'  est  déjà  dans  le  plan  ::', 
si  0  est  aussi  dans  ce  plan,  la  droite  00'  est  tout  entière  dans  le 
plan  7:';  elle  passe  au  pôle  0'  de  ce  plan,  elle  fait  partie  du  com- 
plexe; donc,  puisqu'elle  passe  au  point  0,  elle  doit  être  contenue 
dans  le  plan  7:  polaire  de  0.  Les  plans  ~  et  7:'  se  coupent  ainsi  suivant 
la  droite  00',  et  par  suite  0'  est  bien  dans  le  plan  7:. 

Droites  16.   Soient  deux  points  quelconques  0,  0'  et  7:,  -'  leurs  plans 

njuguées.      polaires.  Appelons  D  la  droite  0  0'  et  A  la  droite  d'inter.^ection  des 

plans  7:  et  7ï'.  La  droite  A  est  ainsi  définie  comme  intersection  des 

plans  polaires  de  deux  points  de  D.  Prenons  deux  points  arbitraires 

Oj,  OJ  sur  A,  je  vais  prouver  que  D  peut 
être  définie  comme  l'inlersection  des 
plans  polaires  7:j,  t.[  de  Oj  et  0\. 

Prouvons  d'abord  que  tout  plan  mené 
par  D  a  son  pôle  sur  A.  Soit,  par  exem- 
ple, le  plan  0  0^  0',  où  Oj  est  un  point 
quelconque  de  A.  La  droite  0  0^  issue  de  0 
^  dans  le  plan  0  0^  0[  (ou  7:)  fait  partie 
du  complexe;  de  même  la  droite  O'O^ 
issue  de  0'  dans  le  plan  0'  OjO|  (ou  7:') 
fait  aussi   partie  du  complexe.  Donc  0^ 
est  le  point  du  plan  OOjO'  où  se  croisent  les  droites  du  complexe 
tracés  dans  ce  plan;  Oj  est  le  pôle  de  ce  plan. 


Fi(j.  iO. 
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Cela  posé,  en  répétant  la  démonstration  pour  le  plan  0  0'  ()[,  on 
voit  que  0[  est  le  pôle  de  ce  plan.  La  droite  D  est  donc  l'intersection 
des  plans  polaires  0  0,  0'  et  0  0'  0[  (ou  r.^  et  7:^)  des  points 
Oj  et  0;. 

Théorème  IL  —  La  droite  D  peut  donc  se  déduire  de  A  comme 
A  a  été  déduite  de  D.  On  en  conclut  en  particulier  que,  de  même 
que  A  est  le  lieu  des  pôles  des  plans  menés  par  D,  à  son  tour  U  est  le 
lieu  des  pôles  des  plans  menés  par  A. 

La  correspondance  entre  les  droites  D,  A  est  réciproque;  on  leui' 
donne  le  nom  de  droites  conjuguées. 

Théorème  IIL  —  Toute  droite  qui  coupe  deux  droites  conju- 
guées fait  partie  du  complexe  et  toute  droite  du  complexe  qui 
coupe  une  droite  D  coupe  sa  cotijuguée  A. 

En  effet,  soit  X  une  droite  qui  coupe  les  droites  D  et  A,  le  point  0 
où  elle  coupe  D  est  le  pôle  du  plan  7:  mené  par  0  et  A;  la  droite  X, 
issue  de  0  dans  son  plan  polaire  z,  fait  donc  partie  du  complexe. 
Réciproquement,  une  droite  du  complexe  ne  peut  couper  une  droite  D 
sans  couper  sa  conjuguée  A;  elle  coupe,  en  effet,  A  au  foyer  du  plan 
qu'elle  détermine  avec  D. 


Théorème  IV.  —  Deux  couples  de  droites  conjuguées  constituent 
quatre  génératnces  d'un  même  système  d'une  quadrique.  En  effet, 

soient  D,  A,  D',  A'  ces  deux  couples; 
toute  droite  coupant  D,  A,  D'  fait  par- 
tie du  complexe  puisqu'elle  coupe  D,  A; 
coupant  D',  elle  doit  couper  A'.  Donc 
les  droites  qui  s'appuient  sur  D,  A,  D' 
s'appuient  aussi  sur  A'. 

Deux  droites  conjuguées  D,  A  ne  peu- 
vent se  couper  à  moins  que  D  ne  soit 
une  droite  du  complexe;  mais  alors  A 
coïncide  avec  D,  car  toute  droite  du  complexe  contient  tous  les  pôles 
des  plans  qui  la  contiennent. 

Les  droites  D,  A,  D'  ne  se  coupent  donc  pas  en  général,  sauf  le  cas 
où  D'  couperait  D  ou  A.  Mais,  ce  cas  exclu,  D,  A,  D'  déterminent  véri- 
tablement une  quadrique  et  D,  A,  D',  A'  sont  bien  des  génératrices 


Fig.  il. 
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d'un  même  système,  celles  de  l'autre  système  étant  toutes  des  droitehi 
du  complexe. 


Théorème  V.  —  On  démontrera  sans  peine  que  toutes  les  droites  D 
issues  d'un  point  0  ont  pour  conjuguées  les  droites  A  tracées 
dans  le  plan  focal  de  0.  Cela  tient  à  ce  que  la  conjuguée  d'une 
droite  est  contenue  dans  le  plan  focal  de  tout  point  de  cette  droite. 

Si  une  droite  D  engendre  une  figure  autour  d'un  point  0,  sa  con- 
juguée A  engendre  la  figure  corrélative  dans  le  plan  ::  focal  de  0. 

A  un  trièdre  de  sommet  0  correspond  un  triangle  dans  le  plan  tz; 
à  un  cône,  une  courbe  définie  par  ses  tangentes.  On  a  donc  là  un 
mode  de  transformation  des  figures  par  dualité. 

Considérons  plus  généralement  une  figure  géométrique  polyédrale 
offrant  par  conséquent  des  faces,  des  arêtes,  des  sommets;  il  lui  cor- 
respondra une  autre  figure  polyédrale  dont  les  sommets  correspon- 
dront aux  faces  de  la  première,  les  arêtes  aux  arêtes,  les  faces  aux 
sommets. 

Ces  deux  figures  polyédrales  seront  polaires  réciproques  l'une  de 
l'autre. 

Au  lieu  de  figures  polyédrales  on  pourrait  considérer  des  surfaces 
et  l'on  verrait  que  le  lieu  des  pôles  des  plans  tangents  d'une  surface  S 
est  une  surface  Z  qui  est  aussi  l'enveloppe  des  plans  polaires  des  points 
de  S;  les  tangentes  de 2  sont  les  conjuguées  des  tangentes  de  S. 
Cette  transformation  conserve  les  tangentes  asymptotiques. 
Le  caractère  curieux  de  celte  transformation,  c'est  que  le  plan 
polaire  d'un  point  confient  ce  point. 

Prenons  par  exemple  un  tétraèdre  ABGD;  appelons  a,  (3,  y,  S 
ses  faces.  Le  tétraèdre  conjugué  de  celui-là 
aura  pour  sommets  les  points  A',  B'  C,  D', 
foyers  des  plans  a,  (3,  y,  o  et  pour  faces 
les  plans  focaux  a',  ^',  y',  s'  des  points 
A,  B,  G,  D.  Chacun  de  ces  deux  tétraèdres 
^^  sera  donc  à  la  fois  inscrit  et  circonscrit  à 
l'autre. 

Ils    forment    une    configuration  remar- 
quable sur  laquelle  Mobius  a,  il  y  a  long- 
temps, attiré  l'attention. 
C'est  Chasles,  qui,  dans  son  Aperçu  historique,  a  signalé  pour  la 


Pôle  du  plan 
de  l'infini. 


Direction 
principale. 
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première  fois  la  réciprocité  remarquable  qui  résulle  du  complexe 
linéaire,  auquel  il  a  donné  le  nom  de  système  focal. 

On  sait  qu'en  se  plaçant  au  point  de  vue  projectif  les  propriétés  des 
points  à  l'infini  des  figures  apparaissent  comme  exprimant  la  relation 
de  ces  figures  avec  une  certain  plan  qui  a  reçu  le  nom  de  plan  de 
l'infini.  Par  exemple,  les  droites  d'un  complexe  linéaire  situées  à 
l'infini  passent  toutes  par  un  point  à  l'infini,  que  nous  appellerons  le 
pôle  du  plan  de  Vinfini. 

Gela  signifie  que  pour  qu'un  plan  coupe  le  plan  de  l'infini  suivant 
une  droite  du  complexe,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  passe  par  un  certain 
point  à  l'infini,  c'est-à-dire  qu'il  soit  parallèle  à  une  direction  fixe  de 
droites. 

Appelons  direction  principale  cette  direction.  Toutes  les  droites 
parallèles  à  cette  direction  coupent  le  plan  de  l'infini  au  pôle  de  ce 
plan,  chacune  de  ces  droites  se  trouve  ainsi  être  la  conjuguée  d'une 
droite  du  plan  de  l'infini,  et  réciproquement  toute  droite  D  de 
l'infini  a  pour  conjuguée  une  parallèle  à  la  direction  principale  du 
complexe. 

Toute  droite  parallèle  à  la  direction  principale  s'appelle  un  dia- 
mètre. On  peut  dire,  d'après  ce  qui  précède,  que  tout  diamètre  est  le 
lieu  des  foyers  d'une  famille  de  plans  parallèles,  et  réciproquement, 
les  foyers  d'une  famille  de  plans  parallèles  sont  sur  un  diamètre. 

De  même,  pour  qu'un  plan  ait  son  pôle  à  l'infini,  il  faut  et  il  suffit 
qu'il  soit  parallèle  à  la  direction  principale.  Dans  un  tel  plan  les 
droites  du  complexe  sont  parallèles. 

Théorème  VI.  —  Le  plan  mené  par  une  droite  D  parallèlement 
à  sa  conjuguée  A  est  parallèle  à  la  direction  principale. 

En  effet,  ce  plan  a  son  pôle  à  l'infini  sur  A;  il  contient  donc  le  pôle 
du  plan  de  l'infini. 

Il  en  résulte  immédiatement  la  proposition  suivante  : 

Les  projections  de  deux  droites  conjuguées  sur  un  plan  normal 
à  la  direction  principale  sont  deux  droites  parallèles. 

On  appelle  quelquefois  plan  principal  tout  plan  normal  à  la  direc- 
tion principale.  Le  lieu  des  pôles  des  plans  principaux  est  un  dia- 
Axe  central,     mètre  que  l'on  appelle  Vaxe  central  du  complexe. 

Théorème  VII.  —  Toute  droite  qui  coupe  à  angle  droit  Vaxe 
central  fait  'partie  du  complexe. 


Diamètres. 


Plans 
principaux 
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Fig.  i9. 


En  effet,  le  plan  principal  mené  par  cette  droite  a  son  pôle  au  point 
où  cette  droite  coupe  l'axe  central. 

Théorème  VIII.  —  La  perpendiculaire  commune  à  deux  droites 
conjuguées  coupe  à  angle  droit  Vaxe  central. 

p  En  effet,  soit  A^  l'axe  central  et  X  la  per- 

pendiculaire commune  à  A,,  et  à  une  droite 
quelconque  D;  cette  droite  X  fait  partie  du 
complexe  d'après  le  théorème  précédent;  elle 
coupe  donc  la  conjuguée  A  de  D  (théorème  III). 
Le  plan  mené  par  D  parallèlement  à  l'axe 
central  est  normal  à  la  perpendiculaire  X;  or, 
d'après  le  théorème  VI,  ce  plan  est  aussi  paral- 
4  lèle  à  A.  Donc  A  qui  coupe  X,  coupe  cette 
droite  à  angle  droit. 
Nous  avons  déjà  remarqué  que  les  projections  de  deux  droites  con- 
juguées sur  un  plan  principal  sont  parallèles.  Soit,  d'après  cela,  une 
pyramide  Z  de  sommet  0  ayant  pour  base  un  polygone  ABC  DE 
dans  un  plan  t:.  La  figure  réciproque  sera  une  pyramide  Z'  de 
sommet  0'  et  de  base  A'B'  G'  D'E'  dans  un  plan  ::'.  Le  plan  ::'  sera 
le  plan  polaire  du  point  0  et  les  droites  A'  B',  B'  C  ...  seront  les  con- 
juguées des  arêtes  de  la  pyramide  2  issues  du  sommet  0;  le  som- 
met 0'  de  2'  sera  le  pôle  du  plan  r,  et  les  arêtes  de  S'  issues  de  0' 
seront  les  conjuguées  des  droites  AB,  BG,  ...  Gela  posé,  projetons 
l'ensemble  de  ces  deux  pyramides  sur  un  plan  principal;  nous 
obtiendrons  d'abord  deux  polygones  ahcde,  a'h'c'd'e'  et  deux 
points  0,  o' ;  les  droites  oa,  ob,  oc,  od,  oe,  projections  des  arêtes 
de  Z,  seront  parallèles  aux  côtés  a' b' ,  b' c' ,  ...  du  second  polygone 
et  les  droites  o'  a' ,  o' b' ,  o'  c' ,  ...  seront  parallèles  aux  côtés  du  pre- 
mier polygone. 

Nous  obtenons  donc  dans  le  plan  ces  deux  configurations  récipro- 
ques remarquables  qui  résultent  de  la  considération  simultanée  du 
polygone  funiculaire  et  du  polygone  de  Varignon,  lorsque  les  forces 
agissantes  sont  dirigées  vers  un  point  fixe. 

Cette  remarque  est  l'origine  d'une  série  d'importantes  applications 
de  la  théorie  des  complexes  linéaires  à  la  statique  graphique  ('). 


C)  L.  Cremona,  Les  Figrires  réciprorjnes  en  statique  graphiste. 
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Application  de  la  théorie  des  complexes 
aux  systèmes  de  segments. 

17.  Arrivons  maintenant  aux  applications  des  complexes  linéaires 
à  la  théorie  des  systèmes  de  segments. 

Axes  de  TiiÉORÈME  I.  —  Les  axes  de  moment  nul  d'un  système  de  seg- 

moment  nul.     ^-fi^nts  forment  un  complexe  linéaire. 

L'équation  à  laquelle  satisfont  les  coordonnées  a,  (3,  y,  A,  [J-,  v  d'un 
de  ces  axes  est,  en  elTet,  %,  %,  £-,  '£,  Ah,  %  désignant  les  coordon- 
nées du  système  de  segments 


Îfa  +  .IL^  +  %y  +  a'A  +  iJH. 


+  :Z")  =  0: 


elle  est  du  premier  degré  en  a,  [S,  y,  X,  [x,  v,  ce  qui  démontre  la  pro- 
position énoncée. 

'I,  cil),  %,  %,  %,  Z  peuvent  être  pris  arbitrairement.  Donc  tout 
complexe  linéaire  peut,  réciproquement,  être  défini  comme  le  com- 
plexe des  axes  de  moment  nul  d'un  système  de  segments. 

On  peut  donner  de  celte  proposition  une  démonstration  purement 
géométrique. 

Il  est  évident  que  les  axes  de  moment  nul  forment  un  complexe. 
Démontrons  qu'il  est  linéaire. 

Soient  P  un  point  de  l'espace,  PG  le  moment  résultant  du  système 
de  segments  en  ce  point  ;  pour  qu'un  axe  A  issu  de  P  ait  son  moment 
nul,  il  faut  et  il  suffit  que  la  projection  de  PG  sur  cet  axe  soit  nulle, 
c'est-à-dire  que  A  soit  dans  le  plan  iz  normal  à  PG. 

Le  cône  du  complexe  est  donc  le  plan  t.;  et,  par  suite,  le  complexe 
est  linéaire. 

Théorème  H.  —  La  démonstration  précédente  prouve  en  môme 
temps  que  le  plan  focal  d'un  point  dans  le  complexe  des  axes  de 
moment  nul  s'obtient  en  menant  le  plan  normal  en  P  au  moment 
résultant  du  système  au  point  P. 

Théorème  IIL  —  Si  deux  segments  S^,  Sj  forment  U7i  système 
équivalent  à  un  système  de  segments,  les  droites  qui  les  portent  et 
dont  Vune  peut  être  arbitrairement  clioisie,  forment  un  couple  de 
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droites  conjugîtées,  relativement  an  complexe  des  axes  de  moment 
nul  du  sij^li'me. 

En  effet,  tout  axe  qui  coupe  S^,  Sj  est  de  moment  nul;  donc  tout 
plan  qui  passe  par  S,  coupe  Sj  en  son  propre  foyer. 

La  théorie  des  droites  conjuguées  est  donc  celle  de  la  réduction  à 
doux  segments  du  système  de  segments  proposé. 

Théorème  IV.  —  Si  l'on  a  réduit  un  système  de  segmeiits  à  un 
segment  unique  S  et  à  un  couple,  la  droite  qui  porte  le  segment 
S  est  un  diamètre  du  complexe  des  axes  de  moment  nul  du 
système. 

Supposons,  en  effet,  qu'on  ait  réduit  le  système  de  segments  à  un 
segment  unique  S  porté  par  une  droite  A  et  à  un  couple  situé  dans 
un  plan  z;  soit  0  le  point  où  A  perce  le  plan  r..  Tout  axe  issu  de  0 
dans  le  plan  t:  est  de  moment  nul,  car  le  moment  de  S  et  le  moment 
du  couple,  par  rapport  à  cet  axe,  sont  séparément  nuls;  donc  0  est  le 
foyer  du  plan  x.  Si  le  plan  t.  se  meut  parallèlement  à  lui-même,  le 
couple  ne  change  pas,  le  point  0  décrit  la  droite  A,  qui  se  trouve 
ainsi  être  le  diamètre  conjugué  de  cette  direction  de  plans. 

Enfin  la  propriété  des  diamètres  d'être  parallèles  correspond  à  la 
propriété  qu'a  le  segment  unique  S  de  demeurer  équipollent  à  lui- 
même.  On  reconnaît  en  même  temps  que  Vaxe  du  complexe  coïn- 
cide avec  l'axe  central  de  Poinsot;  il  sulfit  pour  cela  de  supposer 
que  le  plan  ::  devient  normal  à  l'axe  A. 
Propriétés  La  considération  des  segments  permet  d'établir  aisément  plusieurs 

métriques.      propriétés  métriques  des  complexes. 

Prenons  par  exemple  pour  axe  des  z  l'axe  central,  les  coordonnées 
du  système  de  segments  sont  alors 

^  =  0,    ^j^  =  o,    z  =  % 

''       ui 

Corrospon-  Soient  deux  droites  conjuguées;  prenons  pour  axe  Ox  leur  perpen- 

"^'^  diculaire  commune  qui  coupe  aussi  à  angle  droit  l'axe  central  ;  prenons 

entre  deux 
droites         ^U  perpendiculaire  à  Ox  et  Oz.  Appelons  X,  Y,  Z,  X  ,  Y  ,  Z'  les  pro- 

coiijijguées.     jections  des  deux  segments  portés  par  les  droites  conjuguées  D,  A 
considérées  et  qui  forment  un  système  équivalent  au  système  pro- 
posé; soient  enfin  x,  x'  les  abscisses  des  points  où  D,  A  coupent  Ox. 
Cincnialijue.  4 
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Les  moments  des  deux  segments  par  rapport  aux  trois  axes  de 
coordonnées  sont 

(0,  —  £cZ,  xY)      (0,  —  cc'Z',  x'Y'), 

puisque  X  =  X'  =0.  Les  équations  d'équivalence  se  réduisent  donc 
à  celles-ci  : 


Y 


+  Y'  =qj,  =  o,     z  +  z'=0{, 


'1/' 

-^xZ—x'Z'=Ah  =  0,      xY  -\-x'Y'  =ei=^' 

■^        {il 

Appelons  A,  X'  les  tangentes  des  angles  des  droites  1),  A  avec  l'axe 
Oz,  on  a 

Y       . ,       Y' 


et  les  formules  précédentes  nous  donnent 
Xx' 


iR 


ta* 


où  h  est  le  paramètre  défini  à  la  page  26. 

Ces  formules  expriment  complètement  la  correspondance  entre 
deux  droiles  conjuguées  et  permettent  d'en  construire  une  quand  on 
connaît  l'autre. 

Lorsqu'un  point  décrit  une  droite  du  complexe,  son  plan  polaire 

tourne  autour  de  cette  droite;  nous  allons  chercher  quelle  est  la  loi 
entre  los  points  ^       ^  ,         ■ 

d'une  droite  correspondance  entre  le  plan  et  le  point. 

du  complexe         Soit  une  droite  du  comp'exe  que  nous  prendrons  pour  axe  Oz  et 
et  leurs  plans    g^j^  q^  j^  perpendiculaire  commune  à  0-  et  à  l'axe  central. 

Pj'cnons  sur  Oz  à  la  hauteur  î^  un 
point  M,  la  perpendiculaire  MM'  menée 
de  M  à  l'axe  du  complexe  fait  partie  du 
complexe  (Ih.  VII,  nol6);  le  plan  O  M  M' 
est  le  plan  polaire  de  M.  Soit^  la  dis- 
lance OA  de  Oz  et  de  l'axe  du  com- 
plexe, 0  leur  angle,  les  équations  do 
l'axe  sont 


Correspon- 
dance 


polaires. 


Fifj.  W. 


(I) 


p,       y  co?  0  -    z  sin  0 


0. 


)roitesperpoii- 
tliculaires 

à  leurs 
conjuguées. 


CHAP.  I.  —  THÉORIE  DES  SEGMENTS.  51 

Le  plan  mené  par  M  perpendiculairement  à  l'axe  central  a  pour  équation 
(2)  y  sin  0  +  (3  —  Q  cos  0  ==  0. 

Ce  plan  coupe  l'axe  central  en  M';  on  a  immédiatement  l'équation 
du  plan  OMM'  en  formant  une  combinaison  homogène  en  x,  y  des 
équations  (1)  et  (2);  on  trouve  ainsi 

y  =  l).x 
où 

sin  6  cos  ô 

Le  'point  M  et  son  plan  polaire  déterminent  donc  sur  la  droite  Oz 
une  correspondance  homographique,  dans  laquelle  le  point  à  l'infini 
correspond  au  plan  mené  par  la  droite  parallèlement  à  l'axe  central. 
Le  plan  perpendiculaire  au  précédent  a  pour  pôle  le  pied  0  de  la  per- 
pendiculaire commune  à  l'axe  central  et  à  la  droite  proposée.  Le 
paramètre  de  distribution  a  pour  expression. 


k  = 


p 


sin  6  cos  0 

Si  l'on  se  rappelle  alors  que  l'on  a  (n»  13,  p.  39) 
p  fg  6  =  —  h, 
on  peut  simplifier  et  écrire 

p^ 


h' 


h 


Les  axes  de  moment  nul  ne  sont  pas  les  seules  droites  remarqua- 
bles qui  interviennent  dans  la  théorie  des  segments;  les  droites  rec- 
tangulaires avec  leurs  conjuguées 
jouent  aussi  un  rôle  important.  Ces 
droites  forment  un  complexe  du 
second  degré. 

Considérons  un  point  P  de  l'espace 
et  soit  PG  le  moment  résultant  du 
système  au  point  P;  appelons  D  la 
dr'oite  qui  porte  PG;  cette  droite  D 
est,  nous  le  savons,  la  normale  au 
plan  focal  de  P;  sa  conjuguée  A  est 
dans  ce  plan  focal,  donc  A  est  rec- 
f'C-  2i.  lansrulaiie  avec  L). 
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Réciproquement,  soient  D,  A  deux  droites  conjuguées  rectangu- 
laires ;  menons  par  A  un  plan  normal  à  D  et  coupant  D  au  point  P. 

Le  point  P  est  le  foyer  du  plan  AP,  donc  D  est  normale  en  P  au 
plan  focal  de  ce  point  P.  Ainsi  les  droites  rectangulaires  avec  leurs 
conjuguées  ne  sont  autres  que  les  droites  qui  portent  les  ^noments 
résultants  relatifs  à  tous  les  points  de  l'espace. 

Ces  droites  dépendent  de  trois  paramètres,  elles  forment  bien  un 

complexe  dont  nous  allons  déterminer  l'ordre. 

Courbe  Soit  un  plan  t:,  son  foyer  0,  la  normale  !)„  en  0  à  ce  plan  et  la  con- 

du  complexe,    juguée  Aq  de  D^  qui  est  une  droite  du  plan  tc.  Cherchons  toutes  les 

droites  du  plan  ::  rectangulaires  avec  leur  conjuguée.  Soit  A  l'une 

d'elles,  sa  conjuguée  D  passe  par  le  point  0.  Menons  par  D  un  plan  o 

normal  à  A,  qui  coupe 
A  en  son  pôle  Q.  Le 
plan  ç  étant  normal 
à  A  est  rectangulaire 
avec  le  plan  t:,  il  con- 
tient donc  la  normale 


Cône 
da  complexe. 


Dç  en  0  à  ce  plan. 

Mais   alors,    puisque 

ù^  le  plan  ç  passe  par  D^ 

son  pôle  0  est  sur  la 

droite  An  polaire    de 

Fig.  22.  Do-  La  droite  Ap  est 

ainsi  le  lieu  des  projections  du  point  0  sur  les  tangentes  à  la  courbe 

enveloppe  des  droites  du  complexe  dans  le  plan  r..  Celte  courbe  est 

donc  une  parabole  dont  0  est  le  foyer  et  Aq  la  tangente  au  sommet. 

La  courbe  du  complexe  étant  de  deuxième  classe,  il  en  résulte  que 
le  cône  du  complexe  est  du  deuxième  degré.  Celte  propriété  peut 
d'ailleurs  être  établie  directement. 

Soient  S^,  S;  les  deux  segments  portés  par  D,,  et  Aq  qui  sont  équi- 
valents au  système  de  segments  considéré. 

Soient,  de  même.  S,  S'  les  segments  portés  par  D  et  A  équivalents 
à  ce  môme  système. 

Les  projections  de  S  et  S'  sur  un  axe  quelconque  ont  môme  somme 
que  les  projections  de  Sq,  S^.  Projetons  sur  D^;  S'  et  S^  ont  des  pro- 
jections nulles;  on  voit  donc  que  le  segment  S  se  projette  sur  D^  sui- 
vant le  segment  S,,.  Le  point  S,  extrémité  du  segment  S,  se  meut 
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dans  le  plan  normal  à  D^  mené  par  S^.  Projetons  S  en  U  sur  le 
plan  TT.  Cette  projection  se  fait  sur  la  droite  OQ;  soit  QV  un  segment 
égal  et  opposé  à  0  U,  Q  S^  le  segment  S^  porté  par  A^  et  QS'  la  somme 
géométrique  de  QV  et  de  QS^,  ce  segment  QS'  est  justement  le  seg- 
ment S'.  En  effet,  si  aux  segments  S^,  S^  on  surajoute  les  segments 
opposés  égaux  OU,  QV,  on  a  un  système  équivalent  au  système  des 
segments  S^,  S^;  mais  OS  est  la  somme  géométrique  de  OS,,  et  de 
OU,  QS'  celle  de  QV  et  de  QS^-  Les  segments  OS  et  QS'  forment 
donc  un  système  équivalent  au  syst'nie  proposé.  Donc,  enfin,  QS' 
est  bien  le  segment  S'  qui  forme  avec  S  un  système  équivalent  à 
So>  Sq.  QS'  est  ainsi  porté  par  la  droite  A. 

Menons  par  0  la  parallèle  OB  à  A^  et  prolongeons  S^S'  jusqu'en  B, 
puis  menons  BU.  Les  deux -triangles  OUB  et  VQS'  sont  égaux. 
En  effet,  OB  =  VS',  car  OVS'B  est  un  parallélogramme,  le  côté 
OU  égale  le  côté  QV,  enfin,  les  angles  BOU,  S' VQ  sont  égaux,  donc 
l'angle  OUB  est  égal  à  l'angle  VQS'  qui  est  droit.  L'angle  OUB 
étant  droit,  le  lieu  du  point  U  est  un  cercle  décrit  sur  OB  comme 
diamètre;  ce  cercle  est  fixe,  car  OB  =  S^.  On  voit  alors  que  le  point  S 
dans  l'espace  décrit  ce  même  cercle  transporté  parallèlement  à  lui- 
même  à  une  hauteur  OS^  au-dessus  du  plan  -;  la  droite  D  décrit  ainsi 
le  cône  qui  a  pour  sommet  0  et  pour  base  le  cercle  lieu  du  point  S. 
C'est  le  cône  du  complexe  relatif  au  point  0. 
Le  plan  D^OB  est  un  plan  principal  de  ce  cône,  soit  OC  la  seconde 
génératrice  contenue  dans  ce  plan.  OG 
est  parallèle  à  l'axe  central,  car  ce  seg- 
ment est  équipolient  à  la  résultante  de 
translation,  comme  on  le  voit  immédia- 
tement, puisque  OB  est  S^  et  BC,  Sq.  Un 
premier  plan  cyclique  du  cône  étant  nor- 
mal à  0D„,  le  second  plan  cyclique  est 
normal  à  OG. 

Ainsi  les  plans  cycliques  du  cône  sont 
parallèles  d'une  part  au  plan  r.  lui-même, 
et  en  second  lieu  aux  plans  principaux  du 
complexe.  Tous  les  cônes  de  ce  complexe  ont  ainsi  en  commun  une 
même  direction  de  sections  circulaires. 


;j/B 
Fig.  23. 
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CHAPITRE  II 

Mouvement.  —  Vitesse.  —  Accélération. 


Mouvement. 

19.  On  dit  qu'un  point  M  est  en  mouvement  par  rapport  à  un 
second  point  M'  lorsq4.ie  la  distance  de  ces  deux  points  varie  avec  le 
temps. 

Si  cette  distance  ne  varie  pas  avec  le  temps,  on  dit  que  les  points 
M,  M'  forment  un  système  invariable. 

Plus  généralement  on  appelle  système  invariable  un  ensemble  de 
points  dont  les  distances  réciproques  restent  invariables  quand  le 
temps  varie. 

Un  point  dont  les  distances  aux  points  d'un  système  invariable  2i 
varient  avec  le  temps,  est  dit  mobile  par  rapport  au  système  2i.  La 
notion  de  mouvement  apparaît  donc  comme  essentiellement  relative 
en  ce  sens  qu'elle  suppose  la  comparaison  du  point  mobile  à  un 
système  invariable. 

Le  système  de  comparaison  le  plus  commode  consiste  en  «n  trièdre 
Irirectangle.  Un  point  M  est  mobile  par  rapport  à  un  trièdre  trirec- 
tangle  T  si  ses  coordonnées  xyz,  relatives  au  trièdre  T,  varient  avec 
le  temps.  Si  ces  coordonnées  sont,  au  contraire,  invariables,  nous 
dirons  qu'il  est  lié  invariablement  au  ti'ièdre  ;  si  l'on  donne  à  x,  y,  z 
toutes  les  valeurs  constantes  possibles,  on  obtient  une  infinité  de 
points  qui  remplissent  tout  l'espace;  mais  pour  marquer  que  ces 
points  sont  liés  invariablement  au  trièdre  T,  nous  dirons  de  l'espace 
qu'ils  remplissent  qu'il  est  lié  invariablement  au  trièdre  T;  appelons 
E  cet  espace. 
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Un  point  M  mobile  par  rapport  à  un  tnèdre  T  coïncide  à  chaque 
instant  avec  un  point  P  de  l'espace  E,  c'est-à-dire  avec  un  point  P  lié 
invariablement  au  trièdre  T.  Le  lieu  de  ces  points  P  constitue  dans 
l'espace  E  une  courbe  appelée  la  trajectoire  du  point  mobile  M. 

Vitesse. 


Définition 
algébrique. 


Définition 
géométrique. 


Soit  P  la  position  du  mobile  M  sur  la  trajectoire  et  s  l'arc  de  cette 
trajectoire  compté  à  partir  d'une  ori<,àne  fixe  et  dans  un  sens  déter- 
miné. Cet  arc  s  est  une  fonction  du  temps  qui,  dans  tous  les  pro- 
blèmes que  l'on  a  à  étudier,  admet  une  dérivée.  Cette  dérivée  est  une 
quantité  algébrique;  elle  a  reçu  le  nom  de  vitesse. 

La  vitesse  est  positive  ou  négative,  selon  que  le  mouvement  a  lieu 
dans  le  sens  des  arcs  croissants  ou  décroissants. 

On  pourrait,  dans  bien  des  cas,  s'en  tenir  à  celte  définition  de  la 
vitesse;  mais  dans  d'autres  elle  serait  insuffisante  et  incomplète.  On 
introduit  une  notion  nouvelle,  celle  de  la  vitesse  géométrique. 

Soit  0  un  point  fixe  (c'est-à-dire  lié  invariablement  au  trièdre  T); 
nous  pouvons  supposer  que  0  est  l'origine  du  trièdre.  Le  segment 
OM,  dont  l'origine  0  est  fixe,  suit  le  mouvement  du  point  M  en  ce  sens 
que  M  est  toujours  l'extrémité  de  ce  segment.  Nous  pouvons  dire  que 
OMest  une  fonction  géométrique  du  temps.  Soit  P  la  position  du 
mobile  M  à  l'époque  t,  P'  sa  position  à  l'époque  t  +  AL  Le  segment 
PP'  représente  l'accroissement  géométrique  du  segment  ÔP  quand 
le  temps  passe  de  t  à  t  +  Ai;  on  a,  en  effet, 

ÔP'  r=  ÔP  +  PF . 

Soit  PQ  le  segment  obtenu  en  divisant  PF  par  At,  c'est-à-dire  le 
segment  qui  a  même  sens  que  PF  et  dont  la  longueur  est  égale 
au  quotientj)ar  Ai  de  la  longueur  de  PP'.  On  peut  observer  que 
ce  segment  PQ  est  dirigé  dans  le  sens  du  mouvement  (i). 


(»)  Voici  ce  qu'il  faut  entendre  par  là.  Soit  n  le  plan  normal  en  P  à  la  trajectoire, 
ce  plan  divise  l'espace  en  deux  régions,  l'une  R  où  est  le  mobile  avant  l'époque  t, 
l'autre  R'  où  il  se  trouve  après  l'époque  i;  le  point  P'  est  dans  cette  région  R'. 
Tout  segment  issu  de  P  et  situé  dans  la  région  R'  est  dit  avoir  le  sens  du  mouve- 
ment. Des  deux  axes  portés  par  la  tangente  il  y  en  a  un  qui  a  le  sens  du  mouve- 
ment et  1  autre  le  sens  opposé;  le  premier  est  celui  dont  le  segment  unitaire,  issu 
de  P,  est  dirigé  dans  la  région  R'. 
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Ceci  posé,  si  \t  tend  vers  zéro,  la  corde  PP'  Q  tend  vers  la  tangente 
Q  à   la  trajectoire   au  point  P;  et  la  limile  du 

segment  PQ  est  un  segment  P  V^  porté  par  celle 
tangente  et  dirigé  dans  le  sens  du  mouvement. 
La  longueur  de  PV  est  la  limite  du  rapport 

longueur  PP' 


\t 
qui  est  égale  à  la  limite  de 

lonerueur  arc  PP' 


Fig.  24.  ^^ 


ds 
c'est-à-dire  à  la  valeur  absolue  de  —  =  v. 

dt 

Ainsi  le  segment  PQ  a  pour  limite  un  segment  PV  dirigé  dans  le 
sens  du  mouvement  sur  la  tangenie  à  la  trajecloire  et  dont  la  lon- 
gueur est  égale  à  la  valeur  absolue  de  la  vitesse. 

Ce  segment  PV  est  la  vitesse  géométrique  du  point  M. 

Supposons  que  l'on  ait  choisi  sur  la  trajectoire  un  sens  positif  pour 
les  arcs,  et  soit  A  l'axe  qui,  sur  celle  tangente,  a  le  sens  des  arcs 
croissants.  Si  le  mouvement  a  lieu  dans  le  sens  des  arcs  croissants, 
V  a  une  valeur  positive,  et  l'axe  A  est  dirigé  dans  le  sens  du  mou- 
vement; le  segment  PV  a  donc  le  sens  de  l'axe  A  et  v  est  justement 
le  nombre  qui  le  mesure  sur  cet  axe. 

Supposons,  au  contraire,  que  le  mouvement  ait  lieu  en  sens  inverse 
des  arcs  croissants,  alors  v  <:  0,  et  de  plus  le  segment  PV  a  un 
sens  opposé  à  celui  de  l'axe  A;  le  nombre  qui  le  mesure  a  pour  valeur 
absolue  la  valeur  absolue  de  v  et  il  est  négatif,  donc  puisque  v  <;  0, 
la  valeur  de  v  est  ce  nombre  lui-môme.  On  peut  dire  : 

-Sur  Vaxe  choisi  sur  la  tangente  à  la  trajectoire  dans  Je  sen^  des 

arcs  croissants,  le  segment  vitesse  PV  est  mesuré  par  la  valeur 

ds 
algébrique  de  la  vitesse  v  =  —  • 

l'injection  de        20.  On  peut  en  conclure  que  si  a,  [i,  y  sont  les  cosinus  directeurs 

la  vitesse  en     jg  |j^  tangente  à  la  trajectoire  menée  dans  le  sens  des  arcs  croissants, 
coordonnées      ,  .       .  ,     ,       .'  tttï 

rectangulaires.   ^^^  projections  de  la  v*lesse  PV  auront  pour  expressions 

a.u,       p.v,       y.v. 
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Mais  on  sait  que 


dx 
ds 


^  = 


dy 
ds 


Y  = 


dz 
ds' 


les  projections  de  la  vitesse  sont  donc 

dx  dx     ds       dx 


et  de  même 


ds 


^'  =  Tt 


ds      dt        dt^ 

dz 

•./Il  — • 

'  dt 


Projetons  à  chaque  instant  le  mobile  M  en  M'  sur  l'axe  Ox;  nous 

obtenons  ainsi  un  mobile  M' 
qui  a  0,x  comme  trajectoire; 
l'arc  de  cette  trajectoire  est  pré- 
cisément a;;  la  vitesse  P' V  du 
mobile  M'  (P'  est  la  projection 
de  P)  est  portée  par  Ox  et  est 

d  X 
mesurée  par 


.V 


<y 


M 


Fig.  25. 


dt 


ce   seofment 


P'  V  est  donc  la  projection  de 
PV  sur  l'axe  Oa;.  De  là  ce  théo- 
rème : 


Le  segment  qui  est  la  projectio7i  de  la  vitesse  PV  d'un  nwhile 
M  sur  un  axe  est  aussi  la  vitesse  P'  V  du  point  M',  projec-lion  du 
mobile  M  sur  cet  axe. 

La  même  démonstration  s'applique  à  la  projection  sur  un  plan.  En 
effet,  soit  M'  la  projection  du  mobile  M  sur  le  plan  des  xy.  Les  coor- 
données de  la  position  P'  occupée  par  le  mobile  M'  à  l'époque  t  sont 
évidemment  x,  y,  0;  les  projections  de  sa  vitesse  P'  V  sont  donc 


dx 
'di 


dy 

lu 


0; 


il  en  résulte  bien  que  P'  V  est  la  projection  du  segment  PV  sur  le 
plan  des  xy. 

Gomme  application,  cherchons  l'expression  de  la  vitesse  d'un  point 
mobile  dont  les  coordonnées  sont  des  fonctions  connues  du  te«ips. 
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dx   dij   dz  — 

Puisque  jT'  ^'  J7  sont  les  projections  du  segment  PV  sur  les 

axes  rectangulaires,  on  a  évidemment 


longueur  PV 


=  \/fë)"-(f)'-©' 


d'où 


on  choisit  le  signe  +  ou  le  signe  —  selon  que  le  mouvement  a  lieu 
ou  non  dans  le  sens  des  arcs  croissants. 

Au  lieu  de  coordonnées  rectangulaires  rectil ignés,  on  peut  faire 
usage  de  tout  autre  système  de  coordonnées  pourvu  que  les  bases  de 
ces  coordonnées  soient  invariablement  liées  au  système  invariable 
considéré. 

Supposons  que  l'on  ait  pris  des  coordonnées  curvilignes  quelconques 
définies  par  les  formules  de  transformation 

Si  l'on  ne  fîut  varier  que  7^  on  a 
une  courbe  Ci;  de  même  en  faisant 
varier  isolément  q^,  puis  g,,  on  aura 
deux  autres  courbes  Cj,  C3:  ce  sont 
les  courbes  de  coordonnées.  Les 
tangentes  à  ces  courbes,  prises  dans 
le  sens  des  paramètres  croissants, 
forment  en  chaque  point  de  l'espace 
un  trièdre;  appelons  A,,  Aj'  -^3  ^^^ 
^'^'J-  ^^-  tangentes.    Efi'ectuons    un   déplace- 

ment suivant  A,,  dont  les  projections  dx,  dy,  dz  sur  les  axes  fixes 
Oa-,  0^,  Oz  seront  données  par  les  formules 

dx  =  — —  dq,,       d)i  =z  - —  dq,,       dx  =  - —  dq,  ; 
àqi  dq^        ^  ôq^      ^ 

la  longueur  du  déplacement  a  pour  expression,  dq^  étant  positif, 


^^^^^^^^-v^nhm'^i^)'-^- 
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On  en  déduit,  pour  les  cosinus  directeurs  de  ^^, 

i      dx  ^      à\i  _      1      dz 

Pi  — 


-^'-vm-(w 


où  l'on  a  posé 

KàqJ 
On  aura  de  môme  les  cosinus  directeurs  de  A^  et  de  A3 

_     i      âx  ^      ài)  __     1      t?z 

\      dx         p    _     ^      '^'J  _     1-    dz 

en  [)osant 

Observons  que  si  l'on  calcule  l'expression  dx^  -+-  dij-  +  dz^  pour 
un  déplacement  quelconque,  on  trouve 

ds'  =  dx^  +  dy^  +  dz^  =  l\^dq]  +  A^dr/^  +  A^c/gl 

-H  2B,  dq^  dq^  +  SB^  '^'îfa  ^?i  +  ^^a  ^'/l  ^1ïi 
où  l'on  a 

dx  dx  d ij  d  y  dz   dz 

dq^dq,  dq^dq^  àq^dq, 

dx  dx  dy  dy  dz    dz 

^^dq.dq^  dq.dq^  dq.dq,' 
dx  dx  dy  d  y  dz   dz 

'~dq^dq^  dq^dq,_  dq^dq,^ 

Les  quantités  Bj,  B^,  B3  sont  nulles  si  las  tangentes  A,,  Aj,  A3  for- 
ment un  trièdre  trirectangle;  les  coordonnées  sont  alors  triplement 
orthogonales. 

Cherchons  les  expressions  des  projections  de  la  vitesse  d'un  point 
mobile  M  sur  les  tangentes  au  point  M  aux  3  courbes  de  coordonnées. 
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La  projection  sur  l^  est 

dx  dij  dz 

"■^-dt-^^^tt-^^'^^dV 

c'est-à  dire 

\      (dx  dx        du  du        dz   dz\ 
— ^-  j 1 ; •'-  ^ j. 

y  h    \^'^li  ^^^        dq^dt        dq^dtj 

Posons 


I  d  U: 

ou  g,  =  — ;  on  a 
dt 


dx        dx     ,        dx     ,        dx     , 

dt  ^  J7i  ^'  "^  ^.  ^'  "^  àq,  ^" 
dy dy     ,        dy     ,        di)     , 


dz 

dz 

dz 

dz 

Ji 

— 

àqi 

q'i 

+ 

àq^ 

^2 

+ 

àq. 

93» 

d'où 


dxdx      dy  dy      dz  dz / dx^  dx^  dy^  dy  dz  dz\    , 

dq'i'dt^dqidt      dq^dt~\dq^  dq^  àq^dq^  àq^dqj^ 

(dx  dx*  dy   dy  dz    dz\    , 

dq,  dq,  dq^dq,  dq.dqj^^ 

(dx  dx  du  dii  dz    àz\    , 

àqt  àq,  dq.dq,  dq.dqj    ' 

=  k,q[  +  B,q'^  +  B,q[ 
_dT 
~àq[' 

donc  la  projection  de  la  vitesse  sur  l^  est 

1      dT 

de  même  les  projections  de  la  vitesse  sur  A^  et  sur  Aj  sont 
1      dT  i      dT 

Ex  mp'os.  Coordonnées  polaires  dans  le  plan.  —  En  coordonnées  polaires 
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dans  le  plan  l'expression  du  carré  de  la  distance  de  deux  points  infi- 
niment voisins  est 


ds* 


dr^  +  r^de». 


On  a  2T  =  r'~  -+-  r^  G'^;  les  lignes  de  coordonnées  sont  les  cercles 
ayant  l'origine  pour  centre,  et  les  droites  passant  par  l'origine. 

Soit  OM  le  rayon  vecteur,  la  projection  de 

"'  la  vitesse  sur  OM  est  — -  =  )■'  =  —  On 
dr'  dt 

donne  à  celte  expression  le  nom  de  vitesse 

d'élongation.  La  tangente  à  la  seconde 
courbe  de  coordonnées  est  la  tangente  MT 
au  cercle  menée  dans  le  sens  des  6  crois- 
sants, la  projection  de  la  vitesse  sur  MT 
est 


Fig.  27. 


X 


âf)' 


-  X  r^ô'  =  r 
r 


de 


Cette  projection  de  la  vitesse  porte  le  nom  de  vitesse  de  circu- 
lation. 

Coordonnées  'polaires  dans  l'espace.  —  Étudions  encore  les  coor- 
données polaires  dans  l'espace;  ds^  a  pour  expression 

dx^  +  dy^  +  dz'  =  dr^  +  r'dO'  +  r'  sin*  0  do'; 

les  courbes  de  coordonnées  sont 
le  rayon  vecteur,  les  méridiens, 
les  parallèles;  appelons  ^^,  \, 
A3  les  langentes  à  ces  lignes 
prises  dans  le  sens  de  r,  0,  ç 
croissants. 
On  a 

2T=r'^+  r'G'^+  r^  sin^  0  ç'^ 

d'où  pour  les   projections  de  la 
vitesse 


Fuj.  ?8. 


sur  Aj 


,        dr 

r  —  -,- , 
dt 
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sur  A,:  -X  {r'%')=:r^'  =r^, 

sur  A3  :  ir=  (»•'  sin  G  9')  =:  r  sin  6  •  —  • 

+  K)'-  sin*  0  dt 

Coordonnées  cylindro-polaires.  —  Soient  r,  0  les  coordonnées 
polaires  dans  le  plan  des  ce  j/  de  la  projection  du  point  M  sur  ce  plan, 
et  z  la  cote  de  M  au-dessus  de  ce  même  plan.  Les  variables  r,  6,  z 
constituent  le  système  de  coordonnées  cylindro-polaires.  Les  courbes 
de  coordonnées  sont  la  perpendiculaire  MN  abaissée  de  M  sur  Oz,  l.i 
parallèle  MM"  à  Oz  et  le  cercle  de  centre  N  de  rayon  MN,  qui  est 
dans  un  plan  parallèle  à  xOy.  Les  axes  A^  A^,  Aj,  sont  NM,  la 
normale  MM'  en  M  au  plan  MOz,  menée  dans  le  sens  dextrorsum 
avec  OZ,  et  enfin  MM".  On  a  ici 

ds'  =  dr^  4-  r"  dO-  +  dz\ 

et  l'on  trouve  pour  les  projections  de  la  vitesse 


sur  NM: 

dr 

dt' 

sur  MM'  : 

de 

'  dt 

sur  MM'  : 

dz 
dt' 

On  a  beaucoup  étendu  le  sens  du  mot  vitesse;  chaque  "fois  qu'une 
qnantilé  est  variable  avec  le  temps,  sa  dérivée  par  rapport  au  temps 
peut  s'appeler  sa  vitesse.  Un  exemple  important  est  fourni  par  la 
vitesse  aréolaire. 

Considérons  un  point  M  mobile  dans  un  plan,  et 
^p'  soit  P  la  position  qu'il  occupe  à  l'époque  t;  prenons 
dans  le  plan  un  point  fixe  0.  Le  vecteur  OP  balaie 
une  aire  qui,  comptée  à  partir  de  la  position  OP^ 
relative  à  l'époque  <  ==0,  a  une  certaine  valeur  J\)  à 
l'époque  t.  Quand  P  vient  en  P',  ..'b  s'accroît  d'une 
quantité  A.1)  : 

\à)  =  POP'  =  \  OP.OP' .  sin  POP'. 
OP  =  r,       0P'=r4-Ar,       POP' =  AO, 
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donc 


et 


Cette  expression  -  r^  -r-  a  reçu  le  nom  de  vitesse  areolaire. 
^  1       dt 

Si  au  lieu  des  coordonnées  polaires  on  introduit  les  coordonnées 

rectangulaires  x,  y,  on  trouve  aisément 


d^h 1  /    dy  dx\ 


du  segment 
vitesse. 


La  considération  de  la  vitesse  aréolaire  est  liie  à  celle  des  coordon- 
nées du  segment  vitesse. 
Moments  Nous  avons  vu  que  les  projections  de  la  vitesse  sur  les  axes  ont 

pour  expressions 

dx       dy       dz 
dt        dt        dt 

Les  moments  du  segment  vitesse  pris  par  rapport  aux  axes  du 
trièdre  T  sont  donc 

dz  du  dx  dz  dy  dx 

•^  dt  dt  dt  dt  dt        ^  dt 

On  reconnaît  ainsi  que  les  ^noments  de  la  vitesse  relatifs  aux 
axes  Ox,  Oij,  Oz  sont  les  doubles  des  vitesses  aréolaires  des 
projections  du  mobile  sur  les  plans  normaux  à  ces  axes. 


Accélération, 

Hodographe.  21.  Considérons  la  position  P  d'un  mobile  M  à  l'époque  t  et  soit 
PV  sa  vitesse;  par  un  point  fixeO  menons  OU  équipollent  à  PV.  Le 
point  U  est  mobile  sauf  le  cas  où  P  V  serait  constant  en  grandeur  et 
direction.  Mais  alors  le  mouvement  du  mobile  aurait  lieu  sui-  une 
droite  avec  une  vitesse  constante;  le  mouvement  serait  rectiligne  et 


ftDéfinition  de 

'accélération. 


Coordonnées 
du  segment 
accélération. 
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unifoi'me.  Ce  cas  exclu,  le  point  U  est  mobile;  la  courbe  qu'il  décrit 
est  appelée  Yhodographe. 

La  vitesse  avec  laquelle  le  point  U  décrit  l'hodographe  s'appelle 

V accélération.  On  appelle  plus  exac- 
tement accélération  le  segment    PJ 
yj  équipollent    à    la    vitesse   UW   du 
point  U  sur  l'hodographe. 

Théorème  I.  —  Il  résulte  immé- 
diatement de  cette  définition  que 
l'accélération  est  dans  le  plan  os- 
culateur  en  P  à  la  trajectoire. 
En  effet,  la  droite  OU  engendre  le  cône  directeur  des  tangentes  à 
la  trajectoire;  l'hodographe  est  tracée  sur  ce  cône;  donc  le  plan  OUW 
qui  contient  la  génération  0  LF  et  la  tangente  UW  à  l'iiodographe  est 
le  plan  tangent  à  ce  cône.  Le  plan  mené  par  P  parallèlement  à  ce 
plan  tangent  est  par  définilion  le  plan  osculaleur.  Le  plan  oscula- 
teur  est  donc  le  plan  J  PV. 

On  complète  habituellement  ce  théorème  par  deux  autres  que  nous 
démontrerons. 

Cherchons  auparavant  les  coordonnées  du  segment  accélération. 
Les  coordonnées  du  point  U  sont  évidemment 


Kg.  30. 


X'  = 


dx 
dt 


y'=^ 


dy 
dt 


dz 
dt 


donc  les  projections  de  UW  seront 
dx'        d^x  „       dy' 


dt 


dt^ 


y 


dt 


(Py 
dt^' 


dz' 
"dt 


d'-z 
'dt' 


Nous  obtenons  ainsi  les  projections  de  l'accélération. 
Prenons  le  point  P,,  projection  du  point  P  sur  Ox,  les  coordonnées 
de  Pj  sont 

x,     0,     0; 

les  projections  de  son  accélération  sont  donc 

L'accélération  du  point  Pj  est,  par  suite,  un  segment  que  l'on  peut 
CinéniaUque. 


Accélérations 

de 
divers  ordres. 
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obtenir  en  projetant  sur  Ox  l'accélération  du  point  P.   De  là  ce 
théorème  : 

Théorème  II.  —  U accélération  d'un  'point  P  se  projette  sur 
MU  axe  fixe  suivajit  un  segment  qui  représente  V accélération 
dans  le  mouvement  sur  l'axe  de  la  projection  P^  du  point  P  sur 
cet  axe. 

Le  même  théorème  s'applique  à  la  projection  de  l'accélération  sur 
un  plan. 

Cherchons  les  expressions  des  moments  du  segment  accélération. 

Le  segment  PJ  étant  issu  de  P  {x,  y,  z)  et  ayant  x',  y" ,  z"  pour 
projections,  ses  moments  seront 

yz'  —  zy',      zx'  —  xz",      xy"  —  yx", 
ou  encore 

d(yz'—zy')        d  (zx'  —  xz')        d  (xy'  —  yx' 


dt  dt 

Ainsi,  tandis  que 

x',y',z',       yz'  —  zy',       z 


xz 


dt 


xy' 


yx 


sont  les  coordonnées  du  segment  vilesso  PV,  les  coordonnées  du  seg- 
ment accélération  sont 


dx^ 
dt 


d£ 
dt 


dz' 
~dt 


d  iyz'  —  zy')     d  (zx'  —  xz')     d  (xy'  —  yx') 


dt 


dt 


dt 


Les  coordonnées  du  segment  accélération  sont  les  dérivées  par 
rapport  au  temps  des  coordonnées  du  segment  vitesse. 

Menons  par  0  un  segment  0  Uj  équipoUent  à  PJ,  la  vitesse  du 
point  Uj  est  un  segment  qui,  transporté  en  M  (en  MJJ,  a  reçu  le 
nom  d'accélération  du  second  ordre;  on  peut  continuer  en  menant 
O  U,  équipollent  à  MJj,  la  vitesse  de  Qj,  transportée  au  point  M, 
est  un  segment  MJ,  qui  a  reçu  le  nom  d'accélération  du  troisième 
ordre,  et  ainsi  de  suite.  Ces  accélérations  n'ont  qu'un  intérêt  théo- 
rique, elles  interviennent  rarement.  Il  est  à  remarquer  que  pour  elles 
le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer  n'a  plus  lieu.  Les  coor- 
données de  l'accélération  d'ordre  n  no  sont  pas  les  dérivées  de  celles 


^ 
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de  l'ordre  n  —  1.  Gela  a  lieu  seulement  pour  les  projections.  Les 
projections  de  Taccélération  d'ordre  n  sont,  en  effet,  comme  on  le 
voit  aisément, 

d"-^^x        d"+^y        d"+^z 

mais  ses  moments  sont 
11^— 1^    ^""^'y  c^"'^'a;         d^+'z  d"+'y         d"+'x 


i Accélération        22.  Revenons  à  l'accélération  ordinaire  ou  du  premier  ordre  dont 
ingentiolle  et    j^^  p^^ojections  SOnt 
accélération 
normale.  d'^x         d^y         d^  z 

d?'       ïï?'       It^' 

Les  projections  as',  y',  z'  de  la  vitesse  peuvent  se  représenter  par 

x'  =av,       tj>  =^.v,       z'  =^.v, 

où  a,  p,  Y  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  à  la  trajectoire 
parcourue  dans  le  sens  des  arcs  croissants,  et  v  la  vitesse  algébrique 
prise  avec  son  signe. 
On  a  dès  lors    ' 

d^x d  (av) da  dv 

dt'  ~     dt     ~ '^  "dt  '^  '^  '  Tt' 

Appelons  R  le  rayon  de  première  courbure  de  la  trajectoire,  a',  ^', 
y'  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  principale  dirigée  vers  le 
centre  de  courbure;  on  a 

da_a^        (i^_^        dj  _i 
ds~l\'      ds  ~  W'      ds~R' 

d'où 

dx d%     ds a' V        d^ ^' v        dy       y' v 

dt  ~  ds  '  d~t~l\'      dt  ~  lï'      'dt~~R' 


et  par  suite 


d*x  dv         ,  V* 

-r-;  =  ce 1-  a'  —  » 

dl*  dt  R 
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et  de  même 

dt'       ^  dt       ^  R 
d^z dv       , ,  ^-'^ 

le-  ~ ^^  dt  ^  '^  r' 

Désignons  par  J^  la  projection  de  l'accélération  sur  la  tangente;  on 

aura 

d^x  d^y  d^z dv 

^^  =  ''d?-^^'d?'^^dr^-dt' 

désignons  par  J„  la  projection  de  l'accélération  sur  la  normale  prin- 
cipale; on  aura  de  même 

"""       dt'       ^    dt'        '    dt'       R 

Calculons  la  projection  de  l'accélération  sur  l'axe  du  plan  oscula- 
leur;  en  appelant  x",  [i",  y"  les  cosinus  directeurs  de  cette  direction, 
nous  trouverons 

„  d'à;        ^,  d*ij         ,  d^z  ,.00",        <'\  ^^ 

De  là  ces  théorèmes  : 

Théorèmes  III,  IV,  V.  —  1°  La  projection  de  l'accélération  sur 
la  tangente  a  povr  expression 

dv 

^'""dt' 

2°  La  projection  de  Vaccélératioji  sur  la  normale  principale  a 
jionr  cxpr&'sion 

:„  =  "'• 

"       R 

3°  La  projection  de  l'accélération  sur  la  hinorwale  est  nulle. 

Ce  dernier  théorème  revient  à  la  proposition  déjà  établie  d'ap:  es 
laquelle  l'accélération  est  dans  le  plan  osculateur. 

La  projection  de  l'accéléralion  sur  la  tangente  a  reçu  le  nom 
d'accélération  tangenliclle. 
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La  projection  de  raccélération  sur  la  normale  principale  s'appelle 
l'accélération  normale. 

On  observera  que  cette  dernière  accélération  ^  est  essentiellement 

positive;  elle  est  donc  toujours  dirigée  vers  le  centre  de  courbure.  De 
là  cette  remarque  importante  : 

L'accélération  totale  est  toujours  du  même  côté  de  la  tangente 
que  le  centre  de  courbure. 

•-  Si,  en  effet,  le  segment  PJ  et  le  centre  de  courbure  G  étaient  de 

I'  part  et  d'autre  de  la  tangente,  la  projection  de  P  J  sur  la  normale  prin- 

^  cipale  serait  de  sens  contraire  à  la  direction  du  segment  PC. 

Projociious  23.  On  peut,  en  ce  qui  concerne  l'accélération,  se  poser  un  pro- 

*^^  blême  analogue  à  celui  que  nous  avons  traité  pour  la  vitesse  et  cber- 

sur  lés  ^^^^  ®^^  projections  sur  les  tangentes  aux  courbes  des  coordonnées 

tangentes  supposées  quelconques. 

ux  courbes  de       Reprenons  les  notations  du  n»  20.  La  projection  sur  la  tangente  A. 
îoordonnées.      /  i,       ,.,     ,. 

de  1  accélération  aura  pour  expression 

d^x  d^y  d^z 1     /dxd^x       dyd^y       âz  d*z\ 

"'   d?  '^  ^'1?'^  ^''dt}~y^  \dq,  'dt^  '^  Jq.'dt'  '^  Jq,  dt*)' 

Calculons  la  quantité  entre  parenthèses;  on  a  identiquement 

àx      d^x  ây  d^y        âz  d*z 

âÇi      dt'  ôq^  dt^        dqy  dt* 

d   /âx  dx        dy  dy        âz  dz\ 

dt  \dq^  dt        àqi  dt        âq^  dt/ 

(dx  d    âx        dq  d   dy        dz  d   âz\ 
dt  dt  àq^        dt  dt  ^q^       dt  dt  dqj' 

mais  la  quantité 

dx  dx        ây  dy        âz  dz 
âq^  dt        âq^  dt        âq^  dt 

a  été  déjà  calculée  à  propos  de  la  vitesse  et  trouvée  égale  à  ——,.  Reste 

le  terme  soustractif;  pour  le  calculer  considérons  l'expression 

^rr.  ,.         ,,         ,o         .        f  ,       dx       ,       dy       ,       dz\ 
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on  a 

àT  ,  âx'          ,  ârj'         ,  àz' 

àq,  àq,             dq,            dq^ 


d'autre  part, 


d'où 


dx     ,        àx     ,        âx     , 
àq^  àq,'        dq. 


dx'  __  d^x     ,  â^x        ,  â^x 

àq,  ~àql'^''^  à^,  àq,  ^^  "^  âq,  âq 

expression  qui  peut  s'écrire  aussi 


on  a  donc 


d  /dx\, 

^di\â^J' 


àx'  ,  ây'         ,  âz' 

àqi  àq^  ây^ 

dx  d   /dx\        dy  d  /ày\        dz  d   /àz\ âT 

dt  dt  \àqj        dt  dt  \OqJ        dt  dt  \àqj       dqy 

D'où  finalement  cette  expression  de  la  projection  de  l'accélération 
sur  l'axe  Aj, 

yYydtXdq'J        dqj 

et  deux  expressions  analogues   pour  les    projections  sur   les  deux 
autres  tangentes  A,,  A3. 

Ce  qu'il  faut  remarquer  dans  cette  expression,  c'est  qu'elle  ne  met 
en  jeu  que  la  forme  du  ds*  de  l'espace  rapporté  aux,  coordonnées 
<?i,  q^^  qr 

Applications.  —  Appliquons  aux  coordonnées  polaires  dans  le 
plan. 


1T  =  r'^  +  r'ô'^ 

on  a  donc  pour  expression  des  projections  de  la  vitesse  sur  le  rayon 
vecteur  et  la  tangente  au  cercle  coordonné 

dr'  \    d 

-]-  —  rO''  =  r"  -  rO'^        -  ^  (r'O')- 
dt  r  dt 
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Pareillement  en  coordonnées  polaires  dans  Vespace,  on  trouve 

2T=r:r'*  +  r'O'*  +  r' sin'85'% 
et  pour  les  projections  de  l'accélération 

sur  Al  :         r"  —  r  (0'' +  sin^  0»'') 

1    d 

sur  Aj  :         -  —  (r'O')  —  r'  sin  0  cos  0  9", 

1        d 

sur  A,  :         — : — ;  -r-  ()•'  sin*  ô  ©'). 
r  sm  6  a  t 

En  coordonnées  cylindro-polaires  on  a 

2T  =  r"  +  r'Ô'*  +  z'% 

les  tangentes  sont  :   A,  le  rayon  vecteur,  A,  la  tangente  au  cercle 
coordonné,  A3  la  parallèle  à  Oz. 
Les  projections  de  l'accélération  ont  pour  expressions 


sur  Aj  : 

r'  — rO'% 

sur  Aj  : 

:..^o->. 

sur  Ao  : 

z\ 

24.  Donnons  quelques  exemples  de  mouvemen's  simples  : 

Le  plus  simple  de  tous  est  le  mouvement  recliligne  et  uniforme, 

qui  est  celui  d'un  point  qui  se  meut  sur  une  droite  avec  une  vitesse 

constante  v.  De  l'équation 

ds 

-—  =  V 

dt 

on  lire 

s  =  vt  +  constante, 

ou  en  comptant  le  chemin  rectiligne  à  partir  de  h.  position  occupée 
à  l'époque  t  =zO  par  le  mobile, 

s  r=  vt. 

La  longueur  et  la  direction  du  segment  vitesse  sont  invariables,  en 
sorte  que  dans  ce  cas  le  point  U,  qui  décrit  en  général  l'hodographe, 
est  immobile.  L'accélération  est  nulle;  et  réciproquement,  si  l'accé- 
lération est  nulle,  U  est  immobile  et  la  vitesse  a  une  grandeur  et  un 
sens  invariables. 
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Cette  propriété  du  mouvement  rcctiligne    uniforme  d'avoir  une 
accélération  nulle  rend  très  important  son  rôle  en  dynamique. 
Déviation.  Considérons  deux  positions  consécutives  P,  P'  d'un  mobile  sur  sa 

trajectoire,  positions  qui  correspondent  aux  épo- 
ques t  et  t  +  M.  Soit  PV  la  tangente  en  P  à  la 
trajectoire  et  v  la  vitesse  que  possède  le  mo- 
bile lors  de  son  passage  en  P,  vitesse  que  nous 
supposerons  géométriquement  représentée  par 
le  segment  PV.  Si  pendant  le  temps  \t  le  mo- 
bile avait  conservé  la  vitesse  v  en  se  déplaçant 
sur  la  tangente,  il  serait  parvenu  en  un  point  S 
Fig.  31.  de  cette  droite  tel  que  PS  et  le  segment  P  V  aient 

le  même  sens  et  que  la  longueur  de  PS  soit  égale  à  celle  de  PV  mul- 
tipliée par  At, 

long  PS  =  long  PVXAf. 

Les  projections  de  PV  étant  x' ,  y',  z' ,  celles  de  PS  seront  donc 
x'  It,  y'  It,  z'  It  et  les  coordonnées  du  point  S  seront 

X  +  x'  It,       y  +  y'  \t,       z  +  z'  \t. 

Mais  le  mobile  se  meut  en  réalité  sur  la  trajectoire;  il  est  en  P'  et 
non  en  S;  SP'  est  la  déviation  entre  le  mouvement  effectif  et  le 
mouvement  rectiligne  et  uniforme  que  nous  venons  de  définir. 
Calculons  cette  déviation  SP'  ou  plutôt  ses  projections  surOx,Oy,  Oz. 
Les  coordonnées  de  P'  sont  x  +  \x,  y  +  \y,  z  +  Iz,  on  a  donc 


or 


donc 


et  de  même 


proj,,  SP'  ■—  (x  +  Ix)  —  {x  +  x'  \t) 


Ix  =  x' \t  +  x'  —-  +  x"  —-  -f 
2  b 


proj,  SP'  r=  Ax  —  a;'  At  ==  ce'  -—  -t-  ..., 


proj,  SP'  =  \y  -  y'  Ai  =  y"  ^  +  ..., 


proj,  SP'  =  Az  —  z'  At  =  z"  ^  -^  .... 
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En  conséquence  SP'  est  égal,  an  troisième  ordre  près,  au  produit 
de  l'accélération  MJ  par  — -;  ou  encore  la  limite  du  quotient  géomé- 
trique 

SF 


est  égale  à  MJ. 

Ce  qui  veut  dire  queSP'  a  pour  direction  et  sens  limites  la  direction 
et  le  sens  de  l'accélération  et  que  sa  longueur  divisée  par  -  At*  a  pour 
limite  la  longueur  même  de  l'accélération. 

On  voit  que  l'existence  de  la  déviation  fait  qu'un  mouvement  n'est 
pas  rectiligne  et  uniforme,  car  dans  le  mouvement  rectiligne  et  uni- 
forme et  dans  ce  mouvement  seul  elle  est  constamment  nulle. 

On  donne  généralement  le  nom  de  mouvement  uniforme  à  tout 
mouvement  dont  la  vitesse  v  est  constante.  Dans  ce  cas,  l'arc  par- 
couru dans  le  temps  t  a  pour  expression 

s  =  vt. 

L'accélération  tangentielle  est  nulle,  et  l'accélération  se  réduit  au 

v^ 
segment  —  porté  par  la  normale  principale. 

Un  cas  simple  et  important  est  celui  du 
mouvement  uniforme  d'un  point  sur  une  cir- 
conférence de  cercle. 

Soit  Pq  la  position  initiale,  c'est-à-dire  la 
position  du  mobile  à  l'époque  t  =  0;  P  la  posi- 
tion à  l'époque  t,  la  vitesse  v  étant  constante, 
s  est  égal  à  vt. 


l'arc  PqP 


Fig.  32. 


s  =:  vt. 


Considérons  le  cercle  de  rayon  1  concentrique  au  cercle  proposé, 
Qq,  Q  les  points  de  ce  cercle  sur  les  rayons  aboutissant  en  P^  et  P; 
appelons  0  l'arc  Q^Q  qui  mesure  l'angle  Q^OQ.  On  a  évidemment, 
R  étant  le  rayon, 

s  =  R6, 
d'où  résulte 
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V 


L'arc  0  parcouru  par  le  point  Q  est  proportionnel  au  temps.  La 

r/ft 
vitesse  —  du  point  Q  sur  le  cercle  qu'il  décrit  est  constante  et  égale 

V 

à  —  ;  c'est  ce  que  l'on  appelle  la  vitesse   angulaire   du  point  P. 
Désignons  par  w  cette  vitesse  angulaire  ;  on  a 


Mouvcmont 
oscillatoire. 


d'où  V  =  wR,  en  sorte  que  deux  points  animés  d'une  même  vitesse 
angulaire  sur  deux  cercles  de  rayons  dilTérents  ont  leurs  vitesses 
proportionnelles  au.x  rayons  des  cercles  qu'ils  décrivent. 

Cherchons  l'accélération  de  ce  mouvement  :  L'accélération  normale 
subsiste  seule  et  est  égale  à 

R=-R-  =  "^- 
Donc  : 

Lorsqu\in  point  décrit  un  cercle  d'un  mouvement  uniforme,  il 
po'Scde  une  accélération  dirigée  vers  le  centre  égale  à  co^R. 

Pour  cette  raison  cette  accélération 
est  quelquefois  appelée  centripète. 

Soit  toujours  un  point  M  décrivant 
un  cercle  d'un  mouvement  uniforme  et 
appelons  AA'  un  diamètre  du  cercle. 
Comptons  les  arcs  à  partir  de  A  dans  le 
sens  du  mouvement  ;  soient  P  la  posi- 
tion du  mobile  à  l'époque  t  et  ç  l'angle 
A  OP. 
Si  Ço  est  la  valeur  de  s  à  l'instant  initial  t  =:  0,  on  a 

ti)  étant  la  vitesse  angulaire.  On  trouve  alors,  en  projetant  P  en  P, 
sur  OA  et  désignant  par  x  la  distance  OP,  comptée  positivement 
de  0  vers  A, 

X  =  R  cos  tp  =  R  cos  (lo  t  +  cpo). 


Fig.  33. 
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La  nature  du  mouvement  de  P^  est  remarquable.  11  est  périodique, 
car  cos  ç  variant  de  +  1  à  —  i,  x  varie  de  +  R  à  —  R,  et  le  point  Pj 
oscille  de  A  à  A'. 

Lorsque  le  point  P  décrit  la  circonférence,  il  passe  par  deux 
positions  pour  lesquelles  sa  projection 
est  en  Pj ,  le  point  P  et  le  point  P'  symé- 
trique du  précédent  par  rapport  à  AA'. 
Les  valeurs  de  9  correspondantes  sont, 
à  un  multiple  de  2?:  près,  égales  et  de 
signes  contraires;  il  en  résulte  que  les 
vitesses  de  Pj  relatives  à  deux  passa- 
Fig.  34.  ges    consécutifs    sont   aussi    égales    et 

de  signes  contraires  puisque 

dx 


dt 


=  —  Ro)  sin  (S. 


^T. 


La  durée  d'une  oscillation  complète  est  — "  =  T,  en  sorte  qu'en 

(0 

remplaçant  w  par  sa  valeur  tirée  de  cette  équation,  on  peut  écrire 


a;  =  R  cos 


(¥ 


+  ?o 


Les  mouvements  de  cette  forme  se  présentent  souvent  en  physique; 
T  a  reçu  le  nom  de  période. 

Considérons  encore  une  hélice  ayant  OZ  pour  axe.  Supposons  que 
par  un  tour  complet,  de  gauche  à  droite,  pour  un  observateur 
traversé  par  OZ  des  pieds  à  la  tête,  le  point  P  s'élève  de  la  quan- 
tité 27;/i;  a  est  le  rayon  du  cercle  de  base. 

Les  équations  qui  représentent  l'hélice  sont 

!£c  =  a  cos  6, 
y  =  a  sin  0, 
z  =  /lO. 

Cherchons  à  représenter  le  mouvement  uniforme  d'un  point  sur 
cette  hélice. 
On  a  d'abord 

dx"  +  dy'  +  dz*  =  (a'  -\-  h')  d6%     d'où    v'  =  (a'  -+-  /i*)  U  J  ; 
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donc,  si  la  vitesse  est  constante,  -r-  est  constant.  Posons 

de 

— -  :r=  0)  =  constante: 
dt 

on  a 

6  =  to  e  +  Oo, 

où  Go  est  la  valeur  de  6  pour  t  :=  0. 
Il  vient 

/  X  ■=  a  cos  {wt  +  6o), 
I  y  =  a  sin  ((,)i  +  Oo), 
(   z  =h  {lût  +  Oo), 

-,—  =  —  a(ô  sin  (o)t  +  0^), 

dy 

■-,—  =  ao)  cos  (wt  +  GJ, 

dt 

On  voit  d'abord  que  la  projection  du  mobile  sur  l'axe  est  animée 
d'un  mouvement  uniforme.  Pareillement  sa  projection  sur  le  cercle 
de  base  a  pour  coordonnées  x,  y,  0,  et  la  vitesse  de  cette  projection 
est  é'''ale  à 


d'où 


v/(S'-(-J)'=- 


elle  est  constante. 

L'accélération  se  calcule  sans  peine;  on  trouve 

d^  X  d^  u  d^  z 

—  —  —  aw^  cos  {lût  +  6o),  ^  =  —  aw''  sin  (wt  +  Go)  -^  =  0  ; 

elle  est  dirigée  suivant  la  perpendiculaire  à  OZ  issue  du  point  P;  on 
sait,  en  effet,  que  cette  perpendiculaire  est  la  normale  principale  de 
l'bélice;  de  plus  elle  a  pour  valeur  aw*;  elle  est  égale  aussi  à 

R  ~  R 

En  égalant  ces  deux  expressions  on  trouve 

1  a  ^,  h^ 

U       a'  +  /r  a 
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ce   qui  est   l'expression  connue  du  rayon  de  courbure  de  l'hélice 

circulaire. 

Mouvement          Parmi  les  mouvements  non  uniformes,  les  plus  simples  sont  les 

ireciiligno       mouvements  rectilignes  uniformément  variés.   Pour  ces  mouve- 
■lifoi'inéinent  i       i>        ■\-      i-  •  ,  ,    ■     >    , 

varié  ments,  1  accélération,  qui  se  réduit  a  la  composante  tangentielle,  est 

constante  en  grandeur  et  direction. 

Si  le  mobile  se  meut  dans  le  sens  de  l'accélération  le  mouvement 
est  uniformément  accéléré;  il  est  uniformément  retardé  dans  le  cas 
contraire. 

Rappelons  que  l'espace  x  est  lié  au  temps  par  la  formule 

où  Y  est  la  valeur  constante  de  l'accélération,  v^,  x^  les  valeurs  de  la 
vitesse  et  de  x  pour  t  =  0. 

En  effet,  on  a  par  hypothèse,  y  désignant   l'a .célération  constante, 

(i^x 

d?  ""'''' 

d'où  par  intégrations  successives 

dx  1      , 

—  =  Yf  +  Vo>       x  =  -^t^  +  v,t  -{-  X,. 

On  voit  que  dans  ce  mouvement  la  vitesse  varie  de  quantités  égales 
dans  des  temps  égaux  quelconques. 

Ce  mouvement  joue  un  rôle  important  dans  la  théorie  de  la 
pesanteur. 
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CHAPITRE  III 

Du  changement  de  système  de  comparaison. 
Mouvement  relatif. 


25.   Si  au  lieu  de  comparer  un  point  mobile  M  à  un   système 

invariable  ^  on  le  compare  à  un  autre,  Sj,  on  sera  conduit  à  une 

nouvelle  notion  du  mouvement  de  M  ;  on  aura  à  considérer  d'autres 

éléments  géométriques  et  mécaniques.  Les  éléments  primitifs  et  les 

nouveaux  ne  sont  pas  indépendants;  proposons-nous  de  passer  des 

uns  aux  autres. 

louverncnt         Soient  T^  un  trièdre  trirectangle  lié  invariablement  à  2j,  T   un 

lun  système     trièdre  trirectangle  lié  invariablement  à  i.  Soient,  à  l'époque  t,  a, 

.      h,  c,  les  coordonnées  de  l'origine  de  T  par  rapport  à  T^,  et 


X 

y 

z 

X, 

a 

a' 
a' 

,8' 

^1 
ï 

y' 

y' 

le  tableau  des  cosinus  directeurs  des  axes  du  trièdre  T  par  rapport  à 
ceux  du  trièdre  Tj  ;  appelons  P^  le  point  lié  à  Tj  avec  lequel  le  point 
mobile  M  coïncide  à  l'époque  l;  P  le' point  lié  à  T  avec  lequel  M  coïn- 
cide au  même  instant;  ce,,  y,,  z,  les  coordonnées  de  P,  par  rapport 
à  Tj,  X,  y,  z  celles  de  P  par  rapport  à  T.  Puisque  P  et  P,  coïncident 
à  l'époque  t,  on  a 

/   X,  =  a  +  OLX  -i-   cl'  y  -V-  a"z, 

(1)  \   y^  =  h   -h   ^x  +   ^'y  -f-  ^"z, 

\   z^  z=  c    -t-  -^'X  •+   y')/  +  y"^* 
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Si  le  point  mobile  M  est  fixe  par  rapport  au  trièdre  T,  les  coordon- 
nées X,  1/,  z  sont  invariables;  a,  b,  c,  a,  P,  -(,  a  ,  ^' ,  y',  a",  ^",  Y 
sont  fonctions  du  temps,  et  les  formules  précédentes  fournissent  à 
chaque  instant  t  la  position  de  n'importe  quel  point  de  l'espace  E  lié 
au  système  i:  dans  l'espace  E,  lié  au  système  l^■,  elles  définissent 
donc,  quand  on  fait  varier  t,  un  mouvement  de  l'espace  E  dans 
l'espace  E^. 

Nous  arrivons  ainsi  à  définir  avec  précision  le  mouvement  d'un 
système  invariable  Z  par  rapport  à  un  autre  Zi- 


Notion  de  la  composition  des  vitesses. 

Proposons-nous  maintenant  de  résoudre  la  question  suivante  :  on 
connaît  1°  le  mouvement  de  2  par  rapport  à  i,  (c'est-à-dire  les  quan- 
tités a,  b,  c,  a,  i^,  Y,  a',  ^'.  ïS  «%  ^\  ï"  en  fonction  du  temps); 
2»  le  mouvement  d'un  mobile  M  par  rapport  au  système  Z;  trouver  la 
vitesse  de  M  dans  son  mouvement  relativement  au  système  Sf 

Différentions  les  équations  (1)  par  rapport  au  temps,  nous  avons 


dt 

+ 


dx,       Fda       dx  do.'  dx     ~\ 

_dt       dt  dt  ^        dt     _] 

~    dx       'J^  dy  dz'l 

J'Tt^^Tt  -^^^dt} 


(2) 


dy^_rdh       ^^  ^  ^ 

'dt~[_dt   '^  dt'''^   dt  '-^  ^   dt 

-^[^Tt-^^'  Tt-"-^  dïj 

dz,        rdc        dy  dy'  dy'    H 

r    dx         ,  dy  dz'l 

Vitesse  Rappelons  que  nous  avons  désigné  par  M  le  mobile  et  par  P  le 

d'entraîné-  point  du  système  Z  avec  lequel  M  coïncide  à  l'époque  T.  Dans  le  mou- 
vement d'ensemble  de  2  par  rapport  à  l^,  le  point  P  a  une  certaine 
vitesse  V^,  que  l'on  appelle  la  vitesse  d'entraînement;  désignons  par 


ment. 
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V  la  vitesse  de  M  dans  son  mouvement  relativement  au  système  1  ; 
enfin,  soit  \^  sa  vitesse  par  rapport  au  système  I^. 

Les  coordonnées  de  P  par  rapport  àT  sont  invariables  et  égales  aux 
valeurs  actuelles  x,  y,  z  des  coordonnées  du  point  M.  Les  projections 
de  \\,  sur  les  axes  0^x^,  O^y^,  0^z^  du  trièdre  T^  sont  donc 


(3) 


/ 

Ve, 

i^ri   ^ 

da 
dJ 

+ 

da 
dt 

+ 

da' 
dt^ 

4- 

da" 

V. 

Vt  —^ 

db 
dt 

+ 

d3 

dt  "" 

+ 

d^' 

-dt^ 

+ 

d^' 
dt 

2, 

( 

Ve, 

*1  ^^ 

de 
dt 

+ 

dy 

+ 

di 
dt'J 

+ 

d/ 
dt 

Z. 

projections 

de  V 

sur 

les 

;  axes 

de  T  sont 

-  " 

d. 

B 

dy 

dz 

dt         dt        dt' 

les  projections  de  V  sur  les  axes  du  trièdre  T,  sont  donc 

_-  dx         ,  dy         ,,  dz 

dt  dt  dt 

/#\  7      -rr  r.    dx  „  ,     d  ?/  „„     dS 

^  dx  ,  dy         , dz 

Enfin  les  projections  de  Vj  sur  les  axes  de  T^  sont 

^'-'-■dF'  ^'-'--dl'  ^'"^--Jt 

Il  vient  donc,  en  comparant  les  formules  (2),  (3)  et  (4), 
(5)  V,..  =  V,,.,  +  V..,    V,„  =  Ve„.  +  V,.,    V,..  =  V.,..  +  V... 
Ces  équations  sont  équivalentes  à  l'équation  géométrique  unique. 

v:  =  V  +  v,. 


lelat  on  entre        rv    i  '        i-ux     ' 
,  De  la  ce  théorème 

la 


itesse absolue,       Quand  OU  passe  du  mouvement  d'un  point  M  par  rapport  à  un 

la  vitesse       système  2  au  mouvement  par  rapport  à  un  autre  système  1.,  la 
relative  et  la  j.  j.  m. 

itesse d'entraî-  '^^^(^sse  de  M  par  rapport  à  Sj  est  la  somme  géométrique  de  sa 
nement.        vitesse  par  rapport  à  Z  et  de  la  vitesse  d'entrainement,  c'est-à-dire 
Cinématique.  9 
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de  la  vitesse  par  rapport  à  2,  du  point  VdeZ  avec  lequel  coïncide 
le  mobile  à  l'époque  considérée. 

Appelons  absolus  les  mouvements  rapportés  à  un  trièdre  déter- 
miné Ti,  arbitrairement  choisi,  du  reste;  appelons  vitesse,  accéléra- 
tion, trajectoires  absolues  les  éléments  relatifs  à  de  tels  mouvements. 
Alors  V^  est  la  vitesse  absolue,  V  qui  est  la  vitesse  par  rapport  au 
trièdre  T  s'appellera  si  l'on  veut  la  vitesse  relative,  et  à  l'aide  de  ces 
définitions  on  peut  énoncer  le  théorème  précédent  en  disant  que  la 
vitesse  absolue  est  la  somme  géométrique  de  la  vitesse  relative  et 
de  la  vitesse  d'entrainemeiit.  Mais  il  ne  faut  attribuer  à  ces  termes 
absolu,  relatif  qu'un  sens  purement  conventionnel,  car  le  mouvement 
par  rapport  à  T^  n'est  ni  plus  absolu,  ni  moins  relatif  que  le  mouve- 
ment par  rapport  au  trièdre  T. 

On  donne  quelquefois  au  trièdre  T  le  nom  de  trièdre  mobile;  bien 
que  T  et  T^  soient  également  mobiles  l'un  et  l'autre,  leur  mouvement 
ayant  été  défini  comme  un  changement  de  leurs  positions  relatives. 

Il  n'est  pas  mauvais  cependant  de  rompre  la  symétrie  de  langage 
en  vue  des  applications  ultérieures. 

t>rojection3         26.  C'est  encore  en  vue  de  ces  applications  que  nous  mettrons  les 

de  la  vitesse     formules  précédentes  sous  une  autre  forme,  en  projetant  la  vitesse 

sur  les  axes     ^^^^^^^  ^r  j^  vitesse  d'entraînement  V,  et  la  vitesse  relative  V,  sur 
mobiles.  "' 

les  axes  mobiles.  On  a  trouvé 

donc,  en  projetant  sur  les  axes  du  trièdre  T, 
V      =  V      -4-  V,.  ., 

Va,  y  ^^^    *e,  2/   +     *  r,y) 
V„,,  =  Ve,.  +  V,,,. 

6n  a  vu  que  les  projections  sur  les  axes  de  T^  du  segment  V,  sont  : 
da       dfx  d%  dct." 

''■"^Tt^Tt^^-dïy-^-âï'' 
de       dr  dy'  d^ 


CttAP.  III.  —  DU    CHANGEMENT   DE   SYSTEME   DE   COMPARAISON.      ^3 

la  projection  de  V,,  sur  Ox  est,  par  suite, 

- —        /    da        ^  dh  dc\ 

"'■'=[' Tt  ^  ^  di  ^ '<  Tt) 

\     dt        ^  dt         ^   dtj 
l    da'         „  dû'  dy'X 

^V-di^^—t-^^iï)'^ 

(    da'  d^'  di'\ 

^K-di-^^iTt^^^ii)'' 

Nous  poserons  : 

da       r,    dh  de       ^ 

"Tt-*-^  dê  +  Y  dï  =  ^' 

,  da        ^,  db         ,  de 

"  dl+^dl  +  f  37  =  "' 


da  dh         ^^  de 


et  observant  que 


^«  -\-  Y*  =  1,      «'«  +  3"î  +  y'2  —  1^      «"!  +  ^n  ^  Y'  =  1, 
aa'   +  Pli'    +  yy'   =0, 
aa"   +  P[i"   4-  Yï'  —0, 
a'a"+  P'^'  +  y'/^O, 


on  aura 


da        -  d3  dY       ^  ,  da'        „,  d^'  ,  dy'        ^ 

^dê^^dl-^^dl-^'       ^1^-^^    dl-^-^    dî==^' 

di  ^  '^  dt   ^  ^    dt  ""    ' 
/      da'        ^    d3'             dY'\        /  ,   da         „,   ct^  ,   dyX 

/  „   da        „,   d3  ,   dY\        /      da"        ,    dp*  dy'X        ^ 
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Ces  équations  nous  permettent  de  poser  : 

i"  "rfi^^  dF^' <<(;-    y-  dt^^  dt^^  dt)  ^' 

et  nous  aurons  ainsi  : 

un  calcul  tout  pareil  donnera 

Ve.i,  =  '0  +  rx  —  pzj 
Ve,.-=  !;+;'!/  — gœ; 
on  a,  du  reste 

do;  dy        .     _dz 

Formules       il  vient  donc  en  définitive  : 
fondamentales.  , 

dx 
\a.x  —  ^  +  qz  —  ry  + -;^' 

dy 

\„,y  =  'ri  +  rx—pz  +  — > 

formules  fondamentales  d'où  se  déduit  très  aisément  toute  la  ciné- 
matique géométrique. 
Interprétation        On  peut  faire  dès  à  présent  une  remarque  importante  concernant 

des  projections  ,g  mouvement  d'un  système  invariable.  La  vitesse  d'entraînement 
de  lîi  vitp^sG 

d'entraîné-      ^^'"'^  P^^"^  ^  (^'  ?/'  ")  ^^^  donnée  par  les  formules 
ment. 

1Vc,x  =  ^  +  qz  —  fy, 
Ve,,  =  î;  4-  Tpy  —  qx; 

considérons  le  système  de  segment  S,  ayant  pour  coordonnée^ 

Pj  <Z»  ^,  ?j  'Ij  ?' 
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On  voit  que  Ve,^,  Ve,y,  Ye,z  sont  les  projections  du  moment  résul- 
tant de  S  au  point  P. 
On  peut  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Dans  tout  système  invariable  en  mouvement  il  y  a  à  chaque 
instant  un  système  de  segments  S  dont  le  moment  résultant  en  un 
'point  quelconque  représente  la  vitesse  d'entraînement. 

Le  théorème  est  un  résultat  de  calcul  ;  aussi  restera-t-il  purement 
formel  tant  que  nous  n'aurons  pas  découvert  la  iiature  des  segments 
qui  peuvent  constituer  ce  système  S. 

Nous  ne  le  pourrons  qu'après  avoir  exposé  la  théorie  des  rotations. 

Faisons  auparavant  quelques  remarques  sur  le  théorème  de  la 
composition  des  vitesses  que  nous  venons  de  démontrer. 

Supposons  que  l'on  ait  plusieurs  systèmes  invariables  S^,  2j,  Z3,  2„ 
en  mouvement,  les  uns  par  rapport  aux  autres,  et  soit  M  un  point 
mobile  par  rapport  à  Zj.  A  l'époque  t  considérée,  le  mobile  M  coïncide 
avec  un  point  Pj  de  2^,  avec  un  point  P^  de  2j,  ...  avec  un  point 
P„_i  de  In-i'      _ 

Désignons  par  v^  la  vitesse  du  mobile  par  rapport  au  système  Sj, 
par  ^2  la  vitesse  du  point  P^  de  Ej  dans  le  mouvement  relatif  de  Zj 
par  rapport  à  Zj,  par  v^  la  vitesse  du  point  P^  de  2^  dans  le  mouve« 
ment  relatif  de  Ej  par  rapport  à  Zj,  ...,  par  v^  la  vitesse  du  point  Pi_i 
de  2,_i  dans  le  mouvement  de  2<_i  par  rapport  à  2^ ...  et  finalement 
par  v„  la  vitesse  du  point  P„_i  de  2„_i  dans  le  mouvement  de  2„_i 
par  rapport  à  2„. 

Nous  avons  appelé  v^  la  vitesse  de  M  par  rapport  au  système  2j  ; 
appelons  vl  la  vitesse  du  mobile  M  par  rapport  au  système  2^.  On  a, 
par  application  du  premier  théorème 

V'n  =  V'n-i   +  V„ 

qui  exprime  que  la  vitesse  de  M  par  rapport  à  2„  est  la  somme 
géométrique  de  sa  vitesse  K_i  par  rapport  à  2„_i  et  de  la  vitesse 
d'entraînement  i'„. 

On  aura  de  même,  en  appliquant  ce  théorème  au  mouvement  de  M 
par  rapport  à  2„_2  et  2„_i, 

V'n^l  =  y;,_2  +  Vn-l 

et  ainsi  de  suite 

v'i  =  v'i  _  1  +  t'i 


et  finalement 


d'où,  par  addition, 
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V,  =  V.  +  t' 


+  v„ 


Ainsi  la  vitesse  de  M  par  rapport  au  système  2„  est  la  somme 
géométrique  de  la  vitesse  du  point  M  par  rapport  à  2,  et  des  vitesses 
d'entraînement  consécutives  de  l^  par  rapport  à  2j,  de  2j  par  rapport 
à  Ijy  ...,  de  2„_i  par  rapport  à  2„. 

Nous  sommes  actuellement  en  mesure  de  parler  de  la  composition 
des  vitesses  et  d'expliquer  ce  que  l'on  entend  quand  on  parle  d'un 
mobile  animé  à  la  fois  de  plusieurs  vitesses.  Cette  locution  signifie 
toujours  que  le  point  matériel  se  trouve  d'abord  rapporté  à  un 
système  2,  mobile  par  rapport  à  un  autre  2j,  ...  jusqu'à  un  système 
2„  auquel  on  veut  rapporter  finalement  le  mouvement  du  point  M. 

Exemples.  I.  Soit  un  point  mobile  M  dans  un  plan,  soit  A  la  parallèle  k  Ox 

menée  par  le  point  M.  On  peut  regarder 
le  mouvement  du  point  M  dans  le  plan 
xOy  comme  résultant  du  mouvement  de 
M  sur  A,  tandis  que  A  se  déplace  en  res- 
tant parallèle  k  Ox,  pendant  que  son 
point  0'  glisse  sur  Oy. 

La  vitesse  de  M  par  rapport  au  système 

d'axes  xOy  sera  la  somme  géométrique 

de  sa  vitesse  u,  sur  A  et  de  la  vitesse 

d'entraînement  v^  de  M,  c'est-à-dire  de  la 

vitesse  du  point  P  de  A,  avec  lequel  M  coïncide  à  l'instant  considéré. 

La  vitesse  v^  est  le  segment  M  V^  mesuré  par  —  où  x  est  le  nombre 

qui  mesure  O'P,  De  même,  il  est  clair  que  dans  le  temps  dt  tous  les 
points  de  A  décrivent  des  segments  égaux  infiniment  petits  parallèles 
à  Oy,  la  vitesse  d'entraînement  est  donc  la  vitesse  du  point  0'  sur 

Ow,  c'est-à-dire  ~  - 
dt 

La  vitesse  de  M  dans  le  plan  est  la  somme  géométrique  de  deux 
■  —^        ■  —  doc  du 

segmentsMVj,  M  V^  parallèles  à  Occ,0?/ et  mesurés  par— -» —:  nous 

dt    dt 
interprétons  ainsi  d'une  nouvelle  manière  les  projections  de  la  vitesse 

sur  les  axes  de  coordonnées. 


V 

M 

0' 

p 

X 

0 

X 

Fig.  3â 

. 
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II.  Appliquons  le  même  raisonnement  au  cas  du  mouvement 
d'un   point  dans  l'espace. 

Soit   x' 0' y'   le    plan   parallèle  à  .tO^ 

mené  par  le  mobile  M  ;  soit  A  la  parallèle  à 

Ox  menée  par  M  dans  ce  plan.  On  peut 

regarder  le  mouvement  de  M  par  rapport 

au    trièdre    Oxyz    comme    résultant    du 

mouvement  de  M  sur  A,  tandis  que  A  se 

déplace  en  restant  parallèle  à  0' x'  dans 

le  plan  x'  0' y'  et  que  le  plan  lui-même  se 

déplace  en  restant  parallèle  au  plan  xOy. 

Nous    aurons    ici    à     considérer   trois 

F'^9-  SG.  vitesses  : 

4°  La  vitesse  de  M  sur  A  dirigé  suivant  A,  c'est-à-dire  parallèle- 
dx 
ment  à  0.t  et  égale  à  — -; 
ai 

2°  La  vitesse  d'entraînement  de  M  dans  le  mouvement  de  A  dans 

dv 
le  plan  x'  0'  y',  vitesse  que  nous  savons  déjà  être  égale  à  —  et  paral- 
lèle à  O'y'  (ou  à  Oy); 

3°  La  vitesse  d'entraînement  de  M  dans  le  mouvement  du  plan 

dz 
x'  Oy'  ;  cette  vitesse  est  évidemment  égale  à  —  et  dirigée  parallèle- 
ment à  Oz. 

dx    du    dz  ^    ^      .  ,  , 

Les  projections  -—5  — ->  -—  de  la  vitesse  sur  les  axes  peuvent  donc 
^    ''  dt    dt    dt  ^ 

être  considérées  comme  les  vitesses  dans  trois  mouvements  particu- 
liers dont  la  composition  donne  le  mouvement  du  point  M  par  rapport 
au  trièdre  Oxyz. 

III.  Prenons  encore  les  coordonnées  polaires  dans  le  plan.  On  peut 
regarder  le  mobile  M  comme  se  mouvant  sur  le  rayon  vecteur,  tandis 
que  celui-ci  tourne  autour  de  l'origine. 

La  vitesse  du  mobile  sur  le  rayon  vecteur  est  d'abord  — -  et  est 

dt 

dirigée  suivant  ce  rayon.  La  vitesse  d'entraînement  est  celle  d'un 

point  sur  un  cercle;  elle  est  égale  évidemment  à  r  — -  et  portée  par 

la  tangente  au  cercle  des  coordonnées.  On  retrouve  ainsi  la  vitesse 
d'élongation  et  la  vitesse  de  circulation. 

IV.  L'application  aux  coordonnée.^  polaires  dans  l'espace  se  fait  de 
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dr 


même  sans  difficulté;  on  retrouve  encore  une  vitesse  —  portée  par  le 


de 


rayon  vecteur,  une  vitesse  r  —  suivant  la  tangente  au  méridien, 


r  sin  ô  —  suivant  la  tangente  au  parallèle. 
at 


Applications  géométriques.  —  Théorèmes 
de  Poinsot  et  de  Roberval. 

Théo  ome  27.  On  doit  à  Poinsot  un  théorème  intéressant  qui  se  rattache 

de  I^insot.      d'une  manière  simple  aux  considérations  précédentes. 

Soit  une  surface  S  et  une  normale  NN'  en  un  point  N  de  cette 
surface;  prenons  la  longueur  NN'  constante,  on  sait  que  le  point  N' 
décrit   une  seconde  surface  S'   admettant  également  NN'  comme 
*  normale.  Cette  seconde  surface  est  dite  parallèle  à  la  surface  S. 
Cela  posé,  soit  M  un  point  mobile  dans  l'espace 
et  MN  une  normale  issue  de  M  à  la  surface  S, 
soit  N  le  pied  de  cette  normale;  on  peut  regar- 
der tout  mouvement  de  M  comme  résultant  d'un 
glissement  de  M  sur  la  normale  dont  le  pied  N 
se  déplace  en  même  temps  sur  la  surface  S;  la 
vitesse  relative  est  dirigée  suivant  la  normale  M  N 

et  égale  k—^r  désignant   la  distance  MN; 

la  vitesse  d'entraînement  est,  d'après  la  remar- 

Fig.  57.  que  qui  précède,  tangente  à  la  surface  parallèle 

à  la  surface  S  qui  passe  au  point  M  ;  elle  est  donc  rectangulaire  avec 

MN.  On  peut  conclure  de  là  que  la  projection  de  la  vitesse  du  point 

M  sur  la  normale  est  égale  à  — •  Ce  résultat  généralise  tout  d'abord 

la  notion  de  la  vitesse  d'élongation. 

Montrons  maintenant  comment  il  donne  le  théorème  de  Poinsot  (*). 

Soient  plusieurs  surfaces  S,  S',  S',  ...,  et  un  point  M;  soient  r,  r', 
r",  ...,  les  longueurs  des  normales  menées  de  M  à  S,  S',  S'  ...,  et 
supposons  qu'on  assujettisse  ces  longueurs  à  vérifier  une  équation 

f{r,r',r\...)  =  0; 


(')  Journal  de  V  École  polytechnique,  t.  VJ. 
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le  point  M  décrit  alors  une  surface  2;  la  normale  à  cette  surface 
s'obtient  d'après  la  règle  suivante  : 

On  porte  sur  les  normales  aux  surfaces  S,  S',  S",  ...,  à  partir  de 

M  des  segments  mesurés  respectivement  par  les  nombres  — ^>  — ^,» 

df  '       * 

^— ^>   ...;  la  somme  géométrique  de  ces  segments  sera   dirigée 

suiva7it  la  normale  à  la  surface  2. 

Supposons  le  point  M  mobile  sur  la  surface  Z  et  désignons  par 
v^,  Vj,,  V-  les  projections  de  la  vitesse  sur  les  axes  de  coordonnées; 
soient  \,  jj.,  v  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  surface  S, 
X',  ]x' ,  v'  ceux  de  la  normale  à  la  surface  S',  ...,  la  projection  de  la 
vitesse  sur  la  normale  à  la  surface  S  sera 

\v^  -H  \t.Vy  4-  vv,  =  — 

et  de  même,  en  projetant  sur  les  normales  aux  autres  surfaces, 

d  r' 

*.    U  V  w  ^  ' 


Multiplions  par  —^  -r-?'  -c-?,'  •••et  ajoutons,  il  vient 
•^     ar    or     ar 

\    dr  dr'  dr'  ) 

{    àf         ,   ôf  \ 

f    àf         ,  df  \  df       ^ 

-^VTr-^'^'d?^ )'^  =  d-t='' 

On  voit  que  les  coefficients  de  v^.,  Vy,  v^  sont  les  projections  de  la 

résultante  des  segments  — ^>  — ^7  ...  portés  par  les  normales;  l'équa- 
dr    dr 

tion  précédente  exprime  donc  que  cette  résultante  est  perpendiculaire 
à  la  vitesse  du  point  M;  ce  résultat  étant  indépendant  de  h  courbe 


90  LEÇONS   DE   CINÉMATIQUE. 

que  le  point  M  décrit  sur  la  surface  Z,  on  en  conclut  que  la  résul- 
tante est  normale  à  cette  surface» 

Le  théorème  a  lieu  aussi  dans  le  plan  si  aux  surfaces  S,  S',  ...  on 
substitue  des  courbes. 

Applications.  —  Prenons,  par  exemple,  pour  S,  S'  deux  cercles 
infiniment  petits  de  centre  F,  F',  alors  r,  r'  sont  les  distances  de  M 
à  F,  F',  et  la  méthode  de  Poinsot  nous  donne  la  construction  de  la 
normale  en  coordonnées  bi-polaires. 

On  appliquera  sans  difficulté  cette  méthoJe  au  cas  de  l'ellipse  et  de 
l'hyperbole  par  lesquelles  on  a 

r  ±  r'  =  const.; 

on  reconnaît  ainsi  que  pour  l'ellipse  la  normale  est  bissectrice  de 
l'angle  F' M  F,  et  pour  l'hyperbole,  bissectrice  de  l'angle  supplé- 
mentaire. 

Pour  la  parabole,  il  faudrait  prendre  pour  S  un  cercle  infiniment 
petit  décrit  autour  du  foyer  et  pour  S'  la  directrice  ;  la  propriété  angu- 
laire de  la  tangente  se  déduit  encore  de  la  règle  générale  de  Poinsot. 

Prenons  encore  la  surface  définie  par  l'équation 

r  +  r'  =  r", 

où  r,  r' ,  r'  sont  les  distances  du  point  M  à  trois  points  fixes  F,  F' , 
F";  on  portera  une  même  longueur  sur  MF,  MF',  MF"  (cette 
dernière  en  sens  inverse  de  MF"),  la  normale  est  la  résultante  des 
trois  segments  ainsi  construits;  elle  est  donc  la  bissectrice  intérieure 
du  trièdre  formé  par  MF,  MF'  et  la  direction  opposée  à  MF^ 

Méthode  28.    Au  même  ordre  d'idées  se  rattache  encore  la  méthode  de 

de  Roberval.  construction  des  tangentes  trouvée  en  1636  par  Roberval  et  commu- 
niquée par  lui  en  1640  à  Fermât.  L'exposition  de  cette  méthode  se 
trouve  dans  le  tome  VI  des  anciens  mémoires  de  l'Académie  des 
Sciences.  Elle  a  donné  lieu  à  plusieurs  erreurs.  L'énoncé  donné  par 
Roberval  lui-même  est  inexact;  en  second  lieu,  Montucla,  dans  son 
Histoire  des  mathématiques,  et  Monge,  dans  sa  Géométrie  descrip- 
tive {^),  ont  [reproduit  la  même  erreur  et  ont  donné  des  applications 

(')  Page  91  de  la  5«  édition. 
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fautives  que  M.  Duhamel  a  reclifiées  dans  un  court  et  intéressant 
travail  inséré  au  tome  V  des  Savants  étrangers. 

Soient  F,  F',  F"  ...  des  points  fixes,  r,  r' ,  r\  ...  les  distances  d'un 
point  M  à  ces  points  ;  le  point  M  décrivant  une  courbe,  les  projections 

de  la  vitesse  sur  les  rayons  FM,  FM',  FM",  ...  sont  — >  — >  — >  ••• 

dt     dt     dt 

Si  donc  on  construit  sur  les  rayons  des  segments  MP,  MP',  MP",  ... 

,     ,   dr    dr'     dr" 
proportionnels  à  -7)  ——•,  ——•>  et  si  l'on  mène  en  P,  P',  P",  les 
dt     dt      dt 

plans   normaux   à  ces   segments,  ces    plans   se    couperont    en    un 

point  Q  de  la  direction  de  la  vitesse;  MQ  sera  la  tangente  (^). 

On  peut  évidemment  généraliser   la   construction   de   Roberval. 

Supposons  que  S,  S',  S"  ...  soient  des  surfaces  et  r,  r',  r",  ...  les 

longueurs  des  normales  issues  de  M  à  ces  surfaces.  On  a  vu  que 
dr    dr'    dr'  ,  . 

-TT'  TT'  -77  '  •••  sont  les  projections  de  la  vitesse  sur  les  normales: 
dt     dt      dt  ' 

la  construction  précédente  peut  encore  s'appliquer  à  ce  cas.  Traitons 
quelques  exemples  simples. 

Les  cas  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole  nous  conduisent  à  deux 
segments  égaux  portés  suivant  MF,  MF'  pour  l'hyperbole  et  suivant 
MF  et  F' M  (opposé  à  MF')  pour  TeHipse;  on  a,  en  effet,  dans  le 
premier  cas 

dr       dr' 

Jt~~dt' 

et  dans  le  second  —  = 

dt  dt 

On  retrouve  donc  les  propriétés  angulaires  bien  connues  des 
tangentes  à  ces  courbes. 

Mais  au  lieu  de  prendre  deux  foyers,  on 
peut  prendre  un  foyer  et  la  directrice  cor- 
respondante. Soient  F  et  PD  un  foyer,  et  la 
directrice  correspondante. 

On  a,  en  posant  MF  =  r,  MP  =  r' , 

r  =rz  er' , 

.,  ,  dr  dr'  .  , 

d  ou  -— -  =r  e  •— -  5  et  par  suite   r,  r    sont 
Ftg.38.  dt  dt  ^ 


(')  Roberval  proposait  au  contraire  de  faire  la  somme  géométrique  des  segments 
MP,  MP'.MP",  ... 


I 
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Autre  exemple 

de  l'application 

de  la 

composition 

des  vitesses 

à  la 
constiuction 
des  taiii^rentes. 


proportionnels  à  ^ —  5  — —  ;  on  peut  donc  prendre  pour  segments  à 
^    *^  dt     dt 

porter  sur  les  normales  MF  =  7',  MP  =  r';  la  normale  en  P  à  MP 
est  la  directrice;  elle  est  coupée  en  Q  par  la  normale  au  rayon  FM  ;  ce 
point  Q  appartient  à  la  tangente  qui  est  donc  MQ.  On  retrouve  une 
propriété  de  la  tangente  qui  est  commune  aux  trois  genres  de  coniques. 
Les  règles  de  Roberval  et  de  Poinsot  ne  sont  pas  les  seules  façons 
d'utiliser  la  composition  des  vitesses  dans  la  construction  des  tan- 
gentes et  des  normales.  Je  vais  en  donner  un  exemple. 

Tangentes  aux  conchoides.  —  Soient  un  point  0  et  une  courbe  (A) 
/  que    décrit    un    point  M, 

menons  OM  et  prenons 
MM'  constant;  le  lieu  de 
M'  est  une  courbe  (G)  ap- 
pelée la  conchoide  de  (A). 
Connaissant  la  tangente  à 
\  ,,--''  (A),  on  peut  construire  la 
''Q'  tangente  à  (G). 

Soient  OP   perpendicu- 
laire au  rayon  vecteur,  P 
le  point  où  la  normale  MP 
Fig.30.  à  (A)  coupe  OP,  menons 

OKK'  faisant  un  angle  de  45°  avec  le  rayon  vecteur;  élevons  MK 
perpendiculaire  au  rayon  vecteur,  soit  K  le  point  de  rencontre  de 
cette  droite  avec  OK,  menons  MT  tangente  à  la  courbe  (A)  et  soit  T 
le  point  où  la  parallèle  KT  au  rayon  vecteur  coupe  cette  tangente. 

On  peut  supposer  la  courbe  (A)  parcourue  avec  la  vitesse  MT,  alors 
MK  sera  la  vitesse  de  circulation  et  MQ  =:  KT  sera  la  vitesse 
d'élongation. 

Mais  les  triangles  OPM  et  MTQ,  qui  sont  rectangles,  sont  égaux, 

car  OM  =  MK  =  QT;  donc  OP  =  MQ.  La  vitesse  de  circulation 

étant  MK  =r  OM  =  r,  on  voit  que    notre  hypothèse   revient   à 

supposer  que  l'angle  polaire  6  a  une  vitesse  constante  égale  à  l'unité. 

Considérons  de  même  la  conchoide  et  faisons  une  construction 

semblable;  puisque  —  est  égal  à  1,  la  vitesse  de  circulation  de  M' 

sera  égale  à  OM'  =  M'  K',  et  sa  vitesse  d'élongation  M' Q'  sera  égale 
au  segment  que  détermine  sur  0  P  la  normale  à  la  conchoide.  Or, 
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puisque  MM'  est  constant,  M  et  M'  ont  môme  vitesse  d'élongation; 
donc  M' Q'  =  MQ  et,  par  conséquent,  la  normale  en  M'  détermine 
sur  OP  le  même  seg-ment  OP  que  la  normale  à  la  courbe  (A).  Donc  la 
normale  en  M'  à  la  conchoïde  passe  au  point  P,  ce  qui  donne  la  cons- 
truction classique  de  la  normale  aux  conchoïdes. 

On  démontre  aisément  de  même  les  propositions  suivantes  : 

Les  plans  normaux  à  une  courbe  gauche  (A)  et  à  sa  conchoïde 
(G)  relative  à  un  point  0  de  l'espace  se  coupent  suivant  une  droite 
contenue  dans  le  plan  normal  en  0  au  rayon  vecteur. 

Les  normales  à  une  surface  et  à  sa  conchoïde  relative  à  un 
point  0  de  l'espace  se  coupent  dans  le  plan  élevé  en  0  perpendi- 
culairement au  rayon  vecteur. 
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CHAPITRE  IV 

Mouvement  d'un  corps  solide. 


29.  Nous  avons  parlé  dans  les  paragraphes  précédents  du  mouve- 
ment d'un  système  invariable  par  rapport  à  un  autre  ;  nous  allons 
analyser  en  détail  la  nature  de  ce  mouvement. 

Commençons  par  le  cas  simple  des  rotations. 

Soit  un  axe  A;  concevons  un  observateur  traversé  des  pieds  à  la 
tête  par  cet  axe;  il  y  a  deux  sens  possibles  de  rotations  autour  de  cet 
axe,  on  appelle  direct  celui  qui  s'effectue  de  gauche  à  droite  pour  cet 
observateur. 

On  fait  quelquefois  la  convention  opposée. 

Soit  untrièdre  T^  {Ox^y^z)  et  un  second  trièdre  T  (Oxyz)  ayant 
avec  le  premier  l'axe  Oz  commun. 

Nous  supposons  qu'une  rotation  directe  autour  de  Oz  d'amplitude 

TU 

~  amène  Ox  sur  Oy  et  Ox,  sur  Oj/j.  Soit  9  l'angle  dont  il  faudrait 

faire  tourner  dans  le  sens  direct  Ox^  autour  de  Oz  pour  l'appliquer 
sur  Ox.  Après  cette  rotation,  il  est  clair  que  le  trièdre  T^  coïncide 
avec  le  trièdre  T.  Gela  posé,  imaginons  un  corps  lié  invariablement 
au  trièdre  T,  et  faisons  varier  d'une  façon  continue  l'angle  6,  le 
trièdre  T  et  le  corps  seront,  par  rapport  au  trièdre  Tj,  animés  d'un 
mouvement  de  rotation  continu  autour  de  l'axe  Oz.  La  dérivée 

w  =  —  de  6  par  rapport  au  temps  s'appelle  la  vitesse  angulaire.  Si 

celle  vilesse  est  positive,  0  croit  avec  le  temps,  le  mouvement 
s'effectue  à  l'instant  t  dans  le  sens  direct  autour  de  Oz;  il  a  lieu  dans 
le  sens  inverse  si  w  est  négatif. 
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Soit  un  point  M  dont  les  coordonnées  cylindro-polaires  par  rapport 
au  trièdre  mobile  T  seront  r,  ç,  z;  ses  coordonnées  cylindro-polaires 
par  rapport  au  trièdre  fixe  Tj  seront  r,  ç  +  G,  z. 

Soit  N  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  l'axe  0', 
MM'  la  perpendiculaire  au  plan  mené  par  Oz  et  le  point  M  prise 
dans  un  sens  dextrorsum  par  rapport  à  Oz,  et  enfin  MM'  la  parallèle 
à  Oz  issue  de  M. 

La  vitesse  du  point  M  se  projette  sur  NM,  MM',  MM"  suivant  des 
segments  qui  ont  les  expressions  (n^  20)  : 


dr 

d  (9  +  0) 

dz 

dt' 

'*        dt       ' 

dt' 

dans  la  théorie 
des  rotations. 


lesquelles  dans  le  cas  où  M  est  lié  invariablement  au  trièdre  T  se 
réduisent  aux  valeurs 

0,       wr,      0. 

A-insi  la  vitesse  de  tout  point  M  du  corps  dans  le  mouvement  de 
rotation  autour  de  Oz  est  un  segment  issu  de  M,  normal  au  plan 
mené  par  Oz  et  M,  dextrorsum  avec  Oz  si  m  est  positif  et  sinis- 
trorsum  avec  Os  si  w  est  négatif,  et  dont  la  longueur  est  égale  à 
la  valeur  absolue  de  wr. 

Emploi  Of'  peut  donner  à  ce  théorème  un  énoncé  plus  simple  en  faisant 

des  moments  usage  des  moments.  Portons  sur  l'axe  Oz  un  segment  Q  mesuré 
sur  cet  axe  par  le  nombre  w;  pour  construire  le  moment  de  ce 
segment  Q  par  rapport  à  M  il  faudra  élever  en  M  une  perpendiculaire 
au  plan  mené  par  M  et  Oz  et  construire  un  segment  MV  dextror- 
sum avec  Q  et  de  longueur  égale  au  produit  de  la  distance  r  par  la 
longueur  de  Q.  Ce  segment  MV  sera  donc  mesuré  par  wr  sur  l'axe 
issu  de  M  normal  au  plan  MOZ  et  dextrorsum,  avec  OZ;  on  voit 
(ju'il  n'est  autre  que  le  segment  qui  représente  la  vitesse  du  point  M 
dans  le  mouvement  de  rotation. 
On  a  donc  ce  théorème  : 

Si  un  corps  est  animé  d'un  mouvement  de  rolatio7i  autour  d'un 
nxe  A,  et  si  à  l'instant  t  w  est  la  vitesse  angulaire  de  rotation,  la 
vitesse  de  tout  point  M  du  corps  se  représente  par  le  momc7it,  pris 
par  rapport  au  point  M,  du  segment  Q  mesuré  par  le  nombre  w 
sur  l'axe  A. 
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La  notion  suivante  nous  permettra  d'énoncer  avec  plus  de  précision 
les  propriétés  du  mouvement  d'un  corps  solide. 

Nous  dirons  de  deux  mouvements  différents  imprimés  à  un  corps 
solide  qu'ils  sont  tangents  à  une  époque  donnée  t,  si,  à  cet  instant, 
ils  produisent  dans  le  corps  la  même  distribution  des  vitesses  d'en- 
traînement; si,  en  un  mot,  tout  point  du  corps  a,  à  l'instant  consi- 
déré, la  même  vitesse  dans  les  deux  mouvements. 

Supposons,  par  exemple,  qu'à  un  moment  donné  la  distribution 
des  vitesses  s'obtienne  en  prenant  les  moments  d'un  segment  il  par 
rapport  aux  divers  points  du  corps.  A  ce  moment  tout  se  passe,  en  ce 
qui  concerne  les  vitesses,  comme  si  le  corps  était  animé  d'une 
rotation  continue  autour  d'un  axe  A  portant  le  segment  ïh  Le 
mouvement  du  corps  possède  à  cet  instant  une  rotation  continue 
ta7igente. 

C'est  là  ce  que  nous  entendrons  encore  en  disant  qu'à  l'époque  t  le 
corps  est  animé  d'une  vitesse  de  rotation  ou,  pour  abréger,  d'une 
rotation  co,  bien  qu'il  puisse  ne  pas  posséder  en  réalité  un  mouve- 
ment de  rotation  continu.  Pour  distinguer  les  simples  rotations 
qui  n'interviennent  pour  ainsi  dire  qu'à  un  instant  du  mouvement 
pour  donner  à  cet  instant  la  distribution  des  vitesses,  on  les  appelle 
quelquefois  rotations  instantanées. 

30.  L'introduction  des  moments  dans  la  représentation  des 
vitesses  d'un  mouvement  de  rotation  est  delà  plus  liante  importance; 
elle  établit  un  lien  étroit  entre  la  théorie  des  segments  et  des 
moments  et  celle  du  déplacement  d'un  corps  solide. 

Concevons  qu'un  système  invariable  soit  animé  à  la  fois  de  plusieurs 
rotations;  cela  signifie  que  par  rapport  à  un  système  Z,  le  système  i 
est  animé  d'un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  A^  avec  la 
vitesse  wp  tandis  que  Z,  est  animé  d'une  rotation  de  vitesse  o)^ 
autour  d'un  axe  A,  par  rapport_^à  un  autre  système  Z^  et  ainsi  de 
suite.  Considérons  les  segments  S^,  S„  ...  qui  représentent  ces  rota- 
tions ;  la  vitesse  d'un  point  quelconque  M  du  système  2]  par  rapport 
au  dernier  système  de  comparaison  est  la  somme  géométrique  des 
moments  dos  segments  S^,  S,,  ...  par  rapport  au  point  M. 

Si  donc  on  considère  le  système  de  ces  segments  SJ,  S^,  ...,  le 
moment  résultant  de  ce  système  par  rapport  au  point  M  représente 
la  vitesse  qui  résulte  pour  M  de  toutes  ces  rotations. 

Cinématique.  7 
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Les  systèmes  de  segments  trouvent  ainsi  une  application  directe 
dans  la  composition  des  rotations. 

Supposons  qu'il  s'agisse  de  deux  rotations  0)p  Wj,  dont  les  axes 
sont  concourants  ;  tout  se  passera  au  point  de  vue  des  vitesses  comme 
si  on  avait  une  rotation  unique  dont  la  vitesse  serait  la  somme  géomé- 
trique des  segments  cop  (ù^.  Cela  tient  à  ce  que  le  moment  de  cette 
somme  géométrique  en  un  point  est  la  somme  géométrique  des 
moments  des  segments  Wj  et  w^. 

La  même  proposition  s'applique  au  cas  de  plusieurs  rotations 
concourantes.  Nous  parvenons  ainsi  à  la  composition  des  rotations 
autour  d'axes  concourants.  Généralement,  supposons  un  même  corps 
soumis  à  deux  systèmes  de  rotations  dont  les  vitesses  angulaires 
sont  représentées  par  les  segmentsSj,  S^,  ...  d'une  part,  et  S[,  Sj,  ... 
d'autre  part.  Si  les  deux  systèmes  de  segments  S^,  S^,  ...  et  SJ,  SI,  ... 
sont  équivalents,  la  distribution  des  vitesses  dans  le  corps  est  la  même 
pour  les  deux  systèmes  de  rotations.  En  effet,  les  deux  systèmes  de 
segments  ont  le  même  moment  résultant  en  tous  les  points  du 
corps. 

Pour  que  le  parallélisme  entre  la  théorie  des  rotations  et  celle  des 
segments  soit  parfait,  il  suffit  d'interpréter  le  couple  au  point  de 
vue  des  rotations. 


Mouvement 

de  translation 

continu. 


'^ 


31.  Pour  y  parvenir,  je  vais  d'abord  définir  une  autre  espèce  de 

mouvement  d'un  corps  so- 
lide, le  mouvement  de  trans- 
lation continu. 

Soit  un  trièdreTj  (Oa?j  1/jC  j) 
que  nous  regarderons  comme 
immobile,  et  un  autre  triè- 
dre  T  {Oxyz)  dont  les  axes 
restent  parallèles  à  ceux  du 
premier,  mais  dont  l'origine 
0  décrit  une  courbe  G.  Ce  se- 
F'^O-  ^0.  cond  trièdre  T  est  dit  animé 

par  rapport  au  premier  d'un  mouvement  de  translation  continu.  La 
translation  est  rectiligne  si  la  ligne  C  est  une  droite;  elle  est  curvi- 
ligne dans  les  autres  cas. 
Appelons  a,  h,  c  les   coordonnées  du    point  0  par  rapport  au 


^0,  (T,) 
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triédre  T^,  et  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  M  par  rapport  au 
trièdre  mobile;  les  coordonnées  de  M  par  rapport  au  triédre  fixe 
seront 

x,z=x  -{-  a,       y^  —  y  +  b,       z^  =  z  +  c; 

si  donc  le  point  M  est  lié  invariablement  au  trièdre  mobile,  les  pro- 
jections de  sa  vitesse  sur  OjCCj,  O^y^,  0^z^  seront 

da    db    de 
dt     dt     dt 

Ces  expressions  sont  indépendantes  du  point  M  choisi  ;  donc  : 

Dans  un  mouvement  de  translation  continu,  les  points  du  corps 
ont  à  chaque  instant  tous  la  même  vitesse  en  grandeur  et 
direction. 

Si  le  mouvement  du  point  0  est  rectiligne  et  uniforme,  sa  vitesse 
est  constante  en  grandeur,  direction  et  sens,  et  il  en  est  de  même  de 
tout  point  du  corps  mobile.  Ainsi,  dans  le  mouvement  de  translation 
continu  rectiligne  et  uniforme,  tous  les  points  du  corps  ont  la  même 
vitesse  constante  en  grandeur  et  direction;  ils  sont  tous  animés  d'un 
mouvement  rectiligne  et  uniforme. 

On  reconnaît  aisément  qu'à  chaque  instant  il  existe  un  mouvement 
continu  de  translation  rectiligne  et  uniforme  tangent  à  un  mouve- 
ment continu  de  translation  curviligne  donné.  Il  suffit  de  considérer 
le  mouvement  de  translation  continu  rectiligne  et  uniforme  qui  a 
pour  vifesse  en  grandeur  et  direction  la  vitesse  actuelle  commune 
à  tous  les  points  du  corps  dans  le  mouvement  de  translation  curvi- 
ligne proposé. 

Les  formules  déjà  écrites 

x^=:x-\-a,       y^=±y-\-b,       z^-=z  +  c 

prouvent  que  tous  les  points  du  corps  décrivent  des  courbes  égales  à 
la  courbe  C. 

Supposons  que,  réciproquement,  un  corps  soit  animé  par  rapport 
au  trièdre  T,  d'un  mouvement  tel  que  à  tout  instant  du  mouvement 
la  vitesse  soit  la  même  pour  tous  ses  points;  le  corps  est  animé  d'un 
mouvement  de  translation  continu. 

Soient,  en  efîet,  0  un  point  du  corps  et  a,  b,  c  ses  coordonnées  par 


Trjnslatiou 
instantanée. 


Couple 
(le  rolalions. 
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rapport  au  trièdre  Tj;  regardons  le  point  0  comme  l'origine  d'un 
trièdre  T  dont  les  axes  soient  parallèles  à  ceux  du  trièdi-e  Tj  ;  appe- 
lons M  un  point  du  corps  et  ce,  y,  z  ses  coordonnées  par  rapport  au 
trièdre  T,  les  coordonnées  de  M  par  rapport  au  trièdre  T^  seront 


x^  =  a  +  X,      y^  —  h-i-y, 


c  +  Zy 


d'où  résulte 

dx^ da       dx 

dt        dt        dt 


dî/j        dh       dy  dz^ de       dz 


dt 


dt  "^  dt 


dt 


dt        dt 


Mais  puisque  le  point  M  a,  par  hypothèse,  même  vitesse  que  le 
point  0  à  tout  instant  du  moment,  on  a 


dt 

da         dyi       dh          dzi de 

~  dt^         dt  ~  dt^         dt  ~~  dt 

d'où  résulte 

dx       dy       dz 
'di~'dt  ~Tt~    ' 

donc  le  point  M  est  lié  invariablement  au  trièdre  T  et  le  mouvement 
du  corps  est  bien  un  mouvement  de  translation  continu. 

Considérons  un  corps  en  mouvement  et  supposons  qu'à  une  époque 
t  déterminée  les  vitesses  de  tous  ses  points  soient  toutes  égales,  paral- 
lèles et  de  même  sens.  Il  existe  un  mouvement  de  translation  continu 
uniforme  qui,  à  l'instant  considéré,  se  trouve  tangent  au  mouvement 
du  corps.  Nous  pouvons  dire,  en  conséquence,  qu'à  cet  instant  le  corps 
est  animé  d'une  vitesse  de  translation,  ou  pjus  simplement  d'une 
translation.  Mais  cet  état  de  distribution  de  vitesses  peut  varier  avec 
le  temps,  et  la  translation  considérée  est  appelée,  pour  cette  rais>on, 
translation  instantanée. 

Une  translation  se  représente  par  une  famille  de  segments  équi- 
pollents  égaux  et  parallèles  à  la  vitesse  commune  à  tous  les  points  du 
corps. 

Il  est  très  aisé  de  concevoir  maintenant  ce  qu'est  un  couple  de 
rotations.  Par  définition  même  du  couple,  le  moment  d'un  tel 
système  est  le  même  en  tous  les  points  de  l'espace.  Donc  un  couple 
de  rotations  a  pour  effet  d'attribuer  à  tous  les  points  d'un  corps  la 
même  vitesse  en  grandeur  et  en  direction. 
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Un  couple  de  rotations  est  ainsi  équivalent  à  une  translation. 
La  famille  de  segments  équipollents  qui  représente  cette  translation 
est  précisément  celle  qui  est  engendrée  par  le  moment  du  couple 
relatif  à  tous  les  points  de  l'espace. 

La  composition  des  couples  correspondra  naturellement  à  la  compo- 
sition des  translations;  si  un  corps  est  animé  à  la  fois  de  plusieurs 
translations  instantanées,  la  distribution  des  vitesses  sera  la  même 
que  s'il  était  animé  d'une  translation  unique  représentée  par  un 
segment  égal  en  grandeur  et  direction  à  la  somme  géométrique  des 
segments  qui  représentent  les  translations  proposées. 


Distribution  des  vitesses  dans  un  solide 
en  mouvement. 


32.  Maintenant  que  le  parallélisme  entre  la  composition  des 
rotations  et  la  théorie  des  segments  est  complètement  établi,  il  reste 
à  voir  quel  rôle  les  rotations,  et  par  suite  les  segments,  peuvent  jouer 
dans  le  mouvement  général  d'un  corps.  Si  tout  mouvement  d'un 
corps  peut,  au  point  de  vue  des  vitesses,  être  regardé  comme  résul- 
tant de  la  composition  de  plusieurs  rotations,  la  théorie  des  rotations 
comprend  la  théorie  générale  du  déplacement  d'un  corps.  Or,  il  est 
aisé  de  prouver  qu'il  en  est  effectivement  ainsi. 

Une  première  démonstration  est  immédiatement  fournie  par  les 
formules^(F)  du  n°  26,  qui  donnent  la  distribution  des  vitesses  dans 
un  corps  en  mouvement  : 

v^=^  +  q^  —  ry, 

Vy  =  T^  +  rx  — pz, 
%  =  '(^  +py  —  qx. 

Nous  avons  fait  remarquer  à  cet  endroit  que  la  vitesse  de  chaque 
point  M  du  corps  est  le  moment  résultant  en  ce  point  d'un  système 
de  segments  ayant  les  coordonnées 

i5,  î,  r,  ^,  vi,  ;;; 

mais  nous  n'avions  alors  aucun  élément  qui  nous  permît  d'inter- 
préter sous  une  forme  concrète  les  segments  dont  ce  système  était 
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composé.  Nous  le  pouvons  maintenant.  Concevons  un  ensemble  de 
rotations  représentées  par  des  seg-ments  Sj,  Sg,  ...  dont  le  système 
ait  pour  coordonnées^,  g,  r,  ^,  y;,  ^.  Il  est  clair  que  la  distribution 
des  vitesses  est  la  même  que  si  le  corps  était  animé  à  la  fois  de  toutes 
ces  rotations.  Ainsi  : 

En  ce  qui  concerne  les  vitesses,  tout  mouvement  d'un  corps  peut 
être  à  chaque  instant  regardé  comme  résultant  de  plusieurs 
rotations. 

En  appliquant  ici  les  tliéorèmes  de  la  théorie  des  segments,  on  voit 
que  l'on  pourra  énoncer  les  propositions  suivantes  : 

Réduction  à         En  ce  qui  concerne  les  vitesses,  tout  mouvement  d'un  corps  peut 
deux  roiatjons.   ^^^^.^  ^^  chaque  instant  regardé  comme  résidtant  de  deux  rotations 
dont  l'une  autour  d'un  axe  arbitraire.  (Cet  axe  ne  pouvant  toute- 
fois être  choisi  parmi  les  axes  de  moment  nul.) 

Ce  théorème  correspond  à  la  l'éduction  à  deux  d'un  système  de 
segments. 

Nous  avons  vu  encore  que  l'on  peut  réduire  tout  système  de 
segments  à  un  segment  unique  issu  dim  point  A  arbitrairement 
choisi  et  à  un  couple;  en  appliquant  ce  théorème  aux  rotations,  nous 
pourrons  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

RéducUon  Eii  ce  qui  concerne  les  vitesses,  tout  mouvement  peut  être  regardé 

a  une  rotation   ^'^  chaque  instant  comme  résultant  d'une  rotatio7i  w  autour  d'un 
ol  une 
translation.     ^^^  ^^*^*  d'un  point  arbitraire  A,  accompagnée  d'une  translation. 

Nous  avons  vu  que  le  segment  unique  issu  du  point  A  a  une  gran- 
deur et  une  direction  invariables  (celles  de  la  résultante  de  trans- 
lation). Donc  la  i-otation  w  aura  une  grandeur  indépendante  du  point 
A  choisi  et  aura  lieu  autour  d'un  axe  dont  la  direction  est  aussi 
indépendante  de  A. 
Réduction  On  peut  choisir  le  point  A,  de  sorte  que  le  moment  du  couple  et  le 

a  une  rotation   segment  unique  soient  portés  par  une  même  droite.  Le  point  A  est 
translation      ^'^'"^  ""  P°"^^  quelconque  de  l'axe  central.  Interprétons  ceci  au  point 
suivant  l'axe     de  vue  des  rotations;    nous  voyons  que,    en  ce,  qui  concerne  les 
dciotation.      vUesses,  tout  mouvement  d'un  corps  peut  être  à  chaque  instant 
considéré   comme    résidtant   d'une   rotation    autour    d'un    axe 
accompagné  d'une   translation   suivant  cet  axe. 
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Mouvement  hélicoïdal. 


ifouvement 
liélicoïdal 
continu. 


33.   Il  y  a  un  mouvement  continu  très  simple  qui  réalise  cette 
distribution  des  vitesses;  c'est  le  mouvement  hélicoïdal. 
Voici  en  quoi  il  consiste  : 

Soit  Oj,  Xj,  y^,  z  un  trièdre  Tj,  auquel  on  rapporte  le  mouvement. 
Un  second  trièdre  T  (0,  x,  y,  z)  a  son  axe  Oz  confondu  avec  l'axe 

O^z  du  premier,  et  un  point 
A  de  l'axe  Ox  décrit  une 
hélice  (H)  ayant  0^z  pour 
axe.  Le  trièdre  T  et  un  corps 
qui  lui  est  invariablement 
lié  sont  dits,  dans  ces  condi- 
tions, animés  d'un  mouve- 
ment hélicoïdal  continu;  il 
est,  de  plus,  uniforme  si  le 
mouvement  du  point  A  est 
uniforme. 
Fig.'H.  Soient  u  la  distance  ûjO 

affectée  de  son  signe;  0  l'angle  dont  le  plan  z0^x^  doit  tourner 
autour  de  Oz  dans  le  sens  direct  pour  coïncider  avec  le  plan  zOx. 
Si  11  est  le  pas  de  l'hélice  (H),  on  a,  comme  on  sait, 

u  =z  h.O. 

Soit  maintenant  un  point  M  lié  invariablement  au  trièdre  T  et 
appelons  r,  o,  z  ses  coordonnées  cylindro-polaires  par  rapport  au 
trièdre  T;  ces  coordonnées  sont  constantes.  Appelons  r,  Çp  z^  les 
coordonnées  cylindro-polaires  de  M  relatives  au  trièdre  T^,  on  a  évi- 
demment 

?i  =  ?  +  0, 
z^  =  z  +  u, 

d'où,  puisque  tt  =  /iO,  l'équation 

Zi  —  2  =  h  (cpi  —  ^). 
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Cette  équation  prouve  que  le  point  M  décrit  une  hélice  de  même  pas  h 
que  l'hélice  (H). 

Puisque  le  mouvement  du  point  A  est  uniforme,  la  vitesse  w  =  — 

dt 

de  0,  qui  est  aussi  celle  do  Sp  est  constante.  La  vitesse  du  point  M 
apparaît  comme  la  somme  géométrique  d'une  vitesse  rw  tangente 

au  parallèle  et  d'une  vitesse  -~  parallèle  à  Or.  Mais  ~  est  égal 

à  hiii. 

La  vitesse  de  tout  point  du  corps  est  donc  la  même  que  si  le  corps 
était  animé  à  la  fois  d'une  rotation  w  autour  de  Oz,  et  d'une  transla- 
tion /iw  suivant  Or. 

Tout  se  passe  donc  à  chaque  instant  comme  si  le  corps  était  animé 
à  la  fois  de  la  rotation  w  autour  de  Oz  et  de  la  translation  /iw  sui- 
vant Oz. 

On  peut  observer  que  si  ]i  :>  0,  le  segment  qui  représente  la  trans- 
lation a  le  sens  du  segment  représentatif  de  la  rotation.  L'hélice 
décrite  par  chaque  point  du  corps  est  dextrorsum . 

Si  11  était  négatif,  l'inverse  aurait  lieu  ;  les  hélices  seraient  sinis- 
trorsum. 
Vis.  Ce  mouvement  hélicoïdal  est  réalisé  par  l'écrou  qui  se  meut  sur  sa 

vis.  De  là  le  nom  de  vis  donné  à  l'ensemble  de  toutes  les  hélices  que 
décrivent  les  points  d'un  corps  animé  d'un  mouvement  hélicoïdal 
continu.  Pour  définir  une  vis  il  faut  connaître  son  axe  et  son  pas  h. 
La  vis  est  dextrorsum  ou  sinistrorsum  selon  que  h  est  po^^itif  ou 
négatif. 

Dans  la  théorie  des  segments  nous  avons  appelé  vis  un  système  de 
segments  dont  la  résultante  de  translation  est  égale  à  l'unité.  Un  tel 
système  de  segments  est  défini  si  l'on  se  donne  son  axe  central  et  son 
paramètre  ou  pas  h.  Cette  notion  coïncide  entièrement  avec  celle  de 
la  vis  telle  qu'elle  vient  d'être  définie.  Supposons,  en  effet,  que  les 
segments  du  système  considéré  soient  des  rotations;  ces  rotations 
auront  pour  efi'et  d'imprimer  aux  points  du  corps  des  vitesses  que  l'on 
pourra  regarder  comme  résultant  d'une  rotation  égale  à  l'unité  autour 
de  l'axe  central  et  d'une  translation  h  le  long  de  cet  axe.  L'effet  de  ce 
système  de  rotations  sera  donc  de  faire  décrire  à  tous  points  du  corps 
des  arcs  d'hélices  de  la  vis  qui  a  même  axe  et  même  pas  que  le 
système  de  segments  unitaire  considéré. 
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Nous  avons  vu  que  dans  tout  mouvement  d'un  corps  la  distriliution 
des  vitesses  est  la  même  que  si  le  corps  tournait  avec  une  certaine 
vitesse  autour  d'un  axe  \,  tout  en  glissant  avec  une  certaine  vitesse 
de  translation  le  long  de  cet  axe,  et  que  tout  se  passe  comme  si  le 
mouvement  était  un  mouvement  hélicoïdal  autour  de  l'axe  \  ;  c'est 
ce  qu'exprime  le  théorème  suivant  : 

Il  y  a  à  chaque  instant  xm  7nonvement  hélicoïdal  tangent  au 
mouve7nent  dhin  corps. 

De  sorte  que,  pendant  l'intervalle  de  temps  dt,  tous  les  points  du 
corps  décrivent  de  petits  arcs  d'hélice  d'une  certaine  vis. 

Les  formules  que  nous  avons  données  pour  l'axe  central  permettent 
de  trouver  les  éléments  du  mouvement  hélicoïdal.  La  rotation  autour 
de  l'axe  central  a  pour  grandeur  w  =  Kja'  +  g*  +  r%  et  la  transla- 
tion suivant  cet  axe  est  égale  à 


p^  -h  q-q  4-  rZ 


=  hi 


par  suite  le  pas  de  la  vis  instantanée  sur  laquelle  se  meut  le  corps 
est 


h  =  ^^  "^  ^"^  "^  ^'^  —  P^  +  7^ 


p^  +  q^  +  r 


On  observera  qu'en  général  il  n'y  a  pas  de  point  du  corps  dont  la 
vitesse  soit  nulle.  Il  faudrait  pour  cela  que  l'on  pût  avoir  en  même 
temps 

^  +  qz  —  ry  =  0, 
r^  +  rx  — pz  =  0, 
Ç  -h  py  —  qxz=0, 
ce  qui  exige 

pq  +  qtt  +  r^=zO. 

Dans  ce  cas  le  système  des  rotations  est  réductible  à  une  rotation 
unique  et  tous  les  points  de  l'axe  de  rotation  ont  une  vitesse  nulle. 

Ce  cas  est  le  seul  où  un  point  du  corps  puisse  avoir  à  l'époque 
considérée  une  vitesse  nulle. 

Si  p,  q,  r  étaient  nuls,  le  système  des  rotations  formerait  un  couple 
et  le  corps  serait  animé  d'une  simple  translation  instantanée. 
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Démonstrations  directes  des  résultats 
précédents. 


Démonstration 

a  priori 

de  la  forme 

hélicoïdale 

de  tout 

déplacement 

inQniment 

petit. 


34.  Il  est  bon  de  démontrer  plus  directement  les  propriétés  que  nous 
venons  d'obtenir.  Nous  donnons  plus  loin  les  principes  de  la  méthode 
employée  par  Chasles  dans  l'étude  du  mouvement  d'un  corps  solide, 
mais  nous  allons  auparavant  donner  une  démonstration  presque  intui- 
tive de  la  forme  hélicoïdale  de  tout  déplacement  infiniment  petit  d'un 
corps.  Cette  raison  est  si  simple  qu'il  est  étonnant  qu'elle  ne  soit  pas 
répandue"  dans  l'enseignement. 

ConBidérons  un  corps  solide  auquel  on  imprime  un  déplacement 
infiniment  petit.  Un  point  M  pris  arbitrairement  dans  le  corps  viendra 
occuper  une  position  infiniment  voisine  M^  ;  le  point  Mj,  considéré 
comme  position  primitive  d'un  point  du  corps,  viendra  dans  une  posi- 
tion voisine  M^;  le  point  M^,  considéré  aussi  comme  un  point  du 
corps  pris  à  l'instant  initial,  vient  occuper  une  position  voisine  M3  et 
ainsi  de  suite;  on  définit  ainsi  dans  la  position  primitive  du  corps  une 
suite  de  points  M,  Mj,  M^,  ...  qui,  dans  le  mouvement,  viennent 
M  en  Mj,  Mj  en  M^,  M^  en  Mg,  ... ,  en  sorte  que  la  courbe  sur  laquelle 
ils  sont  répartis  subit  un  glissement  infiniment  petit  sur  elle-même 
au  cours  de  ce  déplacement. 

Prenons  un  point  P  de  cette  courbe  et  soient  R  et  T  les  rayons  de 
courbure  et  de  torsion  en  ce  point  ;  dans  le  glissement,  le  point  P 
vient  en  P'  sur  la  courbe;  la  courbure  et  la  torsion  en  ce  point 
voisin  P'  doivent  être  encore  II  et  T,  puisque  l'élément  de  courbe 
qui  était  en  P  est  venu  se  superposer  à  l'élément  qui  entoure  le 
point  P'.  Donc  les  dilTérentielles  de  R  et  de  T  sont  nulles  quand  on 
se  déplace  sur  la  courbe;  R  et  T  sont  constants.  Or,  les  courbes  dont 
les  deux  courbures  sont  constantes  sont  la  droite,  le  cercle  et  l'hélice. 

Dans  le  cas  de  l'hélice  le  mouvement  infinitésimal  du  corps  est  tel 
qu'une  certaine  hélice  glisse  sur  elle-même. 

Ce  mouvement  est  donc  un  mouvement  hélicoïdal  infiniment  petit. 

Dans  le  cas  du  cercle,  le  mouvement  infiniment  petit  du  corps  est 
tel  qu'un  cercle  du  corps  glisse  sur  lui-même;  le  mouvement  est  alors 
une  rotation  instantanée  autour  de  l'axe  du  cercle. 


I  nalogie  entre 

la  théorie 
;  précédente 

et  les 
!  transforma- 
tions 
iîfinitésimales. 
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Reste  le  cas  de  la  droite.  Dans  ce  cas  une  droite  du  corps  glisse 
infiniment  peu  sur  elle-même;  si  le  corps  ne  tourne  pas  en  même 
temps  autour  de  cette  droite,  nous  avons  une  simple  translation.  Si 
le  corps  tourne  autour  de  la  droite,  il  faut  combiner  la  translation 
avec  la  rotation  et  nous  retrouvons  un  mouvement  hélicoïdal  infini- 
ment petit. 

35.  On  peut  traduire  en  un  autre  langage  et  rattacher  à  un  autre 
ordre  d'idées  la  démonstration  précédente  qui  repose,  comme  on  a  pu  s'en 
rendre  compte,  sur  la  détermination  d'une  courbe  qui  reste  inaltérée 
par  la  transformation  infinitésimale  qui  constitue  le  déplacement. 

Observons  que  tout  mouvement  infiniment  petit  d'un  corps  a  pour 
effet  de  faire  correspondre  à  tout  point  M  du  corps  un  point  infini- 
ment voisin  M' .  Il  réalise  donc  ce  que  M.  Sophus  Lie  a  appelé  une 
transformation  infinitésimale  ponctuelle,  c'est-à-dire  une  transforma- 
tion qui,  à  tout  point  M  {x,  y,  z)  de  l'espace,  en  fait  correspondre  un 
autre  M'  (x' ,  y' ,  z')  infiniment' voisin. 

Puisque  le  point  M'  est  infiniment  voisin  de  M,  on  a 

x'=x-^X^t,       ij'=y  +  Y^t,       z'=z  +  llt, 

oix  It  est  un  coefficient  infiniment  petit  et  X,  Y,  Z  des  fonctions 
de  X,  y,  z. 

Nous  définirons  un  déplacement  comme  une  transformation  qui 
laisse  invariable  une  certaine  fonction  des  coordonnées  des  deux 
points,  à  savoir  la  distance  de  ces  points. 

Ainsi  (x,  y,  z)  (j?i,  y^^  z^)  étant  deux  points,  leur  distance  doit 
demeurer  inaltérée  par  la  transformation  infinitésimale  considérée. 
Cette  distance  a  pour  valeur 


désignons  par  le  symbole  o  les  variations  qui  proviennent  du  passage 
d'un  point  à  son  transformé  infiniment  voisin.  On  a 

G  •X'   ■  <Â^  "    tX/    ■■■— ^   i\  ^  **  ) 

Bv  =  Yot, 
^z  =  7At, 


et  pareillement 


àx. 


x.af, 

Sy,  =  Y,Bt, 
?•>     —  7  ?f 
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OÙ  Xj,  Yj,  Zj  sont  les  fonctions  XYZ  dans  lesquelles  on  a  remplacé 
xyz  par  x^y^z^. 
Écrivons  donc  que 


l  V{x  -  x,f  +  {y-  y,f  +  (z  -  z,f  rrz  0;      . 

il  viendra 

{x-x,){lx->x,)-\-{y-y,)(>.y-ly,)  +  {z-z,){lz-lz,)=0, 

ou  encore 

{X  -  X,)  (X  -  XJ  +  {y-  y,)  (Y  -  Y,)  +  {z  -  z,)  (Z  -  Z,)  =0. 

Cette  équation  doit  avoir  lieu  quels  que  soient  a?,  y,  z,  ccj,  i/j,  z^. 
Supposons  en  particulier  a?j,  y^^  Zj  infiniment  voisin  de  a?,  y,  z,  en 
sorte  que 

x^:=zx  -\-  dx,      y^  —  y  +  dy,       z^=zz  -h  dz, 

l'équation  devient 

d^dx  +  dYdy  +  dZdz  =  0 


ou 

<?X  ,   ,       ^Y 

dx*  +  —- 
dx  dy 


aA  ,   ,       oi    .   .       dZ   ^  .       (dX       dZ\  ^    ^ 
-^  dx*  +  ^-  dy*  -\-  -—  dz*  +  \^-  +  —-]  dydz 
dz  \dz        dy) 


+ 


(dZ       aX\    ,   ^  /^X       dX\^^ 

\i, \-  -^\dzdx  -\-  \- H-r-j  dxdy  —  0. 

\dx       dz/  \d  y       dx) 


Ceci  devant  avoir  lieu  quels  que  soient  x,  y,  z,  dx,  dy,  dz,  on  a 

^-0        II-O        ^-0 

dx  dy  dz 

dY       dZ       ^       dZ       dX      ^       dX       dY       ^ 
dz       dy  dx       dz  dy       dx 

Ces  trois  dernières  équations  nous  permettent  de  poser 

dZ  dY 


dy 

dz 

P 

dX 

dz  ~ 

dZ_ 

dx 

■q. 

dY 
dx 

dX_ 
dy 

■r, 

où  p,  q,  r  sont  des  fonctions  à  déterminer, 
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On  peut  écrire,  en  conséquence, 

dY__  ,  ^^  —  0  ^^  — _ 

dx         '  dij         '         dz 

dZ  Ô'L  dZ       ^ 

rx  =  -'^^     Jy=^'^         Tz=^' 

Puisque     — -  =  0,     on  a    —-  := : — r-  =  0: 

dx  dx  dydx 

dY       ^  dr         d'Y 

puisque     -T—  =  0,     on  a     — -  =  ^r — r-  =  0, 
à  y  dy       dxdy 

donc)*  ne  peut  dépendre  que  de  -;   de  même  ^^  et  q  ne  peuvent 
dépendre  respectivement  que  de  x  et  de  y. 
Mais  on  a 

^'X  dr  <?»X        dq 


dydz 

dz         dzdy       dy 

d'où 

dr       dq 

dz       dy^ 

on  a  aussi 

d'Y 
dxdz 

dr           d-Y              dp 
dz         dzdx            dx 

donc 

dr       dp       dq 
dz       dx        dy 

Or,  d'un  autre  côté  on  a 

d'Z    _       dq  d'Z    _dp 

dxdy           dy  dydx       dx 
donc 

dp  dq 

dx  dy 


égalité  qui,  rapprochée  des  précédentes,  nous  prouve  que 

Ip        dq dr 

Ix       dy       dz 


dp dq dr 


Méthode 
géométrique 
de  Chasles. 
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Ainsi  p,  q,  r  sont  dos  constantes,  et  l'on  a  ç,  y;,  Ç  désignant  trois 
autres  constantes 

X  =  ^^  +  qz  —  ry,       Y  =  r,  +  rx  —  2JZ,       '1  =  '^  +  py  —  qx. 

On  s'assurera,  du  reste,  bien  aisément  que  ces  expressions  de 
X,  Y,  Z  vérifient  l'équation 

(x  _  X,)  (X  -  XJ  +  {y-  y,)  (Y  -  YJ  +  (c  -  r,)  (Z  -  ZJ  =  0. 

Ainsi  un  déplacenaent  infiniment  petit  d'un  corps  est  la  transfor- 
mation infinitésimale  qui  laisse  invariable  la  distance  de  deux  points 
quelconques  du  corps.  En  prenant,  au  lieu  de  la  distance,  toute  autre 
fonction  des  coordonnées  de  deux  points,  on  arrive  à  généraliser  l'idée 
de  mouvement  et,  par  là,  la  notion  même  des  propriétés  métriques 
des  figures  géométriques. 

36.  Indiquons  maintenant  les  principes  de  la  méthode  qui  a  servi 
à  Chasles  pour  établir  les  propriétés  du  déplacement  infiniment  petit 
d'un  corps,  méthode  qui  a  été  reprise  depuis  par  divers  géomètres  et 
dont  l'ouvrage  récent  de  M.  Schœnfliess  contient  l'entier  développe- 
ment. 

Théorème  I.  —  Soit  un  segment  de  droite  AB  qui  se  déplace 
dans  un  'plan  et  soit  A'B'  la  position  voisine  de  AB,  07i  peut  en 
général  amener  AB  en  A'B'  par  une  rotation  autour  d'un  axe 
normal  au  plan. 

Soit  a  le  milieu  de  A  A',  p  celui  de  BB'  et  aO,  ^0  les  perpendicu- 
Q  laires  élevées  en  ces  points  aux  cordes 

^,^  respectives  AA',  BB';  soit  0  le  point 
-->g'  de  rencontre  de  ces  perpendiculaires. 
Les  triangles  A OB,  A'  OB'sontégaux, 
car  leurs  côtés  OA  et  OA',  AB  et 
A'B',  OB  et  OB'  sont  égaux  chacun 
à  chacun.  Les  angles  AOB  et  A' OB' 
sont  donc  égaux.  H  en  résulte  que  si  par  une  rotation  autour  de 
l'axe  A  normal  en  0  au  plan  on  amène  OA  sur  OA',  le  triangle 
AOB,  entraîné  dans  ce  mouvement,  viendra  se  superposer  au 
triangle  A' Ob'. 

On  pourrait  objecter  que  les  perpendiculaires  considérées  peurent 


Fïg.  42. 
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être  parallèles.  Les  cordes  AA'  et  BB'  le  sont  aussi  dans  ce  cas,  et 
la  figure  A  A' B'B  est  alors,  soit  un  parallélogramme,  soit  un  trapèze 
B B'   isocèle. 

//         Dans  le  premier  cas,  les  segments  A  A'  et  BB'  sont 
/       égaux  et  une  translation  amène  alors  AB  en  A'B'. 
/  Dans  le  second  cas,  soit  I  le  point  de  rencontre  des 

../,         droites   AB   et  A'B'.  Les  triangles  lAA',  IBB'  sont 
Firj.  43.        isocèles  et  une  rotation  autour  de  l'axe  A,  élevée  en  I 
perpendiculairement  au  plan,  amènera  AB  sur  A'B'. 

Ainsi,  sauf  le  cas  de  la  translation,  le  théorème  est  vrai.  Encore 

B' B  pourrait-on  alléguer  que  la  translation  correspond 

\     /  au  cas  où  l'axe  de  rotation  se  serait  éloigné   à 

Vl  l'infini. 

/      \  Corollaire.   —  Le  déplacement    d'une    figure 

/             \  plane  dans  son  plan  peut  s'eifectuer  par  une  rota- 

^- A,  tion  autour  d'un  axe  normal  au  plan.  On  peut, 

Fig.  44.  en  effet,    regarder  la   figure    plane    comme    liée 

invariablement  à  un  segment  AB  et  entraînée  par  lui  dans  son 
mouvement.  Le  théorème  étant  vrai  pour  le  segment  est  vrai  pour  la 
figure  plane. 

Théorème  IL  —  Tout  déplacement  d'un  arc  de  grand  cercle  AB 
sur  une  sphère  peut  être  obtenu  par  rotatio7i  autour  d'un  dia- 
mètre de  cette  sphère, 

La  démonstration  est  la  même  que  précédemment.  Soit  A'B'  la 
position  voisine  de  l'arc  AB,  et  A  A'  BB'  deux  arcs  de  grands  cercles, 
dont  a,  ^  sont  les  milieux  ;  élevons  en  ces  points  les  arcs  de  grands 
cercles  perpendiculaires  à  AA',  BB'  respectivement.  Soit  0  un  des 
points  de  rencontre  de  ces  deux  grands  cercles.  Les  triangles  sphé- 
riques  OAB,  OA'B'  sont  égaux,  car  les  côtés  OA  et  OA',  AB  et 
A'B',  OB  et  OB'  sont  égaux.  Une  rotation  autour  du  diamètre  A  qui 
passe  en  0  amène  OA  sur  OA'  ;  le  triangle  AOB,  entraîné  dans  ce 
mouvement,' vient  se  superposer  au  triangle  A' OB'. 

Le  raisonnement  est  en  défaut  si  les  grands  cercles  perpendicu- 
laires à  AA',  BB'  en  leurs  milieux  coïncident. 

Appelons  t:  le  plan  de  ce  grand  cercle  unique  F  perpendiculaire 
aux  arcs  A  A',  BB'  en  leurs  milieux.  Il  est  clair  que  les  arcs  AB^ 
A'B'  sont  symétriques  par  rapport  au  plan  ::;  prolongés  ils  se  cou- 
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pent  donc  en  deux  points  0,  0'  situés  dans  ce  plan,  c'est-à-dire  sur 
le  grand  cercle  F.  II  suffira,  dès  lors,  d'une  rotation  autour  du 
diamètre  00'  pour  amener  AB  en  A'B'. 

Corollaire  I.  —  Tout  déplacement  d'une  figure  sphérique  de 
forme  invariable  sur  sa  sphère  peut  être  obtenu  par  rotation  autour 
d'un  diamètre.  Il  suffit,  en  effet,  de  considérer  un  arc  de  grand 
cercle  AB  lié  invariablement  à  la  figure.  Puisque  tout  déplacement 
de  AB  peut  être  obtenu  par  une  rotation  autour  d'un  diamètre,  il  en 
est  de  même  pour  la  figure  sphérique  entraînée  par  l'arc  AB. 

Corollaire  II.  —  Tout  déplacement  d'un  corps  qui  a  un  point 
fixe  G  peut  être  obtenu  par  une  rotation  autour  d'un  axe  issu  du 
point  C. 

En  effet,  considérons  les  points  du  corps  situés  sur  une  sphère  I  de 
centre  G.  Ces  points  forment  une  figure  sphérique  F,  qui,  dans  le 
mouvement  du  corps,  glisse  sur  la  sphère  il.  On  peut  guider  le  mou- 
vement du  corps  par  celui  de  cette  figure  sphérique  F  qui  lui  est  inva- 
riablement liée. 

Or,  tout  déplacement  de  F  peut  être  obtenu  par  une  rotation  autour 
d'une  droite  issue  de  C  ;  cette  rotation  permettra  donc  d'effectuer  en 
même  temps  le  déplacement  du  corps  tout  entier. 

Théorème  III.  —  Tout  déplacement  d'un  segment  AB  dans  Ves- 
pace  peut  s'obtenir,  en  général,  par  une  rotation  autour  d'un  axe. 

Soient  AB,  A'  B'  deux  positions  voisines  du  segment;  menons  par 
la  droite  AA'  un  plan  ::  parallèle  à  la  droite  BB'  et  projetons  AB, 

BB'  et  A'B'  en  AB„  B,B;, 
A'  Bî  sur  ce  plan.  Les  triangles 
rectangles  ABBj,  A'B'Bj  sont 
égaux,  car  les  hypoténuses  AB, 
A'B',  ainsi  que  les  côtés  BB,, 
B'B[  sont  égaux.  Donc  les  côtés 
AB,  et  A'BÎ  sont  égaux.  Il  exis- 
tera donc  un  axe  A  normal  au 
plan  TT  tel  qu'une  rotation  au- 
tour de  A  amène  AB,  sur  A'  B[  ; 
dans  celte  rotation  le  point  B  reste  à  une  distance  invariable  du  plan  t. 
et  vient  se  superposer  au  point  B';  AB  vient  donc  sur  A'  B'. 
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Si  les  cordes  AA%  BB'  élaient  éj^ales  et  parallèles,  c'est  par  une 
translation  que  s'effectuerait  la  superposition  de  AB  sur  A'B'. 

Théorème  IV.  —  Tout  déplacement  d'un  corps  peut  être  ramené 
à  deux  rotations  dont  Vune  autour  d'un  axe  arbitraire. 

En  effet,  excluons  le  cas  où  le  corps  serait  animé  d'une  translation  ; 
dans  ce  cas  la  distribution  des  vitesses  serait  la  même  que  si  le  mou- 
vement résultait  d'un  couple  de  rotations. 

Puisque  le  mouvement  du  corps  n'est  pas  une  translation,  les  cordes 
AA',  BB'  des  trajectoires  de  deux  points  quelconques  du  corps  ne 
seront  pas,  en  général,  égales  et  parallèles. 

Considérons  alors  le  segment  AB,  on  peut  l'amener  en  A'  B'  par 
rotation  autour  d'un  certain  axe  \.  Imprimons  cette  rotation  non 
seulement  à  AB,  mais  à  tout  le  corps;  le  corps  viendra  dans  une 
certaine  position  qui  n'est  pas  celle  qu'il  doit  occuper  définitivement, 
mais  le  segment  AB  a  bien  sa  position  définitive  A'B'.  Pour  achever 
de  placer  le  corps  dans  sa  position  finale  il  faudra  donc  laisser  A'B' 
immobile,  et  dès  lors  le  corps  n'aura  plus  qu'à  tourner  autour  de 
A'  B' .  Gomme  la  droite  A'  B'  a  été  prise  arbitraire,  le  théorème  est 
démontré. 

Théorème  V.  —  Tout  déplacement  d'un  corps  peut  être  regardé 
comme  résultant  d'une  translation  et  d'une  rotation  autour  d'un 
axe  mené  par  un  point  arbitraire  du  corps. 

Soient,  en  effet,  A  un  point  arbitraire  du  corps,  A'  la  position 
voisine.  Imprimons  à  tout  le  corps  une  translation  rectiligne  égale 
à  A  A'  ;  le  corps  n'a  pas  ainsi  la  position  finale  qu'il  doit  avoir,  mais  le 
point  A  est  venu  à  sa  position  définitive;  pour  achever  de  placer  le  corps 
il  faudra  donc  laisser  A'  immobile  ;  le  corps  n'aura  plus  qu'à  tourner 
autour  de  A'  ;  il  suffira,  par  conséquent,  d'après  le  théorème  II 
(second  corollaire),  de  faire  tourner  le  corps  autour  d'un  axe  A  issu 
du  point  A'. 

En  y  supposant  infiniment  petits  les  déplacements  considérés,  les 
théorèmes  précédents  donnent  les  propositions  relatives  à  la  distri- 
bution de  la  vitesse  que  nous  avons  données  plus  haut.  Les  théo- 
rèmes III  et  IV  donnent  lieu,  dans  le  cas  limité,  à  une  remarque 
intéressante. 

Cinématique.  S 
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Lorsque  Ton  supposera  le  segment  A' B'  infiniment  voisin  de  AB, 
ne  pourra-t-il  pas  arriver  que  les  segments  ABj,  A'B',  deviennent 
nuls?  S'il  en  est  ainsi,  c'est  que  le  plan  z  est  à  la  limite  normal  au 
segment  AB;  les  cordes  BB',  AA'  sont  normales  à  ce  segment,  qui  se 
trouve  ainsi  être  normal  aux  trajectoires  des  points  A  et  B.  S'il  en  est 
ainsi,  le  raisonnement  ne  peut  plus  être  étendu  à  l'état  limite  de  la 
figure.  Les  propositions  qui  vont  suivre  montrent  sous  un  autre  jour 
la  raison  de  cette  exception. 


Relations  entre  la  théorie  des  complexes  linéaires 
et  le  déplacement  d'un  corps  solide. 

37.  Nous  avons  vu  que  dans  un  corps  solide  en  mouvement,  le 
moment  résultant  du  système  de  segments  S  de  coordonnées  p,  q,  r, 
ç,  r,,  Z,  représentait  en  chaque  point  la  vitesse  de  ce  point. 

Soit  M  un  point,  MV  sa  vitesse. et  A  un  axe  issu  de  M.  La  pro^ 
jection  MV''  de  MV  sur  A  est,  comme  on  sait,  le  moment  résultant 
du  système  de  segments  2  par  rapport  à  cet  axe.  Prenons  un  second 
point  M,  sur  l'axe  A,  soit  M,  V^  sa  vitesse  et  MjVJ  la  projection  de 
MjVj  sur  A;  il  est  clair  que  les  segments  M  V  et  MjVJ  sont  égaux, 
puisqu'ils  représentent  tous  deux  le  moment  résultant  du  système  2i 
par  rapport  à  l'axe  A.  De  là  ce  théorème  : 

.Théorè.me  L  —  Soient  M,  }ii^  deux.pomts  d'un  corps  solide  en 
mouvement  ;  M  V,  Mj  \\  leurs  vitesses;  les  projections  de  ces  vitesses 
sur  la  droite  MM^  qui  les  joint  sont  deux  segments  égaux  et  de 
même  sens. 

.   Ce  théorème  si  simple  a  une  grande   importance.   On  peut  le 
démontrer  directement  comme  il  suit  ; 

Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  du  point  M;  a;,,  y^,  z^  celles  du 
point  Mj,  et 

r=y{_x  -x,Y  +  {y  -  y, y  +  \z  -  z^ 

la  distance  MMj,  la  vitesse  de  M  projetée  sur  MMj  est  égale  à 

•    .  x^^-^^xdx       y^  —  y  dy       t^  —  z  dz 

r        dt  r        dt  r       dt     ' 
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et  celle  de  Mj  à 

x^  —  X  dx^        ijy  —  y  dy^       z^  —  -  dz^ 
r         dt  r         dt  r        dt  ^ 

il  faut  vérifier  l'égalité  de  ces  expressions  :  ■ 

3Cj  —  X  dx  y,  —  y  dy  z^^^  z  dz 

r        dt  r        dt  r       dt                      : 

x^  —  X  dx^  y^  —  y  dy^  z^ — z  dz^ 

'             ""       r         dt  r        dt  r        dt 

ou  encore  ; 

(«1  —  x)  d  (x^  —  x)  4-  (y,—  y)  d {y^  —  y)-\- {z,  -z)d  (z^  —  z)  =  0; 

égalité  évidente  puisque 

d  \{x,  -  xy  +  (y,  -  yY  +  (z,  -  zY\=  0,     •;  '  ■    ; 

la  distance  MMj  étant  invariable. 

tJroites  Un  cas  particulier  de  ce  théorème  a  joué  un  rôle  important  dans  un 

normales  aux    intéressant  mémoire  de  M.  Mannhein,  inséré  au  tome  XX  des  Savants 
rajectoires  de     ,  ^  ,       i    •      .    i  •     ,•        i      i       .,  ,, 

leurs  poinis.     étrangers.  Ce  cas  est  celui  ou  la  projection  de  la  vitesse  sur  Taxe  A 

est  nidle.  Si  ce  fait  a  lieu  pour  un  point  M  de  l'axe  A,  il  aura  lieu 

pour  tout  autre  point  M^  de  cet  axe. 

Or,  pour  que  la  projection  de  la  vitesse  soit  nulle,  il  faut  et  il  suffit, 

la  vitesse  n'étant  pas  nulle,  que  la  tangente  à  la  trajectoire  soit 

normale  à  l'axe  A.  De  là  ce  théorème  : 

Théorème  II.  —  Si  dans  un  solide  en  mouvement  une  droite  ffst 
normale  à  la  trajectoire  d'un  de  ses  points,  elle  est  normale  à  la 
trajectoire  de  tous  ses  points. 

Ces  droites  remarquables  normales  aux  trajectoires  de  tous  leurs 
points  sont  les  droites  de  moment  nul  relativement  au  système  de 
segments  Z;  elles  forment  donc  le  complexe  linéaire  attaché  à  ce 
système  2. 

Le  plan  normal  à  la  trajectoire  d'un  point  M  est  le  plan  mené  en  M 
perpendiculairement  à  la  vitesse  MV,  c'est-à-dire  perpendiculaire- 
ment au  moment  du  système  2i  au  point  M;  c'est  donc  le  plan  polaire 
de  M  dans  le  complexe.  De  là  ce  théorème  : 

'Théorème  III.  —  Le  plan  normal  à  la  trajectoire  d'un  point  M 
est  le  plan  polaire  de  ce  point. 
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Réciproquement,  tout  plan  d'une  fijrure  de  forme  invariable  est  à 
chaque  instant  normal  à  la  trajectoire  d'un  de  ses  points,  à  savoir, 
son  pôle  dans  le  complexe  linéaire. 

Les  droites  conjuguées  ont  aussi  un  rôle  intéressant;  elles  donnent 
lieu  tout  d'abord  à  la  proposition  suivante  : 

Théorème  IV.  —  Les  plans  normaux  aux  trajectoires  des  diffé- 
rents points  d'une  droite  B  passent  tous  par  une  droite  A,  conju- 
guée de  D  dans  le  complexe. 

Gela  tient]  précisément  à  ce  que  chaque  plan  normal  est  le  plan 
polaire  du  point  mobile  considéré. 

Le  lecteur  trouvera  aisément  plusieurs  autres  propositions  analo- 
gues à  la  précédente  qui  résultent  toutes  de  ce  fait  que  les  droites 
normales  aux  trajectoires  des  points  du  corps  forment  un  complexe 
linéaire. 

Il  est  clair  que  si  l'on  réduit  à  deux  le  système  des  rotations  du 
corps  mobile,  les  droites  D,  A,  autour  desquelles  elles  ont  lieu,  sont 
deux  droites  conjuguées  dans  le  complexe  linéaire.  On  peut  se  donner 
arbitrairement  la  droite  D,  pourvu  qu'elle  ne  fasse  pas  partie  du 
complexe.  Nous  retrouvons  ainsi  le  théorème  IV  du  n^  36  et  l'excep- 
tion que  nous  avions  signalée. 

Taiigenles  aux       38.   Los  droites  conjuguées  rectangulaires  offrent  dos  particula- 

trajoctoires      ^Wè?,  importantes.  Nous  avons  vu  au  n»  17  (p.  52)  que  toute  droite  D 
des  points  dun  ,    .  .  ,  ,  ^•  n    •  .i      x  i 

solide  en        rectangulaire  avec  sa  conjuguée  peut  se  deimir  comme  étant  normale 

mouvement,  au  plan  polaire  d'un  de  ses  points.  Appelons  M  ce  point,  la  droite 
D  sera  ainsi  tangente  à  la  trajectoire  du  point  M.  Réciproque- 
ment, toute  droite  D  tangente  à  la  trajectoire  d'un  de  ses  points  M 
est  normale  au  plan  polaire  de  ce  point.  On  peut  donc  énoncer  ce 
théorème  : 

Théorème  V.  —  Les  droites   tangentes   aux   trajectoires   des 
points  d'un  corps  en  mouvement  forment  à  chaque  insta7it  l'en- 
semble des  droites  rectangulaires  avec  leurs  conjuguées. 
Propri.té  On   peut   donner   une   autre   interprétation  cinématique  de  ces 

cinéma  iqiie      droites. 

.....  Soil  s  une  surff.ce  liée  au  corps  en  mouvement;  cette  surface  en 

caractenst'  ,ue  '  ' 

dune  surface    enveloppe  une  autre  (S),  qu'elle  touche  suivant  une  courbe  C  ;  prenons 
i).ol)ile.        un  point  M  sur  cette  couibe,  la  vitesse  absolue  de  M  est  tangente  à  la 
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surface  (S);  sa  vitesse  relative  est  tangente  à  la  surface  S.  Mais  S  et  (S) 
sont  tangentes  au  point  M,  donc  la  vitesse  relative  et  la  vitesse 
absolue  du  point  M  sont  tangentes  à  la  surface  S.  On  en  peut  con- 
clure que  la  vitesse  d'entraînement  du  point  M,  qui  est  la  différence 
géométrique  des  deux  autres,  est  tangente  au  point  M,  à  la  surface  S. 
La  courbe  C  est  donc  le  lieu  des  points  de  la  surface  S  dont  la  vitesse 
d'entraînement  est  tangente  à  cette  surface.  La  normale  à  la  surface 
S  en  M  est,  dés  lors,  normale  à  la  trajectoire  d'un  de  ses  points;  elle 
fait  partie  du  complexe  des  droites  normales  aux  trajectoires  de  leurs 
points.  On  a  donc  ce  théorème  :  - 

Théorème  VL  —  On  a  la  courbe  de  contact  d'une  surface  S 

avec   son  enveloppe  en  cherchant  sur  S   les  points  M   dont   la 

vitesse  d'entraînement  est  tangente  à  la  surface,  ou  encore  tels 

que  la  normale  en  M  à  la  surface  S  fasse  partie  du  complexe 

linéaire. 

Autre  Appliquons  au  cas  d'un  plan  z  : 

interprétation        gojt  j)  j^  normale  élevée  à  ce  plan  en  son  pôle;  toute  normale  au 

(fcs  droites 
reciano^ulaires   P^^"  ^"^  ^^^*  partie  du  complexe  linéaire  doit  couper  la  polaire  A 

avec  leurs       de  D,  car  elle  coupe  D  à  l'infini;  et  comme  A  est  dans  le  plan  z, 
conjuguées.      ^  gg^  ]g  ]jg^j  (jgg  pieds  des  normales  du  plan  qui  font  partie  du  com- 
plexe. Ainsi  A  est  la  courbe  de  contact  du  plan  avec  son  enveloppe. 
Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Théorème  VIL  —  Les  caractéristiques  (* )  des  plans  d'un  corps 

en  mouvement  constituent  à  chaque  instant  l'ensemble  des  droites 

rectangulaires  avec  leurs  conjuguées. 

Normales  Considérons  encore  une  courbe  G  du  corps  mobile,  un  point  M  de 

à  la  surface      cette  courbe,  et  cherchons  la  normale  en  M  à  la  surface  décrite  par  la 
décritf* 

,     courbe  C.  Cette  normale  MN  est  normale  à  la  tangente  M  T  de  la 
•ar  une  courbe  *' 

du  corps  courbe  C  et  à  la  vitesse  M  V  du  point  M.  Elle  résulte  donc  de  l'inter- 
mobile.  section  du  plan  P  normal  en  M  à  la  courbe  C  avec  le  plan  polaire  du 
point  M  ;  elle  fait  donc  partie  du  complexe.  Puisqu'elle  coupe  la  tan- 
gente MT  en  M  à  la  courbe  C,  elle  coupe  aussi  la  conjuguée  A  de  MT; 
elle  passe  donc  au  point  N  où  A  perce  le  plan  P.  De  là  ce  théo- 
rème: 


(*)  On  sait  que,  dans  une  surface  variable,  on  appelle  caractéristique  la  courbe  de 
contact  de  cette  surface  avec  la  surface  qu'elle  enveloppe. 
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Théorème  VIII.  —  Pour  avoir  la  normale  en  un  point  M  à  la 
surface  engendrée  j)a>'  une  courbe  G  du  corps  mobile,  on  prendra 
le  point  N  de  rencontre  du  plan  normal  en  M  à  la  courbe  C  avec 
ia  conjuguées,  de^la  tangente  MT;  on  joindra  le  point  M  au 
point  N,  MN  est  la  normale. 

Supposons,  en  particulier,  que  la  courbe  C  se  réduise  à  une 
droite  D,  elle  engendre  vine  surface  réglée,  et  les  normales  à  cette 
surface  en  tous  les  points  de  D  forment  un  paraboloïde;  d'après  le 
théorème  précédent,  la  droite  A  conjuguée  de  I)  est  une.  directrice  de 
ce  paraboloïde.  Donc  :  .       .' .  *. .".  .  . 

Théorème  IX.  —  Si  l'on  envisage  une  droite  D  du  corps,  le 
paraboloïde  des  normales  relatif  à  la  surface  engendrée  par  la 
droite  D  s'obtiendra  en  menant  les  perpendiculaires  à  la  droite 
D  par  tous  les  points  de  sa  conjuguée  1. 
Lieu  des  points       Les  formules  fondamentales  .    . 

dont  la  vitesse  ^  „ 

passe  par  un     V,,.  =  ^  +  qz  —  rij,     v,,,  =  r,  +  rx  - p z,     ty,  =  1^  -]- pij  -  qx 

poin  ixe.  g^  prêtent,  il  est  bon  de  l'indiquer  dès  à  présent,  à  la  démonstration 
la  plus  simple  de  toutes  les  propriétés  géométriques  qui  accompa- 
gnent le  mouvement  d'un  corps.  Cherchons,  par  exemple,  les  points 
du  corps  dont  la  vitesse  est  à  ur^  wême  instant  t  dirigée  vers  un  point 
déterminé  du  corps  (cc^,  y^y  Zç,). 

Supposons,  comme  nous  le  ferons  souvent  pour  faciliter  l'interpré- 
tation des  résultats,  que  l'axe  Oz  soit  l'axe  du  mouvement  hélicoïdal 
tangent,  il  faudra  que  p,  q,  ^,  y;  soient  nuls,  et  il  reste 

...         .  Ve^^  =  —  riJ,         Ve,y  =  rX,         Ve,.  =  Ç. 

;    Exprimons  que  la  vitesse  du  point  (ce,  y,  z)  est  dirigée  vers  le  point 
^0'  y  (il  ^0»  '^o^is  aurons  .'.....: 

^  —  ^0       y—Vo  _^  —  ^o 


—  ryrx  Ç 

Ces  équations  en  x,  y,  z  représentent  le  lieu  des  points  dont  les 
vitesses  passent  par  le  point  fixe  P  (x^,  y^,  z^).  Ce  lieu  est  une  cubique 
gauche  faisant  partie  de  l'intersection  du  cylindre  de  révolution  défini 
par  l'équation 

.    ■         ...  gg  —  Xq  _  3/ —  j/o 

.  —rg  r^ ., 
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et  çiu  paraboloïde  hyperbolique 


y  —  y. 


Ce?  dewx  surfaces  ont  en  commun  la  droite  x  =iO,  y  =  y^.  Le 
cylindre  a  ses  génératrices  parallèles  kOz;  sa  section  droite  est  un 
cercle  tracé  sur  PQ  comme  diamètre,  Q  étant  la  projection  de  P 
sur  Oz.LsL  cubique  passe  au  point  P;  l'axe  du  mouvement  hélicoïdal 
est  une  asymptote  de  cette  courbe;  elle  coupe  en  deux  points  le  cercle 
de  l'infini. 


Détermination  du  mouvement  continu  quand 
on  connaît  les  rotations. 


Indétermina- 
tion 
du  problème. 


39.  Soit  un  trièdre  de  référence  T^  et  a,  h,  c,  a,  (3,  y,  a',  [î',  y'? 
a",  fi",  y"  les  coordonnées  de  l'origine  et  les  cosinus  directeurs  des 
axes  d'un  second  trièdre  T  par  rapport  au  trièdre  T^. 

Si  ces  douze  quantités  sont  des  fonctions  connues  du  temps,  un 
certain  mouvement  du  trièdre  T  par  rapport  au  trièdre  T^  se  trouve 
défini. 

On  a  vu  plus  haut  comment  on  peut  calculer  alors  les  six  fonctions 
Pj  (]■,  '>'■>  ^?  'Oj  Kf  qui  déterminent  la  distribution  des  vitesses  à  chaque 
époque  du  mouvement. 

On  peut  se  proposer  le  problème  inverse  :  Six  fonctions  p,  q,  r, 
^,  •/),  Z,  étant  données,  trouver  un  mouvement  continu  du 
trièdre  T  par.  rapport  à  loi  trièdre  Tj  tel  que  ces  six  fonctions 
soient  celles  qui  donnent  à  chaque  instant  la  distribution  des 
vitesses. 

Le  problème  n'est  pas  entièrement  déterminé.  Prenons,  en  effet, 
deux  triédres  Tj,  T[  liés  invariablement  entre  eux,  et  supposons  le 
trièdre  T  animé  par  rapport  à  Tj  d'un  mouvement  continu  tel  que 
P)  ^1  ^%  Çi  *';>  'Q  soient  justement  les  six  fonctions  données  a  priori. 
Le  trièdre  T  sera  animé  par  rapport  à  T{  d'un  mouvement  différent 
de  celui  dont  il  est  animé  par  rapport  à  T,,  car  les  douze  fonctions  du 
temps  a,  h,  c,  a,  P,  y,  a',  ^',  y' ,  a",  ^",  y"  ne  sont  pas  les  mêmes 
dans  les  deux  cas.  Cependant  il  est  visible  que  la  distribution  des 
vitesses  est  la  même. 


120  LEÇONS   DE   CINÉMATIQUE. 

Mais  à  celte  indétermination  près  du  trièdre  de  référence  fixe,  le 
problème  est  déterminé. 

En  effet  :  soient  Tj,  T^  deux  trièdres  mobiles  ou  non,  l'un  par 
rapport  à  l'autre,  mais  tels  qu'un  même  trièdre  T  soit  mobile  à  la 
fois  par  rapport  à  ces  deux  trièdres,  avec  cette  particularité  que  dans 
les  deux  mouvements  la  distribution  de  la  vitesse  d'entraînement  soit 
à  chaque  instant  la  même;  je  dis  que  les  trièdres  Tj,  T[  sont  liés 
invariablement  l'un  à  l'autre. 

On  peut,  en  effet,  concevoir  le  mouvement  du  trièdre  T  par  rapport 
à  TJ  comme  la  superposition  du  mouvement  de  T  par  rapport  à  Tj  et 
de  celui  de  T^  par  rapport  à  T[. 

Soient  v'  la  vitesse  d'entraînement  d'un  point  M  du  trièdre  T  dans 
le  mouvement  par  rapport  à  TJ  et  v  la  vitesse  du  point  M  dans  le 
mouvement  d'entraînement  de  T  par  rapport  à  Tj.  Enfin,  P  étant  le 
point  de  T^  avec  lequel  coïncide  M  à  l'instant  considéré,  appelons 
u  la  vitesse  de  P  dans  le  mouvement  d'entraînement  de  T^  par 
rapport  à  TJ,  on  a 

v'  =:  V  +  u. 

Mais,  par  hypothèse  v'  =  v,  donc  u  est  nul.  Tous  les  points  du 
trièdre  T,  ont  ainsi  une  vitesse  nulle  à  chaque  instant  par  rapport  au 
trièdre  TJ.  Cela  signifie  que  le  trièdre  Tj  est  lié  invariablement  au 
trièdre  TJ. 

Parmi  tous  ces  trièdres  T^,  Tj,  ...,  liés  invariablement  les  uns  aux 
autres,  il  en  est  un  avec  lequel  le  trièdre  mobile  T  coïncide  à  une 
époque  déterminée  f  =  0,  par  exemple;  désignons  par  T^  ce  trièdre. 
Ce  trièdre  T^  et  le  mouvement  de  T  par  rapport  à  T^  sont  parfaite- 
ment déterminés;  on  a  donc  ce  théorème  : 

La  comiaissance  des  quantités  ^,  yj,  Ç,  p,  q,  r  en  fonction  du 
temps  permet  de  définir  complètement  le  mouvem.ent  du  trièdre  T 
par  rapport  à  un  trièdre  T^  avec  lequel  il  coïncide  à  une  époque 
donnée  t  =:  0.  Le  mouvement  le  plus  général  qui  donne  nais- 
sance aux  fonctions  ^,  r„  ^,  p,  q,  r  données,  s'obtient  en  rappor- 
tant le  mouvement  précédent  à  un  trièdre  quelconque  Tj  lié  inva- 
riablement au  trièdre  T^. 

On  aurait  pu  dire  encore  que  le  mouvement  du  trièdre  T  par 
rapport  au  trièdre  T,  est  complètement  déterminé  dès  que  l'on 
connaît  la  position  initiale  T,,  du  trièdre  T, 
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Indiquons  comment  le  calcul  conduit  aux  formules  finies  du  mou- 
vement continu  quand  on  se  donne  les  quantités  ^,  y;,  ^,  p,  q,  r. 

40.  Soit  M  un  point  fixe  et  x,  y,  z  ses  coordonnées  par  rapport 
au  trièdre  mobile  T.  En  exprimant  que  la  vitesse  absolue  du  point  M 
est  nulle,  nous  avons 

[   ^  +  qz  —  ry  -^  ~=0,      n  +  rx  —  pz  +  -~  =  0, 
■^    .  dz       f. 

C  +  py  —  qx  +      r=o. 

dt 

Réciproquement,  si  {x,  y,  z)  est  un  système  de  solution  des  équa- 
tions (1),  les  fonctions  x,  y,  z  seront  les  coordonnées  par  rapport  au 
trièdre  T  d'un  point  M  qui  est  au  repos  absolu,  puisque  sa  vitesse 
absolue  est  constamment  nulle. 

Les  équations  (1)  sont  linéaires;  pour  les  intégrer,  considérons  un 
système  particulier  de  solutions  x^,  y^,  z^  correspondant  à  un  certain 
point  fixe  M^,  et  posons 

(2)  as  =  ajj,  -f-  X,      y  =  y^  +  Y,      2  =  z^  +  Z, 


on  voit  que  X,  Y,  Z  sont  les  projections  du  segment  fixe  M,,  M  sur  les 
axes  du  trièdre  mobile  T.  En  substituant  dans  (i)  ces  expressions  de 
X,  y,  z,  nous  avons,  après  réductions 

\'^)  \  rJ7 

Désignons  par  (Xo,  Y^,  Z^)  (X;,  Y;,  Z;)  (XJ,  YJ,  Z;)  trois  systèmes 
de  solutions  linéairement  indépendants  des  équations  (3)  ;  le  système 
le  plus  généi'al  do  solutions  de  ces  équations  sera 

i  x  =  cXo  +  G'x;4-G'x;, 

(4)  Y=rCY, -hG'Y;  +  G"Y2, 

(   Z  =  GZq  +  g  Zq  H-  G  Zq, 

où  G,  G',  G"  sont  les  trois  constantes  d'intégration. 

Les  expressions  X^,  Y^,  Z^  sont  les  projections  d'un  segment  fixe 
M(,No,  et  de  même  X;,  Y^,  Z;,  X;,  YJ,  Y;  seront  les  projections  de 
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deux  segnaents  fixes  ^oNi,  M^NÔ;  ces  trpis  segments  forment  autour 

de  M^  ui)  trièdre.  

Les  expressions 

A  =  x^  +  Y^-t-z*,  a'=x;*  +  y;*  +  z;%  a"  ==  x;«  +  y;»  +  z;* 

sont  les  carrés  des  longueurs  de  ces  trois  segments,  elles  sont  donc 
constantes.  C'est  ce  que  l'on  vérifie  aisément  au  moyen  des  équations 
dif|erentielles, 

On  vérifie  de  même  que  les  expressions 

B  =XgXo  +  YqYq  4-  Z(,ZJ, 

•     B'=r:X;Xo  +  Y;Yo  +  Z^Z„, 

■'      *      •  _     B'r^XoXi+Y.Y^  +  Z.Z; 

sont  constantes.  Si  l'on  forme  alors  l'expression  X*  +  Y^  +  Z*,  les 
formules  (4)  donneront  : 

•  X»  4- Y»  +  Z^  =  A.C' +  A'.C'^  4- A".C"*      - 

+  2B.C'C"  +  aB'.CC  +  2B\GG' 
=:  ç  (G,  G',  G"),  -        •  ■• 

expression  constante,  ce  qu'il  était  facile  de  prévoir,  puisque  X*  +  Y* 
+  Z*  est  le  carré  de  la  longueur  du  segment  M^M. 
,    Posons  alors 

a  =  iXo+wX;  +  7iX;,  p  =  iYo+mY;  +  7iY;,  y=lZg  +  m2'^+fiZl, 
a'  =  l'Xo+w'X;-t.n'X;,  ^'  =  rYo+m'Y;  +  n'Y:,  Y=l%+m'Z',  +  n'Zl, 
a"=irXo4-m'X;  +  n'XS,  ^'=zrY,+  m''Y',  +  n''Yl,  Y"=rZo+m"Z;  +  n7.;, 

où  l,  m,  n,  V ,  m' ,  n',  V,  m",  n'  sont  des  constantes,  et  choisissons 
ces  constantes  de  façon  à  avoir 

X5)    ^{l,m,n)  —  i,      <f{l',m',n')=zi,      <p  (f,  w',  n')  =  1. 

Si  l'on  traite  pour  un  instant  l,  m,  n,  l' ,  m' ,  n' ,  l",  m\  n"  comme 
les  coordonnées  rectangulaires  de  trois  points  représentatifs  P,  P',  P", 
ces  équations  expriment  que  ces  trois  points  sont  sur  un  certain 
ellipsoïde  (E).  Elles' expriment  aussi  que  a,  (3,  y?  a',  ^',  y',  a",  ^",  y" 
sont  les  cosinus  directeurs  de  trois  axes  fixes  issus  du  point  M,,,  cosi- 
nus directeurs  pris  par  rapport  au  Irièdre  mobile. 

Cherchons  la  condition  que  doivent  remplir  l,  m,  n,  V ,  n}' ,  n' , 
l\  m\  n"  pour  que  ces  trois  axes  soient  rectangulaires. 


CHAP.  IV.  —   DU    MOUVEMENT   D'uN   SOLIDE.  123 

En  remplaçant  a,  [3,  v,  a',  ^' ,  y'  par  leurs  valeurs,  la  condition 
d'orthogonalité  peut  s'écrire  : 

ac'  +  pp'  H-  -a'  =  5  (^j  V  +  ^M'+p.  n')  =  0, 
2  \dl  dm  dn     J 

ce  qui  exprime  que  P,  P'  sont  sur  l'ellipsoïde  (E)  les  extrémités  de 
deux  diamètres  conjugués.  En  appliquant  la  même  remarque  aux 
deux  autres  conditions  d'orthogonalité, 

aa"  +  (3^"  +  yy'  =  0,       «' a"  +  ^' ^"  +  y'y"  =  0;      .; 

on  voit  que  P,  P',  P"  devront,  sur  l'ellipsoïde  (E),  être  les  extrémités 
de  trois  diamètres  conjugués. 

Supposons  l,  m,  n,  V ,  m',  n' ,  l",  m",  n"  ainsi  choisis.  Alors 
a,  P,  Y?  a'>  t^',  yS  «%  P%  ï"  sont  les  cosinus  directeurs  des  axes  d'un 
trièdre  trirectangle  fixe  Tj,  cosinus  pris  par  rapport  aux  axes  mobiles'. 

Il  est  clair  que  (a,. 3,  y)  (a',  ^',  y')  (a",  ^" ,  y")  sont  trois  systèmes 
de  solutions  linéaipement  indépendants  des  équations  (3),  et  au  Keu 
des  forntiules  intégrales  (4),  nous  pouvons  prendre  .... 

X  =  G.a  +G'.a'  +  G". a",  '        "'■ 

Y  =G.^  +  G'. .S'  +  G". 6",  ■   ^   :  ■-      - 

.      Z  =C.y  +  G'.y'  +  C".y", 

alors  les  solutions  générales  des  équations  (1)  s'écrivent,  d'après  les 
formules  (2) 

(    xirrcCo  +  G.a  +  C'.a'  +  C".a% 

(6)  .î/  =  î/o  +  G.p  +  G'.^'  +  C".^", 

f  z  =  z,  +  G.Y  +  G'. y'  +  G". y'. 

On  voit  ainsi  que  G,  G',  G"  sont  les  coordonnées  constantes  par 
rapport  au  trièdre  fixe  Ti  du  point  fixe  M,  dont  x,  y,  z  sont  les  coor- 
données par  rapport  au  trièdre  T,  et  les  formules  (6)  constituent  la 
transformation  de  coordonnées  qui  définit  le  mouvement  continu  du 
trièdre  T  par  rapport  au  trièdre  T,. 

Le  problème  qui  vient  d'étie  résolu  a  été  traité  par  M.  Darboux 
avec  détail  au  début  de  ses  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces. 
M.  Darboux  a  rattaché  à  cette  question  plusieurs  problèmes  de  géo- 
métrie infinitésimale,  et  montré  tout  le  parti  que  l'on  peut  tirer  de 
l'emploi   d'un   trièdre   de   référence   mobile   dans   J'étude  de  telles 
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questions  que  compliquerait  beaucoup  l'emploi  des  coordonnées  habi- 
tuelles. 

Je  ne  rapporterai  ici  que  ce  qui  concerne  l'application  à  la  géomé- 
ti'ie  des  courbes  gauches. 

41.  Soit  une  courbe  gauche  C;  0  un  de  ses  points;  menons  à 
celle  courbe  la  tangente  Ox  dans  un  sens  fixé  a  priori,  soit  Oj/  la 
normale  principale  dirigée  vers  le  centre  de  courbure  eiOz  la  bi-nor- 
male  prise  dans  un  sens  tel  qu'une  rotation  directe  de  90°  autour  de 
0;  amène  Ox  sur  Oij.  Nous  disons  que  le  mouvement  du  trièdre  T 
ainsi  construit  est  dirigé  par  la  courbe. 

Cherchons  les  éléments  ^,  t„  l„  p,  q,  r  relatifs  à  ce  trièdre  T  en 
supposant  que  le  point  0  décrive  la  courbe  G  avec  une  vitesse  égale  à 
l'unité.  Gomme  ^,  tj,  X,  sont  les  projections  sur  Oa?,  Oi/,  Oz  de  la 
vitesse  d'entraînement  de  l'origine  du  trièdre,  nous  aurons  ici 

Désignons  par  R,  T  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion. 

Par  un  point  A  fixe,  dont  £Cq,  t/^,  z^  seront  les  coordonnées  rela- 
tives au  trièdre  mobile,  menons  un  segment  unitaire  AB  parallèle 
à  Ox;  les  coordonnées   relatives    de  B  seront  {x^  +  1,  y^,  z^),  et 

les  projections  de  la  vitesse  absolue  de  B  sur  Ox,  Oy,  Oz  seront, 

ds 
puisque —  =  1, 


v«.x  =  l  +  g^o  —  *'î/o  + 


dx^ 
ds 


i'», 


=  P!/o-^i(^o  +  ^)+-^°' 


=  r{r,  +  i)-pz,-i-~L' 


dz„ 


d_Uo 
ds 


Exprimons  que  la  vitesse  absolue  du  point  A  (x^,  y^,  z^)  est  nulle, 
il  viendra 

0  =  1-1-  qr,  -vy,  +  -^, 


rx^ 


p'^-^-ir 


0  = 


dy_c 
dt 


et  la  vitesse  absolue  du  point  B  se  réduit  aux  expressions  suivantes 
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Or,  d'après  la  définition  du  rayon  de  courbure  R,  et  puisque  ds 
=^dt,  cette  vitesse  est  égale  à  -  et  dirigée  suivant  0»/,  on  a  donc 

1 

v„,y  =  r  =  ~,      Va,,  =  —  q  =  0. 

Menons  maintenant  par  A  un  segnient  parallèle  à  Oz,  ÂC,  de  Ion- 

gueur  égale  à  l'unie,  la  vitesse  absolue  de  C  est  encore  diri'rée  sui- 

1  ° 

vant  0?/  et  a  pour  valeur  -  où  T  est  le  rayon  de  torsion;  on  devra 

donc  avoir  ici 


qi^o 

+  1)- 

—  ) 

'Vo  + 

d.v^ 
dt  ' 

rjTo  - 

-  P  ('o 

+ 

d)4- 

dt 

PUi>- 

-7^-0 

+ 

dt 

0  =  i\,  = 

expressions  qui,  en  vertu  de  la  fixité  du  point  A,  se  réduisent  à 

1 

0  =  t^x  —  q,      ^  =  t\,j  =  —p,      0=1  Va,,  =  0. 


On  trouve  donc,  indépendamment  de  7  r=z  0,  l'équation  p  = 


\ 

T' 
ainsi,  à  côté  des  valeurs  1,  0,  0  de  ç,  y;,  ^,',  nous  avons  pour  p,  7,  r 

les  valeurs 

^  n  ^ 

On  peut  démontrer  que,  réciproquement,  si  un  trièdre  se  meut  de 
telle  sorte  que  y;,  'Ç,  q  soient  nuls,  ce  trièdre  est  formé  par  la  tangente, 
la  normale  principale  et  la  bi-normale  d'une  courbe  gauche. 

M.  Darboux,  à  l'endroit  cité,  a  donné  de  nombreuses  applications 
des  formules  précédentes;  nous  ne  donnerons  ici  que  l'exemple 
suivant  : 

)évcloppablès       Soit  T  le  tnèdre  dirigé  par  une  courbe  C,  et  OU  une  droite 

menées  par     fssue  du  sommet  de  ce  trièdre,   comment  doit  varier  OU  pour 
une  courbo 
"■auche         engendrer  une  surface  développahle? 

donnée.  g^.^  ^  l'angle  de  OU  avec  Oxcto  l'angle  deOy  avec  la  trace  sur 

le  plan  normal  yOz  du  plan  mené  par  Oac  et  OU. 
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'Appelons  l  la  distance  au  point  0  d'un  point  M  pris  sur  OU,  et 
X,  yyZles  coordonnées  de  ce  point  par  rapport  au  trièdre  mobile; 
on  a 

X  =  l  cos  0,       y  ~  Tsin  G  cos  9,       ^  =  ï  sin  0  sin  0. 

Si  la  droite  OU  engendre  une  développable,  le  point  M  où  elle 
touche  l'arête  de  rebroussement  a  sa  vitesse  dirigée  suivant  la  tan- 
gente à  cette  arête,  c'est-à-dire  suivant  OU;  pour  ce  point  M  on  a 
donc 

X       y        z 
ou,  en  supposant  — -  =  1, 

1  dx       X        z       du  y        dz 

R^        ds  _R       T       ds__       T       ds 

X  ~"         y         ~^        ^ 

Appelons  \  la  valeur  commune  à  ces  rapports,  et  remplaçons  dî, 
iy,  z  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  l,  Oet  9.  Il  viendra,  en  consi- 
dérant les  deux  derniers  ra,pports,  ■',   "■'-     ■   ■■""  • 

cos  9       sin  0  sin  ?        d   ,.     ^  ^        [.  dl\    . 

-73 1 = — -^  +  —  (sin  0  cos  ©)  =    A  —  -— -  )  sm  0  cos  ô 

K  T  ds  \  Ids/ 

sin  6  cos  ç        <^  /  .     .    .      s        A         dl\    . 

T—  +  ds  ^^'"  ^  ''''  ^)  =  ['  -  îdS)  ^'"  ^  ''"  ?' 

d'où,  en  multipliant  par  —  sin  ç,  cOs  9  et  ajoutant, 

-,  '      sin  6       sin  0  cos  6         .     ,  ds       ^ 
T T^ 4-  sm  6  -^  =  0. 

r  11  ds 

Si,  en  particulier,  on  prend  0  =  ^)  on  est  dans  le  cas  des  dévelop- 

pables  engendrés  par  des  normales,  de  sorte  que  la  formule  précé- 
dente généralise  la  théorie  des  développées. 
Cas  où  l'axe  du       Comme  autre  exemple  je  traiterai  ce  problème  qui  a  une  certaine 

mouvement      impoitance  par  ses  applications. 

hélicoïdal  ^^  ,,  .  ,.,,...,,.  ,.        . 

a  une  direction       Supposons  que  taxe  du  mouvement  hélicoïdal  ait  une  direction 

fixe  dans  le      fixe  dans  le  corps;  alors  on  peut  supposer  que  Oz  est  cette  direction  ; 
corps.         p^  q  goi^t  jjuig^  Par  un  point  fixe  A  de  l'espace  de  Coordonnées  rela- 
tives (Xg,  y^,  z„),  menons  \xn  segment  unitaire  AB  parallèle  à  0«. 
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Les  coordonnées  de  B  sont  ..      .  - 

..    .     ■  ■  ^0»  !/o'  ~o  "h   ^5.. 

sa  vitesse  absolue  a  dès  lors,  comme  projections  sur  les  axes  mobiles, 

Mais  d'un  antre  côté,  si  l'on  cherche  la  vitesse  absolue  de  A  (qui 
est  nulle  par  hypothèse),  on  trouve  les  mêmes  expressions;  ces 
expressions  sont  donc  toutes  les  trois  nulles  et  B  est  fixe.  Donc  Oz  a 
une  direction  fixe  aussi  dans  l'espace.  De  là  ce  théorème  fonda-- 
mental: 

Si  l'axe  du  mouvement  hélicoïdal  a  une  direction  fixe  dans  le 
corps,  il  a  aussi  une  direction  fixe  dans  Vespace. 

Du  mouvement  inverse. 

42.   Considérons  deux  trièdres  T,  Tj  mobiles  l'un  par  rapport  à 
l'autre,  le  mouvement  de  Tj  par  rapport  à  T  est  dit  l'inverse  du  mou- 
vement de  T  par  rapport  à  Tj.  \.        '.. 
vite  se  dans         Soit  P  un  point  lié  au  trièdre  T  et  Pj  le  point  lié  au  tfièdre  ^^  avec 
lequel  coïncide  le  point  P  à  l'époque  considérée  ;  on  a  ce  théorème  : 

La  vitesse  d'entraînement  de  P  dans  le  mouvement  de  T  pat 
rapport  à  Tj  est  égale  et  opposée  à  la  vitesse  d'e^itraînement  de 
P^  dans  le  mouvement  inverse. 

Considérons,  en  effet,  un  point  M  mobile  par  rapport  au  trièdre  T, 
et  qui  coïncide  avec  le  point  P  à  l'époque  considérée.  La  vitesse  Vj  de 
M  par  rapport  au  trièdre  Tj  est  la  somme  géométrique  de  la  vitesse 
d'entraînement  u  de  P  par  rapport  à  T,  et  de  la  vitesse  relative  v'  de 
M  par  rapport  à  T  ; 

v^^  =  V  +  y' . 

Mais  supposons  le  point  M  toujours  coïncidant  avec  le  point  P^; 
alors  la  vitesse  v^  est  nulle  et  les  vitesses  v  et  v'  sont  égales  et  oppo- 
sées. Or  V  est  la  vitesse  de  P  par  rapport  au  trièdre  T,  et  v'  est  la 
vitesse  du  point  M,  ou  Pj,  par  rapport  au  trièdre  T.  Le  théorème  est 
donc  démontréi 


inouveniout 
inverse. 
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Application.  Soient  Sj,  2j  deux  systèmes  invariables  en  mouvement  l'un  par 
l'autre.  Dans  certains  cas  il  y  aura  avantage  à  prendre  comme  trièdre 
de  coordonnées  non  pas  un  trièdre  lié  soit  à  2j,  soit  à  2^,  mais  un 
trièdre  T  mobile  à  la  fois  par  rapport  à  chacun  de  ces  systèmes  inva- 
riables. 

Désignons  par  (p»,  q,,  i\,  S,,  r,^,  Uj)  (p^,  q^,  r^,  ^„  v;,,  Q  les  coor- 
données des  deux  systèmes  de  rotations  instantanés  qui  se  rapportent 
respectivement  au  mouvement  du  trièdre  T  par  rapport  au  système 
'l^  et  au  mouvement  du  trièdre  T  par  rapport  au  système  Z^.  Le 
mouvement  de  Z,  par  rapport  à  1^  peut  être  considéré  comme  résul- 
tant du  mouvement  de  T  par  rapport  à  I,  et  du  mouvement  de  S, 
par  rapport  à  T,  lequel  est  le  mouvement  inverse  de  celui  de  T 
par  rapport  à  2i;  par  application  de  la  proposition  précédente,  la 
vitesse  d'entraînement  d'un  point  de  1i  par  rapport  à  Zj  sera  la 
difTérence  géométrique  entre  la  vitesse  provenant  de  l'entraînement 
de  T  par  rapport  à  2,  et  celle  provenant  de  l'entraînement  par  rapport 
à  ^1  du  même  trièdre  T.  En  projetant  sur  les  axes  de  ce  trièdre  et 
désignant  par  x,  y,  z  les  coordonnées  du  point  entraîné,  on  aura  donc 

^x  =  ^,  —  ?i  +  ('/,  -  9,)  2  —  {'-t  —  >•,)  y, 
Vj/  =  T^j  —  -^i  +  O'î  —  »',)  X  —  (p,  —PO  z, 
V,  =  r,  —  Ç,  -^  (Pj  — p,)  y  —  (q^  —  g,)  x 

et  v^,  V;„  v^  seront,  répétons-le,  les  projections  sur  les  axes  du 
trièdre  T  de  la  vitesse  du  point  dont  x,  y,  z  sont  les  coordonnées 
actuelles,  lié  au  système  2,,  dans  le  mouvement  d'entraînement  de 
2,  par  rapport  à  2,. 

Ces  formules,  extrêmement  commodes,  trouveront  plus  lard  une 
application  dans  l'étude  du  roulement  des  courbes. 
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CHAPITRE  V 

De  raccéléralion  dans  le  mouvement  relatif. 


Formules  fondamentales. 

43.  Nous  étudierons  uUérieurement  en  détail  divers  cas  de  mou- 
vement d'un  corps,  mais  nous  devons  auparavant  compléter,  en  ce 
qui  concerne  les  accélérations,  le  problème,  déjà  traité  pour  les 
vitesses,  du  changement  de  système  de  comparaison. 

Un  point  M  se  meut  par  rapport  à  un  trièdre  T,  lequel  à  son  tour 
est  mobile  par  rapport  à  un  second  trièdre  Tj,  il  s'agit  de  trouver 
l'accélération  du  point  M  dans  son  mouvement  par  rapport  au  second 
trièdre. 

Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  du  point  P  du  trièdre  T  avec  lequel 
coïncide  le  mobile  à  l'époque  t,  nous  avons  trouvé  que  les  projections 
de  la  vitesse  absolue  du  point  M  avaient  pour  expressions 

^  dx 

du 

V,  — .  r,  +  rx  —  pz  +  —, 

dz 

%  —  C  +PV—  qx  +  ^• 

Pour  obtenir  Taccélération  absolue,  prenons  un  point  A  fixe  (c'est- 
à-dire  lié  invariablement  au  trièdre  T^  auquel  est  rapporté  le  mouve- 
ment dit  absolu),  et  menons  A  V  segment  égal  et  parallèle  à  la  vitesse 
absolue  du  point  M.  La  vitesse  absolue  du  point  V  est  l'accélération 
absolue. 

Appelons  cCj,  y,,  z^  les  coordonnées  du  point  V  par  rapport  au 
trièdre  T  mobile,  et  désignons  par  Ja,r,  Jn^y,  h,^  les  projections  do 
Cinémat'uine.  9 
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l'accélération  absolue  sur  les  axes  de  ce  trièdre;  on  aura,  puisque 
l'accélération  absolue  de  M  est  la  vitesse  absolue  de  V, 

Ja„r  =  ^  +  q^i  —  ''Vi  +  -^' 

dy. 

Soient  Xq,  y^,  z^  les  coordonnées  du  point  A  par  rapport  aux  axes 
mobiles,  on  a,  Vj.,  Vy,  v^  désignant  toujours  les  projections  de  la  vitesse 
absolue  du  point  M, 

X,=:X^-b  t',,,         ?/j  =  î/o   +  Vj„         Z^=ZQ-h  V,, 

d'où 

"^  dt 


dv„ 


ia.x  =    ;  +  g -0  —  ry,  +  --jj  \  +  Q  ^'■~. 

r  dzr[  dv, 

J„„  =  ^^  +  py^-  qx,  +  -^J  +  PV,  -  qv,.^  +  —  • 

Formulas  Or,  le  point  A  étant  au  repos  absolu,  sa  vitesse  absolue  est  nulle; 

de  Bour.       on  a  donc 

r,  +  rxo  —  pzo  +  "^  —  ^' 


et  il  reste 


J.„  =  3....-.-,V  +  -^^ 


li.z=pv,,—  qv^  + 


J„„  =  r..,-;.r.+  — ^: 


dt\ 
dt'. 


dt 

formules  qui  sont  dues  à  Bour(i).  Il  suffira  de  les  développer  pour 
atteindre  le  but  que  nous  nous  sommes  proposé. 

(1)  Journal  dt  Lioinille,  2"'«  série,  t*  \III,  1863* 
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En  transportant  dans  J„  .^  les  valeurs  de  v,,  v,,,  v,,  on  trouve 

■* =-/[?  +  p'J  - 1^  +  ^]  -  ■•  [^^  +  '•^-  -''"  +  §] 

+  £[?-*-  «-"  -  '•"  +  !?]=«'  ■*-«'-  '■'=)  +  «"  -  ''''J 

les  lettres  accentuées  désignant  les  dérivées  prises  par  rapport  au 
temps  des  variables  correspondantes. 
Posons,  pour  abréger, 

^'  +  ^^  _  rr,  =  ^„       V  +  r^  -  pi;  =  r,„       ^'  +  pt,  -q%  =  t,, 
2H  =z  {px  +  qy  +  r-y  —  (p*  +  ^'  +  r*)  (x^  +  ?/  +  z^-), 

on  pourra  écrire 

^  ,  ,  âîl       ^  /    dz  dij\        d^x 

et,  de  même, 

dhi       .  (    dx  dz\       d'y 

J..-..  +  r'x-pz-^  —  +  2  [r-^-Pj-^)  +  ^' 

,  ,  dU       r^  /    du  dx\        d*z 

Interprétation       44.  Nous  allons  interpréter  ces  formules.  Nous  avons  appelé  P  le 
des  formulos.    point  lié  au  trièdre  mobile  avec  lequel  coïncide  le  point  mobile  M  à 
l'époque  t  considérée.  Si,  dans  les  formules  précédentes,  on  laissait  à 
X,  y,  z  leurs  valeurs  actuelles,  mais  en  les  considérant  comme  des  cons- 
tantes, on  aurait  évidemment  l'accélération  du  point  P  entraîné  par  le 
Accélération     trièdre  mdbile,  c'est-à-dire  l'accélération  d'entraînement.  Désignons 
d'entraîné-      par  J, cette  accélération  et  par  J^^^;,  3e,y,  Je,  -  ses  projections  sur  les  axes  du 
trièdre  mobile.  J^  se  déduit  de  J<,  en  y  supposant  x,  y,  z  constants  ;  on 
a  donc 

,       .       ,        ,       an 

J,,,  =-:r,i  +  r'x—p'z  +  j-y 
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Accclérntion 
complémen- 
taire. 


Théorème 
de  Coriolis. 


Je  désigne  par  j^  le  segment  dont  les  projections   sur   les   axes 

mobiles  sont 

^  1    dz  dii\        -  „  /    dx  dz\ 

'■'         y  dt  dt)         •'         \    dt      ^  dtj 

r.  (    du  dx\ 

,1,,  =  2  (p  -'  -  ,  ^). 

d^x    d-y    d-z  .  ...  , 

Knfin  il  est  visible  que  —^^  -j^y  -jj^  sont  les  projections  sur  les 

Cl  t  Cl  t         tl  V 

axes  mobiles  de  l'accélération  relative  J,.  du  point  M  dans  son  mouve- 
ment par  rapport  au  trièdre  T.  Les  formules  qui  donnent  J„.^  s'écri- 
vent alors 

»n,x  ——  "(-..T  ~t~  Jf,.r  ~H  "r,.rj 
'1(1,1/  ^^^^  J;-,i/  +  J<,;/  'I  ''r,!/ ) 
3„,  =  J,.,    -i-   J,,,    +    Jc,r- 

Ce  qui  exprime  que  J„  est  la  somme   géoméiriquo   des   segments 

"r?   ''«5    "c*  _      _ 

Nous  connaissons  la  signification  de  J,,  J,,  il  est  aisé  d'interpréler 

aussi  J<.. 

Menons  par  le  point  M  le  segment  <}  dont  les  projections  sont 
p,  q,  r  sur  les  axes  mobiles.  On  reconnaît  dans  ce  segment  la  rotation 
qui,  jointe  à  une  vitesse  de  translation  égale  à  la  vitesse  du  point  P  du 
corps,  produirait  dans  le  corps  la  distribution  de  vitesse  qui  résulte 
de  son  déplacement  effectif. 

Menons  aussi  le  segment  MV^  qui  représente  la  vitesse  relative.  On 
voit  que  J,.  est  le  double  du  segment  qui  représente  le  moment  du 
segment  tî  par  rapport  au  point  V,.  Ce  segment  J,  porte  le  nom 
d'accélération  complémentaire  ou  de  Coriolis. 

On  peut  donc  énoncer  ce  tliéorème  : 

L accélération  absolue  est  la  som7ne  géométrique  de  trois 
segments  : 

i"  L'accélération  relative  du  point  par  rapport  au  système  de 
comparaison  mobile; 

2"  L'accélération  d' ont raîiie ment,  c'est-à-dire  celle  que  possède  le 
point  du  système  de  comparaison  mobile  avec  lequel  coïncide  le 
mobile  à  l'époque  considérée; 

^0  L'accélération  complémentaire  ou  de  Coriolis,  qui  est  le 
double  du  moment  du  segment  Q  qui  représente  la  rotation  ins- 
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tanianée  transportée  au  point  M,  par  rapport  à  Vexlrêmitù  de  la 
vitesse  relative. 

Cette  proposition  est  habituelleiuenl  connue  sous  le  nom  de  théo- 
rème de  Goriolis. 

L'accélération  complémentaire  est  nulle  dans  trois  cas.  D'abord, 
bien  évidemment,  dans  le  cas  du  repos  relatif,  car  alors  le  point  V^ 
coïncide  avec  le  point  M;  en  second  lieu  si  la  vitesse  relative  est  cons- 
tamment parallèle  à  l'axe  du  mouvement  hélicoïdal,  car  alors  V,.  est 
sur  le  segment  0;  et  enfin  si  le  segment  Q  est  nid,  auquel  cas  il 
existe  une  translation  tani^ente. 


De  la  distribution  de  Taccélération  dans 
un  corps  en  mouvement. 

45.  Les  expressions  de  J,,  .c?  h,,,,  X',^  que  nous  avons  trouvées, 
nous  donnent  la  distribution  de  l'accélération  dans  un  solide  en  mou- 
vement. Ces  formules,  en  posant 

Jc',x  =  ^1  +  q'  z  —  r'  y,       J^',,,  =  r,^  -{-  r'  x  —  p'  z, 

3e',.  =  ^i  +  p'y  —  q'x, 

ox  dy  az 

peuvent  s'écrire 

Elles  expriment  que  l'accélération  d'entraînement  est  la  somme  de 
deux  segments.  L'un  J^.'  do  projections  J^r.x,  J«',y)  h'.-.-,  l'autre  J^,,  de 
projections  J,r,  .j.,  J^r/ y,  J^^ _-.  Le  premier  est  le  moment  par  rapport  au 
point  mobile  M  du  système  de  segments  li  de  coordonnées 

P',     q',     ^'',       ?p     r,^,     Çi- 

Pour  interpréter  le  second  segment,  menons  par  l'origine  des  coor- 
données une  parallèle  OA  à  l'axe  instantané  de  rotation,  et  soit  Q  le 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  M  sur  cette  droite.  Les 
coordonnées  x^,  y^,  z^  du  point  Q  sont  données  par  les  formules 

.r,  _  7/i  _  Ti  _  p^'.jj- Jfj/i_-f-^i  _  yx  +  qy  -f-  rz _ 
p         q        r  _p'  -H  g*  -f-  r*  p-  +  q-  ^-  r* 


Centre  des 
accéléiations 
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Les  projections  du  segment  M  Q  sont  donc 

px-hqy-hrz  p(px-hqy -i-rz) — (p^  +  q^  +  r-)x 


a^j  — à!=jL) 


p  +q  -h r 
dîl  1 


p^  +  q-  +  r' 


dx  '  j)^  -\-q^  +  r*' 
et  de  même 

c?H  1 


^i-2/  =  XT 


dy  p^  +  q^  +  1 


,2  '  "^1 


dB_  1 

dz  p^  +  q^  +  r 


Considérons  alors  le  segment  MD  égal  au  produit  de  MQ  par 
p*  4-  'z'  +  r^  =  w*;  les  projections  de  ce  segment  MD  seront  préci- 
sément 

OU        ÔH       dU 


(p2  4-   (f  +   ,.î)  (jc^  —  x)z= 


dx        à  y        dz 


Donc  MD  est  le  second  segment  cherché. 

Contrairement  à  ce  qui  a  lieu  pour  la  vitesse,  il  y  a  toujours  un 
point  du  système  T  mobile  dont  l'accélération  est  nulle.  Ce  point  a 
reçu  le  nom  de  centre  des  accélérations. 

Les  coordonnées  de  ce  point  doivent  vérifier  les  équations 

J^x  =  Çi  +  g^  —  »•  2/  +  3— =  0, 

dx 

ie,y  =  r^,  +  r'x—p'z +  —=(), 

nous  obtenons  ainsi  trois  équations  linéaires  dont  le  déterminant 
est 


— {q^+T^)pq  —  r'  pr  +  q' 
pq  +  r'  — (r^+p^)  qr  —  p' 
pr  —  q'       qr  +  p'       — (p'+g") 

=  -\(qr'  -rq'y  +  (rp'  -pr'Y  +  ipq'  -qp'fl 


=(pp'-hqq'  +  rr'y 

-{p'  +  q'+r'){p"+q"+r") 


Le  déterminant  n'est  nul  que  si  l'on  a 


Pi 
p 
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donc,    sauf   cette  exception,  il  y  a  toujours  un  centre  des  accélé- 
rations. 

Supposons  que  l'excepiion  précédente  ait  lieu  à  tout  instant  du  mou- 

P    Q 
vement  ;  on  voit  que  ->  -  sont  constants,  ce  qui  signifie  que  l'axe  du 

mouvement  hélicoïdal  tangent  a  une  direction  fixe  dans  le  corps,  et, 
par  suite,  aussi  dans  l'espace  (p.  126). 

Prenons  alors  Oz  parallèle  à  cette  direction,  invariable  à  la  fois 
dans  le  corps  et  dans  l'espace  ;  p  ei  q  seront  nuls,  ç,,  r^,  L^  se  rédui- 
ront à 

et  l'on  trouvera 

J..  =  ?,  =  !;'• 

Cas  où  il  y  a  On  voit  alors  qu'il  n'y  aura  pas  de  centre  des  accélérations  tant  que 

ine  iaCnité  .le  .,  ne  sera  pas  nul. 
centres  des 

accélérations.  I'  ^'^'^  facile  d'interpréter  cette  condition  X^  ==  0.  Elle  exprime  que 

!^  est  constant;  or,  dans  le  cas  actuel,  les  formules  qui  donnent  la 

distribution  de  la  vitesse  se  réduisent  à 

r.,  =  ç  —  rj/,       r„  =  Yî  +  r.r,       v,  =  Ç. 

Le  plan  «0?/  a  une  orientation  fixe  dans  l'espace,  comme  l'axe  Oz 
auquel  il  est  normal  ;  il  se  déplace  donc  en  restant  parallèle  à  lui- 
même  et  la  vitesse  de  ce  déplacement  est  précisément  ^. 

Si  X^  est  constant,  c'est  que  le  mouvement  de  xOy  est  uniforme. 
Dans  ce  cas,  il  y  a  une  infinité  de  points  d'accélération  nulle;  ils  sont 
répartis  sur  la  droite 

?i  —  >•'  V  —  r'x  =  0,       r,,  +  r'  x  —  r'y  =z  0. 
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CHAPITRE  VI 


Mouvement  d'une  figure  plane  dans  son  plan. 


Forniuliîs 

(le  la  vitesse 

dans  le  cas 

(lu  glissement 

I     d'un  plan 

I  îur  lui-même. 


40.  Parmi  les  divers  mouvements  d'un  corps  solide,  il  en  est  deux 
particulièrement  importants  que  nous  allons  étudier  en  détail.  Le 
premier  est  celui  dans  lequel  un  plan  du  corps  glisse  sur  lui-même; 
le  second  celui  dans  lequel  une  splière  du  corps  glisse  sur  elle-même, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  dans  lequel  le  corps  a  un  point  fixe. 

Examinons  d'abord  le  premier  mouvement.  Appelons  ::  le  plan  du 
corps  qui  glisse  sur  lui-même;  tout  plan  du  corps  parallèle  au  plan  :: 
glisse  lui  aussi  sur  lui-même,  en  sorte  que  tout  point  M  du  corps 
décrit  une  courbe  tracée  dans  un  plan  paiallèle  au  plan  -::;  on  peut 
ajouter  que  si  M^  est  la  projection  du  point  M  sur  le  plan  ::,  le  point 
Mq  décrit  dans  le  plan  sur  lequel  glisse  le  plan  t.  la  même  courbe 
plane  que  le  point  M  décrit  dans  l'espace. 

On  peut  donc  se  borner  à  étudier  le  mouvement  des  points  situés 
dans  le  plan  z  et  l'on  est  alors  ramené  au  problème  du  mouvement 
d'une  figure  plane  qui  glisse  dans  son  plan. 

Prenons  le  plan  ::  pour  plan  xOy;  tout  point  pris  dans  le  plan  x  a 
sa  vitesse  dans  ce  plan,  par  bypothèse,  donc  la  projection  v\  de  cette 
vitesse  sur  0^  est  nulle  identiquement;  comme  on  a 


V- 


py  -  qoc, 


il  faut  que  î^  r=  ]>  =r:  ^y  ^  0.  Posons  alors  o)  =  r  et  nous  trouvons 
que  j)Oiir  tout  point  du  corps  on  a 

Si  (0  était  nul,  le  corps  serait  animé  d'une  translation  instantanée; 
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cp  ras  exclu,  on  peut  poser 


-n 

_  ç 

~~  ? 

1/0  = 

(.) 

(0 

Les  expressions  précédentes  deviennent  alors 

V,.  —  —  M(y  —  y,),       V,,  =  lù  {x  —  X,),       r,  =  0; 

elles  nous  prouvent  que  le  corps  est  animé  d'une  rotation  instantanée 
(1)  autour  d'un  axe  A  parallèle  à  0  z  et  issu  du  point  I  du  plan  ::  dont 
(^o>  î/o)  ^o^t  les  coordonnées. 

Conformément  à  la  remarque  déjà  faite,  nous  nous  bornerons  à 
étudier  le  mouvement  du  plan  ::  sur  lui-même,  et  nous  pourrons  dire 
alors  que  la  distribution  des  vitesses  dans  le  j^lan  ::,  dans  son  mou- 
vement de  glissement  sur  lui-même,  est  la  même  que  s'il  tournait 
Centre  avec  la  vitesse  w  autour  du  point  I,  qui  a  reçu  le  nom  de  centre 
xiistantnne.      instantané  de  rotation. 

Un  point  M  du  plan  7:  décrit  dans  ce  mouvement  une  courbe  dont 
la  tangente  porte  la  vitesse  du  point  M.  Cette  vitesse  est  normale, 
d'après  le  tbéorème  précédent,  à  la  droite  IM  et  égale  au  produit  de 
IM  par  0).  On  peut  on  conclure  que  IM  est  la  normale  à  la  trajectoire 
du  point  M. 

De  là  ce  théorème  : 

Propriété  Les  normales  aux  trajectoires  de  tous  les  points  du  plan  mobile 

des  normales.    ^.^^^^  toutes  passer  au  centre  instantané  de  rotation. 

Courbes  Considérons  une  courbe  C  liée  au  plan  ::;  cette  courbe  en  enve- 

enveloppos.  iQppg  ^^^^  ^^^^ç.  (^q).  Soit  P  le  point  où  la  courbe  C  touche  (G).  Ce 
point  P  varie  en  général  sur  la  courbe  C  ;  cette  courbe  est  sa  trajec- 
toire relative  dans  le  plan  ::;  la  courbe  (G)  est  sa  trajectoire  absolue. 
Par  hypothèse  G  et  (G)  sont  tangentes  en  P;  donc  la  vitesse  absolue 
et  la  vitesse  relative  de  P  sont  portées  par  une  même  droite  PT  tan- 
gente commune  à  C  et  à  (C).  La  vitesse  d'entraînement  de  P,  qui 
est  la  différence  géométrique  entre  ces  deux  vitesses,  est  donc  portée 
aussi  par  PT;  mais  cette  vitesse  d'entraînement  est  normale  à  la 
droite  IP;  donc  IP  doit  être  normale  à  la  courbe  G  au  point  P.  Donc, 
au  point  P  où  G  touche  son  enveloppe,  la  normale  à  G  va  passer  au 
centre  instantané. 

Réciproquement,  soit  P  un  quelconque  des  pieds  de  normales 
issues  à  la  courbe  G  du  centre  instantané  L  Le  point  P  est  variable  sur 
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la  courbe  C  avec  le  temps;  sa  vitesse  relative  et  sa  vitesse  d'entraîne- 
ment sont  tontes  deux  portées  par  la  tangente  PI  à  la  courbe  G.  Sa 
vitesse  absolue,  somme  géométrique  de  ces  vitesses,  est  donc  portée 
par  la  tangente  PT.  Mais  alors  PT  est  tangente  à  la  trajectoire 
absolue  (C)  du  point  P,  et  dès  lors  la  courbe  (G)  est  une  courbe  fixe 
à  laquelle  la  courbe  G  reste  tangente;  cette  courbe  (G)  est  une 
branche  de  l'enveloppe  de  la  courbe  G. 

Nous  pouvons  ainsi  énoncer  ce  théorème  : 

Les  jpoints  où  une  courhc  G,  entraînée  par  Je  plan  mobile, 
touùhe  son  enveloppe,  sont  les  pieds  des  normales  issues  du 
point  I  (centre  instantané)  à  la  courbe  C. 

Soient  x,  y  les  coordonnées  du  point  de  contact  P;  la  vitesse  rela- 

^.       ,        .      r.  •      •        dx     dy 

tive  du  point  l*  a  pour  projections  — —  >  -—  ;  cette  vitesse  étant  nor- 

Cv  t       ce  ' 

maie  à  la  droite  IP,  d'après  ce  qui  précède  on  est  en  droit  de  poser, 

-=:-A(v-I/„),        -^^X(X-X,\ 

où  A  est  une  fonction  auxiliaire. 
Lsl  vitesse  relative  du  point  P  a  pour  valeur 


V,  =  \  V{x  —  x,Y  -A-  {y  —  yj 
et  la  vitesse  d'entraînement, 

v,  =  iù  \/{x  —  x,f  +  {y  —  y,y 
en  sorte  que  la  vitesse  absolue  a  pour  expression 


I 


Va  =  (X  +  w)  y{x  —  x^y  4-  {y  —  y, y . 

Soient  sur  les  courbes  C  et  (G),  A  et  A'  deux  points  correspondants, 
c'est-à-dire  les  points  où  les  courbes  C,  (C)  sont  en  contact  à  une 
certaine  époque.  Désignons  par  s,  s'  les  arcs  AP,  A'P  comptés  sur 
les  courbes  G  et  (G),  on  a 

—  =  V,  =  k  Vix  —  x,y  4-  {y  —  y, y, 

~=v^={oi  +  K)y{x  —  x,y  +  (y  —  y, y, 

d'où  résulte 

d  (s'  —  s)       ds'        ds  .y- -T -r 
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Glissemont.         La  diftërence  (s'  —  s)  représente  le  glissement  des  courbes  C  et 
(C)  l'une  sur  l'autre. 

Courbes  47.  Le  lieu  des  points  de  la  figure  mobile  avec  lesquels  vient  suc- 

rouleites.       cessivement  coïncider  le  centre  instantané  de  rotation  est  une  courbe 
que  je  désignerai  par  I„,.  Le  point  I  vient  aussi  coïncider  successive- 
ment avec  divers  points  de  la  figure  fixe;  soit  I,-  le  lieu  de  ces  points. 
La  courbe  I,„  est  la  trajectoire  relative  du  centre  instantané;   la 
courbe  I,  est  sa  trajectoire  absolue. 

Les  courbes  I„,  et  I,  s'appellent  roulettes. 

Soit  Y  la  vitesse 'du  point!  sur  sa  trajectoire  relative;  la  vitesse 

absolue  de  I  est  égale  à  la  somme  géométrique  de  la  vitesse  relative 

V  et  de  la  vitesse  d'entraînement;   or,  celle-ci   est  nulle.  Donc,  la 

v'tïesse   absolue  et  la  vitesse  relative  du  centre  instantané  sont 

Vilesîc  propro   constamment  égales.  Nous  donnerons  à  cette  vitesse  V  le  nom  de 

au  cauti-e       vitesse  propre  au  centre  instantané. 

lastantané.  r\       •        i     i         i 

On  tire  de  l'égalité  de  la  vitesse  relative  et  de  la  vitesse  absolue  du 

centre  instantané  une  double  conclusion  : 

l»  La  courbe  1„,  reste  constamment  tangente  à  la  courbe  fixe  I^. 

En  effet,  la  vitesse  absolue  de  I  est  tangente  à  I, ,  sa  vitesse  relative 
à  I„,  ;  puisque  ces  deux  vitesses  coïncident  J,„  et  I,  ont  même  tan- 
gente au  point  I  ; 

2»  La  courbe  I^  est  ainsi  une  brancbe  de  l'enveloppe  de  la 
courbe  !„,.  Je  dis  que  le  glissement  est  constamment  nul. 

Reprenons,  en  effet,  les  notations  précédentes,  où  I„,  est  la  courbe  C, 
I,-  la  courbe  (C)  et  I  le  point  P.  Soient  encore  A,  A'  deux  points  cor- 
respo'ndants  sur  I,„  et  I,-  et  appelons  s,  s'  les  arcs  AI,  A'I  sur  les 
courbes  I„,  et  I,-,  la  formule 

—Jl =  w  \/{x  —  xj-  -+-  {y  —  y^f , 


nous  donne,  puisque  x  =  Xq,  y  =  y^, 
d  (s'  —  s) 


dt 


=  0, 


ou,  puisque  s  et  s'  s'annvdent  en  môme  temps  quand  I  vient  en  A 
et  A', 

s'   —  s  :=  0. 


ipralité 
roulement 

sans 
lissemjiit. 
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Les  arcs  AI,  A' I  sont  constamment  égaux,  et  la  courbe  I„,  roule 
sur  la  courbe  I,  sans  glisser. 

La  démonstration  employée  montre  que  la  courbe  I,„  est  la  seule 
qui  roule  sans  glissement  sur  une  des  branches  de  son  enveloppe. 
Nous  avons  trouvé,  en  effet, 

cl  (s'  —  s) 


dt 


—  0)  ]/{x  —  x,y  +  (y  —  y^)\ 


donc  si  s'  —  s  est  nul  c'est  que  x  =:  x^^,  y  =  y,^,  ]c  point  P  est  donc 
le  centre  instantané,  et  la  courlVo  G  ne  peut  être  que  I,„  et  la  courbe 
(G)  ne  peut  èlre  que  I,-. 

De  là  ce  théorème  fondamental  : 

l^out  déplacement  continu  d'une  figure  plane  dans  son  plan 
peut  être  obtenu,  et  d'une  seule  manière ^  par  le  roulement  sans 
glissement  d'une  courbe  \,„  sur  une  autre  I,.  Le  point  de  contact 
des  deux  roulettes  est  le  centre  instantané  de  rotation. 

Nous  avons  remarqué  que  si  un  corps  se  meut  de  sorte  qu'un  de 
£9S  plans  glisse  sur  lui-même,  on  peut  se  borner  à  étudier  le  glisse- 
ment d'une  figure  tracée  dans  ce  plan.  Ce  glissement  résulte  du  rou- 
lement d'une  courbe  I,,,  sur  une  courbe  fixe  I,-.  Considérons  alors  les 
cylindres  r„„  r,,  dont  ces  courbes  sont  les  sections  droites^  il  est  clair 
que  le  mouvement  du  corps  consistera  simplement  dans  le  roulement 
sans  glissement  du  cylindre  F,,,  sur  le  cylindre  ly  X  chaque  instant 
il  y  aura  un  mouvement  de  rotation  tangent  dont  l'axe  sera  la  géné- 
ratrice de  contact  des  cylindres  r„,  et  F^. 


De  l'accélération  dans  une  figure  plane 
en  mouvement.  —  Courbures, 


48.  Lorsqu'une  figure  plane  glisse  dans  son  plan  les  formules 
générales  relatives  à  l'accélération  subissent  de  grandes  simplifica- 
tions. Dans  ce  cas  l'axe  de  la  rotation  instantanée  a  une  direction 
invariable  normale  au  plan  de  la  figure.  De  plus,  puisque  la  figure 
glisse  sur  elle-même  la  quantité  'Ç,  est  nulle.  Nous  nous  trouvons  donc 
dans  le  cas  examiné  à  la  fin  du  n"  4G. 

Nous  allons,  du  reste^  reprendre  les  formules  générales  en  y  intro- 
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duisant  les  hypothèses  qui  caractérisent  le  mouvement  considéré. 
Nous  supposerons,  pour  plus  de  généralité,  un  point  M  {x,  y)  mobile 
par  rapport  aux  axes  mobiles  Ox,  Oy  dans  le  plan  xOy  et  nous 
allons  chercher  les  expressions  des  projections  Ja,x)  Jo,y  de  son  accé- 
lération absolue  sur  les  axes  Ox,  Oy. 
Les  formules  générales  où  l'on  fait,  comme  plus  haut, 

nous  donnent 

J",.r  =  Çi  —  ta  y  —  w'o-  —  2w  -77  +  -—  > 
,.,  •  at         dr 

(1)  { 

T  /  9  ^     dx        iP  y 

J«,!/  =  "Il  +  w  X  —  w"*/  +  iio)  '7/  +  -7—5 

dt        di- 

on  a,  conformément  aux  noiations  générales 

'"  =Tt'  '^  =  di~''''^   ^' =  c^t -*" '^^ 

Choix  Une  simplification  importante  très  commode  pour  l'interprétation 

particulier      ^j^g  fy^^uies  résulte  du  choix  suivant  des  axes  : 

Nous  supposons  Ox,  Oy  pris  de  sorte  qu'à  l'époque  particulière  t 
que  nous  considérons  le  point  0  soit  le  cenfre  instantané;  Ox  la 
tangente  commune  aux  roulettes  dans  le  sens  du  mouvement  du 
centre  instantané.  Alors  Oy  est  la  normale  commune  aux  deux 
loulettes. 

D'après  cette  hypothèse,  les  coordonnées 


x^  = 


du  centre  instantané  sont  nulles  à  l'époque  considérée,  on  a  donc  à 
cet  instant  ^  =  r^  =  0,  et,  par  suite,  Çj,  r^  se  réduisent  à 


des  axes. 


•/) 

^ 

—  ? 

î/o  = 

=  — 

Oi 

Cl) 

^'~dt'     ''''-Tt 


d  X      dij 
Observons  maintenant  que  -~^  -^  sont  les  projections  sur  Oar, 

Oy  de  la  vitesse  propre  au  centre  instantané;  ces  projections  se 
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réduiront  ici  (puisque  ^  =  r,  =z  0)  à 

dt  0)  dt  oj         dt        0) 

Or,  par  hypothèse,  cette  vitesse  a  le  sens  de  Ox,  en  la  désignant 
par  V  on  aura  donc 

Ainsi  on  a  simplement  ;i  :==  0,  r,^  =  —  wV  et  les  formules  (i) 
deviennent 

IT                   s             I          c^     dy       d-x 
ut         ut 
d  X        cJ^  II 
Ja,v  —  —  wV  —  o)^y  +  w'a;  +  2a) 1 -• 
dt        dt^ 

Signalons  que,  par  suite  du  choix  particulier  des  axes,  les  formules 
relatives  aux  vitesses  se  réduisent  à 


du 

[   t'«,.T  =  —  M.y  + 

(3) 


i  ^V  =  --?/  +  -, 
)  du 

f        Va,y    =     +     M.X     +     —■ 

\       '  dt 


Si  dans  ces  formules  on  suppose  £c,  y  constants,  on  obtient  la 
vitesse  et  l'accélération  d'entraînement. 

49.  Gomme  application,  cherchons  le  centre  de  courbure  de  la 
courbe  (M)  trajectoire  d'un  point  M  lié  invariablement  à  la  figure. 

Pour  définir  le  point  M,  nous  supposerons  que  sur  la  droite  0  M  on  a 
choisi  un  sens  définissant  un  axe  A  ;  soit  0  l'angle  dont  doit  tourner 
Ox  dans  le  sens  direct  pour  venir  s'appliquer  sur  A,  et  soit  r  le 
nombre  qui  mesure  le  segment  ÔM  sur  l'axe  A.  Les  quantités  r,  ô 
définiront  le  point  M. 

Le  centre  de  courbure  ;j.  de  la  trajectoire  du  point  M  est  évidem- 
ment sur  l'axe  A,  car  cet  axe  est  la  normale  en  M  à  la  courbe  (M), 
0  étant  le  centre  instantané;  il  suffit  donc  de  connaître  le  nombre  p 
qui  mesure  le  segment  0;x  sur  l'axe  A  pour  déterminer  complètement 
le  point  [A. 

Appelons  V  la  vitesse  du  point  M,  la  projection  de  l'accélération  de 
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M  sur  la  normale  A  sera  exprimée  par 

r'- 


car  p  —  r  est  le  nombre  qui  mesure  le  rayon  de  courbure  M;j,  sur 

l'axe  A  0). 

Or,  d'un  autre  côté,  la  projection  de  l'accélération  sur  A  a  pour 

expression 

Jf,a.  cos  9  +  J<,,y  sin  0, 

on  peut  donc  écrire 

=;  —  (w'a;  +  w'i/)  cos  0  —  ((oV  4-  or?/  —  w'j^')  sin  0, 


et  comme 
il  viendra 

On  pose 


X  =i  r  cos  0,       y  =  r  sin  0,       v^  =  w'r-, 


=  —  (o'r  —  o)V  sin  0. 


(i) 


Fonriulo        ct  il  vient  alors 
de  Savarv.  il  1 

^''^  p-r^/TThTô' 

formule  célèbre  connue  sous  le  nom  de  formule  de  Savary. 
On  peut  généraliser  la  formule  de  Savary. 

Coiirbu.e  des        50.    Considérons  une  courbe  C  entraînée  par  la  figure  de  forme 
enveloppes,      invariable.  Soit  (C)  sa  courbe  enveloppe,  P  le  point  de  contact  à 
l'instant  considéré. 

Il  s'agit  de  trouver  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  (G). 
Regardons  le  point  P  comme  un  point  mobile  dont  C  est  la  ti'ajec- 
toire  relative  et  (G)  la  trajectoire  absolue. 

Menons  comme  précédemment  un  axe  A  par  le  point  0  et  par  le 
point  P;  cet  axe  est  normal  à  la  fois  aux  courbes  G  et  (G)  ;  soit  encore 


C)  Si,  sur  la  normale  à  la  trajectoire  d'un  point  mobile  M,  on  ne  s'astreint  pas  à 
prendre  comme  sens  positif  celui  qui  va  de  ^I  au  centre  de  courbure,  le  rayon  de 
Courbure  devient  susceptible  d'un  signe.  Si  R  est  le  nombre  qui  mesure  le  rayon  de 

courbure  sur  la  normale,  on  voit  facilement  que  —  est  encore  le  nombre  qui  mesure 

la  projection  de  l'accélération  sur  la  normale. 
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0  l'angle  qui  fixe  l'orientation  de  cet  axe  autour  de  0  ;  appelons  r,  la 
distance  OP  prise  avec  son  signe;  appelons  aussi  r,  p  les  distances 
OM,  Ojj.,  où  M  est  le  centre  de  courbure  de  C,  qui  est  connu,  et  jj.  le 
centre  de  courbure  de  (G),  que  nous  nous  proposons  de  déterminer. 
En  désignant  par  x,  y  les  coordonnnées  du  point  P  de  contact 
nous  avons  déjà  vu  qu'on  pouvait  poser 

cix  du 

On  en  déduit  par  difTérentiation,  en  posant  W  =z  —  , 

dt 

dt-~    :\Tt~iû)~''  (y-vo), 

^_       .   (dx       dxA 

dt^  -       ''\Jt'"dt)-^  ''  ^^'  -  ^o), 

ou  encore,  en  remplaçant  — ,  ^  par  leurs  expressions, 
^  =  _  X«  (a,  _  X,)  +  A  ^o  -  X'  {y  -  yX 
^  =  -  A*  {y  -  y^)  -  A  ~«  +  X'  (X  -  X,). 
Introduisons  maintenant  les  hypothèses 

—0  —  fO  —  '-'>  ^ 

il  viendra 


^^«-^'    it'-'\lr=o, 


(5) 


dx  dy 

rfî  =  -''•'-     37  =  '-^' 

d^x 

—  rrr-X'^CK-X'?/, 

d'y 

\  dr'  =  -'>'y  +  '^'x-\Y. 


L'accélération  normale  du  point  P  sur  la  courbe  G  aura  cette 
valeur 


/dxV       /dyy 

\dt)    ^  [dt)   __    x*rf 


Ginémnt'ique. 


10 


Vitesse 

du  point  de 

contact. 
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en  la  comptant  sur  l'axo  normal  A.  Mais  elle  a  aussi  pour  expression 

d  X  d^  u 

'  '    ' — r  cos  0  -+-  -TT  sin  0  —  —  a'  (x  cos  0  +  î/  sin  6) 

—  X'  (y  cos  Ô  —  ce  sin  Ô)  — XVsinO. 
On  a  a;  =  r^  cos  (i,  y  =  r,  sin  0,  donc  il  vient 


//r 


î-  —  r 


^  =  — X-j'i  —XV  sin  6, 


ce  qui  s'écrit  encore 

(6) 


V,       V  sin  0 


Dans  celte  formule,  r,  r^,  V,  6  sont  connus;  elle  nous  donne  a,  et 
par  suite  nous  fournit  la  vitesse  relative  du  point  de  contact  P  sur  la 
courbe  enveloppée  G. 

Cherchons  maintenant  V accélération  absolue  du  point  1';  celte 
accélération  est  donnée  par  les  formules  générales 


(2) 


,  dy       d^x 

d  X       tl~  1/ 
J«,!/  =  —  wV  —  0)'?/  +  oj'a;  4-  2a)  —  +  -rpt' 


,.        .  dx  ^       dy        ^       ,   ,        ,       d^x   d^  u 

Remplaçons  —  par  —  ly,  —  par  kx  et  de  même  -— >  — ^  [)ar 

Cl  V  (J/ 1/  \À  v  (.1/  V 

leurs  valeurs  (5);  il  vient 

,I„  ,^  =  —  (o\x  —  lù'  y  —  2w  'kx  —  A^x  —  V y 

=  —  (oj  4-  Xfx  —  (o)'  +  V)y 
i„,y  =  —  (oV  —  hi^y  +  w'x  —  2w>wî/  —  a'?/  +  X'  a;  —  XV 

=  —  ((0  +  X)V  —  (o)  +  X)^  1/  +  ((.)'  +  'k')x; 


et  l'on  aura,  pour  la  vitesse  absolue, 

dx 
'Vn.x  =:  —  toî/  +  —  =  —  (w 


f^)y, 


MX 


dy 
dt 


==       (o)  +  \)x. 


La  projection  de  l'accélération  absolue  sur  l'axe  A  normal  est  égale 
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à"  l'accélération  normale  prise  avec  son  signe  sur  cet  axe,      ■         -    , 

p  — r^  p  —  Vi      . 

car  p  —  »«!  représente  le  nombre  qui  mesure  sur  l'axe  A  le  rayon  de 
courbure  de  la  courbe  enveloppe  (G).  On  aura  une  seconde  expression 
de  la  projection  de  l'accélération  totale  en  projetant  sur  A  les  compo- 
santes J„,a.,  3a, 1/  de  cette  accélération  :  . 

J„,^  cos  0  +  3a,v  sin  0  =  —  ((0  +  'kf  r^  —  (co  +  a)  V.  sin  0, 

en  tenant  compte  des  relations  • 


x  = 

j'i  cos  Q, 

y 

=z  r,  sin  0. 

.. 

11  vient  ainsi 

p-î'i 

:  —  (w  + 

'0' 

)'i  —  (o)  +  a) 

Vsin 

e 

ou  encore 

■ 

(7) 

1           1   _ 

0) 

+    A 

p        r,  ~ 

V 

sin  0 

Retranchons  membre 

à  membre 

les 

équations  (6) 

et  (7), 

il 

viendra, 

1        (.) 
puisque -  =  -, 

1       ^- 

1 

p       r       k  sin  0 

Considérons  le  point  M,  centre  de  courbure  de  la  courbe  C;  la 
formule  que  nous  venons  d'obtenir,  rapprochée  de  la  formule  (4)  nous 
prouve  que  le  point  \).  que  nous  cherchions  est  le  centre  de  courbure 
de  la  trajectoire  du  point  M.  De  là  ce  beau  théorème  : 

'  Quand  une  coUrhe  G  se  déplace  dans  son  plan,  lé  cenU*e  de 
courbure  de  son  enveloppe  coïncide  avec  le  centre  de  courbure  de 
la  trajectoire  du  centre  de  courbure  de  la  courbe  G. 

Gétte  proposition,  comme  celles  que  nous  avons  déjà  obtenues,  peut 
s'établir  par  la  géométrie  ;  mais  la  généralité  des  formules,  on  ce  qui 
concerne  les  signes,  exige  alors  certaines  précautions  qui  l'endent  la 
démonstration  géométrique  rigoureuse  moins  simple  que  celle  à 
laquelle  nous  nous  sommes  arrêtés.  . 

La  formule  de  Savary  a,  comme  on  vient  de  le  voir,  une  grande 
portée  puisqu'elle  fournit  à  la  fois  les  centres  de  courbure  des  ti'ajec* 
loires  des  points  et  ceux  des  courbes  enveloppes. 
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Définition  Nous  allons  chercher  une  interpréta» ion  de  la  quantité  k  qui  figure 

géométrique     dans  cette  formule. 

^''  Appliquons  au  mouvement  absolu  du  centre  instantané  les  formules 

paramètre  A'.  i  r    i 


générales  qui  fournissent  l'accélération. 
Les  formules  fondamentales 


dy        drx 


J„,,  =:  -  ,,,'x  -  w'  7/  _  2a)  -ji  + 


dt         dt* 
J„,,  =  -a>V-co'y+co'a.  +  2col|  +  ^ 

nous  donnent,  en  faisant  x  =  .r<,,  y  =  i/^, 

J«,.r  =  —  w'a^o  —  w  î/o  —  ^w  —  +  -^  ' 

dj'Q       d^y^ 
Ja,,/  =  —  wV  —  (.)' f/o  +  w  a^o  +  2(.)  —  +  -^,  • 

Mais  on  a 

ûn„  =  0,?/o-0,     —     _\,     -^-0, 

il  reste  donc 

d'x,  '  V    ,    o    V    ,   ^'.'/o_     V  _._  ^'^o 

J„..  =  ^" '         J.v  =  -  '"'^   +  2co\   +  -^  =  co\  +  —  . 

La  première  équation  nous  montre  que  l'accélération  tangentiellc 
absolue  et  l'accélération  tangentielle  relative  du  centre  instantané  sont 
égales,  co  que  nous  savions  déjà,  car  les  vitesses  absolue  et  relative 

étant  l'une  et  l'autre  égales  à  V,  —  sera  la  valeur  commune  des  deux 

accélérations  tangentielles. 

Soient  0^,  0«  les  centres  de  courbure  des  courbes  I^et  I^  et  Ry,  R,„ 
les  nombres  qui  mesurent  les  segments  00^  et  00„,;  R/Ct  R,„  sont 
les  rayons  de  courbure  de  ly,  I„  pris  avec  leurs  signes  sur  l'axe  Oy 
normal  à  la  fois  aux  deux  courbes  et  faisant  avec  O*  un  angle  positif 
de  90°.  La  projection  de  l'accélération  totale  absolue  sur  Oy  est 

j  -T. 

la  projection  de  l'accélération  relative  est 

dl^         R... 
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L'équation  3a,y  =  wV  +  '^^-^  nous  donnera  donc 


d'où 

(8) 


R„ 


formule  rigoureuseme^it  générale,  si  l'on  tient  compte  des  signes 
conformément  au^  conventions  faîtes  (^). 

51.  Il  est  aisé  maintenant  de  construire  la  formule  de  Savary. 

Si  par  rotation  d'un  an- 
gle G,  Ox  vient  s'appliquer 
sur  l'axe  A,  0>/  vient  en 
même  temps  s'appliquer 
sur  un  axe  OA'  rectangu- 
laire avec  A.  Prenons  OA, 
OA'  pour  axes  de  coordon- 
nées et  soient 


X  Y 

-  -H  - 

r  u 

X 


+  -7-1 


(MOJ 


Fig.  46.  les    équations   des   droites 

M0„.,  [;,0y  rapportées  à  ces  axes.  Les  coordonnées  de  0,„,  O^-  sont 
(R„,  sin  6,  R,„  cos  G)  (R^sin  G,  R,cos  G),  et  en  exprimant  que  ces  coor- 
données vérifient  respectivement  les  équations  précédentes,  on  trouvera 

sin  G       cos  G 1  sin  G       cos  G        1 

r  u    ~\\J       "7~ 

d'où,  en  retranchant  membre  à  membre, 

1  _  1 
fe  ~"R 


R. 


1        /l       1\    .    ,       /l        \\ 
^  =  \ sm  G  +     — cos  G. 


(')  On  pourrait  être  tenté  de  démontrer  cette  formule  en  appliquant  aux  couibes 
\,n  et  I/le  théorème  relatif  aux  enveloppes,  puisque  1/  est  une  branche  de  l'enve- 
loppe de  I,„.  Mais  ce  théorème  a  été  déduit  des  formules  (6),  (7)  qui  supposent 
>■  différent  de  zéro.  On  pourrait  donc  émettre  le  doute  qu'il  soit  applicable  aux 
couibes  I/,  I,„.  11  n'en  est  rien  sans  doute,  et  ces  couibes  ne  font  pas  exception; 
mais  un  raisonnement  direct  était  nécessaire  pour  le  démontrer. 


Seconde 

construction 

de  la  formule 

de  Savary. 
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En  rapprochant  de  la  formule  de  Savary  on  voit  que  u'  =;:  u. 

Aussi  les  droites  M0,„,  [j,Oyse  coupent  en  un  point  H  situé  isur  la 
perpendiculaire  élevée  en  Q  à  la  droite  OM.  De  là,  la  construction 
suivante  du  centre  de  courbure  de  la  trajectoire  d'un  point  M  lié  à  la 
figure  mobile  : 

On  joint  M  au  centre  instantané  0  et  au  centre  de  courbure  de  la 
roulette  mobile  0„,,  on  prend  le  point  H  de  rencontre  de  MO,,,  avec  la 
perpendiculaire  en  0  à  OM  et  l'on  mène  la  droite  HO,-;  cette  droite 
coupe  OM  au  centre  do  courbure  [jl  de  la  trajectoire  du  point  M. 

Cette  construction  fait  intervenir  les  centres  0^,  Oy-;  mais  la  for- 
mule de  Savary  ne  contient  cependant  que  la  fonction 

1  _  j___l_ 
k  ~  R,.       R„. 

des  rayons  de  courbure  des  roulettes. 

1 
Si  l'on  modifiait  les  deux  courbes  I„„  1/  de  sorte  que  j  conservât 

A; 
à  l'instant  considéré  sa  valeur,  les  centres  de  courbure  des  trajec- 
toires resteraient  les  mêmes,  du  moins  pour  l'instant  considéré. 

Soit  sur  Oy  \e  point  K  dont  k  est  l'ordonnée.  Une  première  hypo- 
thèse consiste  à  supposer  que  la  courbe  I„,  se  réduit  à  la  droite  Ox, 
alors  on  pourra  prendre  pour  ly  le  cercle  dont  K  est  le  centre,  comme 


le  prouve  la  formule 


R.. 


où  l'on  fait  —-=0.  Alors  0„,està 

l'infini  sur  Oy  et  O^est  en  K,  La 
construction  précédente  s'appli- 
que. Il  faudra  joindre  le  point 
mobile  M  à  0,„,  c'est-à-dire  me- 
ner M  H  parallèle  kOy  jusqu'au 
point  de  rencontre  H  avec  la 
perpendiculaire  en  O  à  OM. 
On  joint  ensuite  le  point  H  au 
f'ig-  ^1-  point  0/  ou  K,  et  le  point  de 

rencontre  j;,  <le  cette  droite  HK  avec  OM  est  le  centre  de  courbure 

cherché. 
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On  pourrait,  au  contraire,  supposer  que  c'est  la  courbe  I^-  qui  a  été 
réduite  à  la  droite  0.x,  alors  !,„  sera  réductible  à  un  cercle  dont  le  centre 
sera  le  point  K'  symétrique  du  point  K.  Dans  ce  cas  0/  est  à  l'intini 
sur  Oy,  0,„  est  en  K'  ;  pour  construire  le  point  [j,  joignons  le  point 
mobile  M  au  point  K',  prenons  le  point  de  rencontre  H  de  MK'  avec 


FUj.  48. 

la  perpendiculaire  en  0  à  OM  et  menons  H[j.  pai-allèle  à  Oi/,  le  point 
[j.  où  cette  parallèle  coupe  OM  est  le  centre  de  courbure  cherché. 

La  correspondance  des  points  M,  [j.  sur  la  droite  A  est  une  homo- 
graphie; mais  c'est  une  homographie  d'espèce  particulière,  car  les 
deux  points  doubles  propres  à  toute  division  homographique  sur  une 
droite  sont  ici  confondus  et  confondus  avec  le  point  0  (}). 


(')  Pans  le  plan  la  transformation  qui  fait  passer  du  point  M  au  point  [x  est  une 
transformation  hi-rationneUe  quadratique.  Désignons  par  x,  y  les  coordonnées  de  M, 
par  Ç,  r,  celles  de  [j.,  on  a 


kyw 
et  l'on  en  déduit,  en  résolvant  en  x,  y, 
'^~"~5'+  V  — Ar, 


fi  = 


^'  +  y'  4-  h 


y  = 
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Au  point  de  vue  métrique  il  y  a  dans  toute  homographie  entre  les 
points  d'une  droite  deux  points  remarquables,  celui  qui  correspond 
au  point  à  l'infini  de  la  droite  et  celui  auquel  correspond  le  point  à 
l'infini. 


Cercle 
des  inflexions. 


Sans 
de  la  concavilé. 


Centres  de 

courbure 

des  enveloppes 

de  dioites. 


52.  Cherchons  d'abord  le  point  M  pour  lequel  le  point  [x  est  à  l'in- 
fini; la  trajectoire  du  point  M  ayant  son  centre  de  courbure  à  l'infini, 
ce  point  M  sera  un  point  d'inflexion  sur  sa  trajectoire. 

La  troisième  construction  du  point  [j.  nous  prouve  que  le  point  [jl 
sera  à  l'infini  lorsque  la  parallèle  H;x  à  0?/  sera  elle-même  à  l'infini; 
K'H  doit  donc  être  paiallôle  à  A'  ou  perpendiculaire  à  A.  On  voit 
ainsi  que  l'angle  OMK'  doit  être  droit  et  le  lieu  du  point  M,  quand 
A  tourne  autour  de  0,  est  le  cercle  décrit  sur  OK'  comme  diamètre. 
Ce  cercle  a  reçu  le  nom  de  cercle  des  inflexions;  il  est  le  lieu  des 
points  de  la  figure  qui,  à  l'instant  considéré,  sont  des  points  d'inflexion 
sur  leurs  trajectoires. 

Soit  A  le  point  autre  que  le  point  0  où  l'axe  A  coupe  le  cercle  des 
inflexions;  désignons  par  r^  la  valeur  correspondante  de  r\  puisque 
p  =  X  pour  r  =  i\,  on  a 

-^  _  _1  _       1 

'W  >V  ~  h  sin  O' 

donc  pour  un  couple  quelcon- 
que de  points  M,  ;j.  on  peut 
écrire 


p        r        k  sin  6  /•, 

ou  encore 

(?  —  d  ('•*  —  r)  =  r\ 

K*  on  voit  ainsi  que  les  segments 

Firj.  49.  M;a  et   MA   ont  toujours  le 

même  sens;  autrement  dit,   la  concavité  de  la    trajectoire  d'un 

point  M  est  toujours  tournée  vers  le  poiiit  A  où  la  normale  à  la 

trajectoire  coupe  le  cercle  des  inflexions. 

Cherchons  maintenant  (juelle  est  la  limite  du  point  \j.  lorsque  M 
s'éloigne  à  l'infini  sur  l'uxe  A.  Nous  devrons  faii-e  r  =  x  ;  soit  c„  la 
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valeur  correspondante,  et  ^  le  point  correspondant  sur  A;  on  a 
11  1 


p«       k  sin  6  r„ 

ce  qui  prouve  que  [3  est  le  symétrique  du  point  A  par  rapport  au 
centre  instantané  0.  Le  lieu  du  point  [3  est  le  cercle  symétrique  du 
cercle  des  inflexions;  il  est  décrit  sur  OK  comme  diamètre. 

Ce  cercle  possède  une  propriété  importante  qu'on  peut  énoncer 
comme  il  suit  : 

Le  cercle  décrit  sur  OK  comme  diamètre  est  le  lieu  des  centres 
de  courbure  des  eiiveloppes  des  droites  de  la  figure  mobile. 

Soit,  en  effet,  D  une  droite  de  la  figure  mobile  et  (D)  son  enve- 
loppe. 

Menons  un  axe  A  par  le  point  0  normalement  à  D;  le  point  P  où 
A  coupe  la  droite  D  est  le  point  de  contact  de  la  droite  D  avec  son 
enveloppe  (D). 

Or,  pour  avoir  le  centre  de  courbure  \>.  de  cette  courbe  enveloppe, 
il  faudra  chercber  le  centre  de  courbure  de  la  trajectoire  du  centre  de 
courbure  de  D;  comme  ce  dernier  est  à  l'infini  sur  A,  il  faut  en 
conclure  que  le  point  [j.  cherché  est  le  point  ^  qui  correspond  à  l'infini 
sur  la  droite  A.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

On  reconnaît  que  le  même  point  ^  correspond  à  toutes  les  enve- 
loppes des  droites  parallèles  à  la  droite  D  et  qui  font  partie  de  \a 
figure  mobile.  Cela  n'est  pas  surprenant,  car  il  est  évident  que  deux 
droites  parallèles  qui  restent  à  une  distance  invariable  l'une  de  l'autre 
ne  peuvent  qu'envelopper  des  courbes  parallèles. 
Cerc'e  Considérons  en  particulier  celle  des  parallèles  à  la  droite  D  qui 

es  Fiibrousse-  passe  par  le  point  ^,  appelons  D'  cette  parallèle.  Le  point  ^  est  tout  à 
la  fois  le  point  où  D'  touche  son  enveloppe  (D')  et  le  centre  de  cour- 
bure de  (D');  c'est  dire  que  la  courbe  enveloppe  (D')  a  un  point  de 
rebroussement  au  point  ,8. 

On  ne  manquera  pas  d'observer  que  la  droite  D'  passe  au  point  K; 
on  a  donc  ce  théorème  : 

Les  droites  de  la  figure  qui,  à  Vinstant  considéré,  touchent  leur 
enveloppe  en  un  point  de  rebroussement  concourent  toutes  au 
point  K,  et  le  lieu  des  points  de  rebroussement  relatifs  à  ces 
diverses  droites  est  le  cercle  décrit  sur  OK  comme  diamètre. 
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Pour,  ce  motif  on  donne  à  ce  cerc'e  le  nom  de  cercle  des  rehrous- 
sements. 

Étude  53.    Comme  application  des  méthodes  que  ncus  avons  suivies 

des  tiajectoires  jusqu'ici,  je  vais  montrer  comment  on  peut  étudier  les  trajectoires 
voisinage  ^^^  points  de  la  figure  mobile  dans  le  voisinage  d'une  position  parti- 
dun  point.       culière. 

Nous  avons  défini  au  n»  21  les  accélérations  d'ordre  supérieur.  Les 
formules  de  Bour  peuvent  être  étendues  au  cas  des  accélérations 
d'ordre  quelconque. 

Soient,  en  efTet,  J„ ,.,  ia,yy  ia,z  les  projections  sur  les  axes  mobiles  de 
l'accélération  absolue  du  premier  ordre.  Menons  par  un  point  fixe 
{x^,  1/j,  z^  un  segment  équipollent  à  l'accélération  du  premier 
ordre;  soit  U  l'extrémité  de  ce  segment.  La  vitesse  absolue  du  point 
IJ  est  l'accélération  du  second  ordre.  En  appliquant  les  formules 
générales  relatives  aux  vitesses  et  tenant  compte  de  la  fixité  du  point 
■''n  Vi^  ^ii  Oïl  trouvera,  par  le  même  procédé  qui  a  donné  les  équa- 
tions de  Bour,  les  projections  de  l'accélération  du  second  ordre  : 


dt 
dt 

d  Ja,  z 
dt 


On  pourrait  généraliser  et  étendre  aux  accélérations  des  autres 
ordres. 

Montrons  comment  on  peut  ainsi  parvenir  à  une  première  étude 
des  points  de  rebroussement  dans  les  trajectoires.  On  aura  ici,  en 
s'en  tenant  à  l'accélération  d'entraînement, 


"e,x  W  Jf,j/    + 


Jf,!/  +    (t)   ^e,x   ~H 


et  «e, X 

dt 

d  L 


'e,y 


dt 

Or,  on  a  trouvé  avant  toute  simplification  due  au  choix  des  axes 
...  Je,x  =  ç'  —  wr,  —  0)'  y  —  G)' ce, 

J^_,,  rr:  r/  +  (0  H  -h   MX  —  t.)^  ?/, 
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d'où  se  déduisent  sans  peine  pour  Jf,x,  Je,-/  les  valeurs      :.  ...  ..    .  .  . 

J,'_^  =  1"  —  2c.)Tr)'  — co'r, -r- G)'^  —  3(1)0) '£c  —  (lo'  —  («>')y,      ' 
j;,,  =  -q"  +  2w;'  +  a)'ç  ^  w'y)  ^  3ww'i/  4-  (w"  —  {ù^)x. 

Introduisons  ici  l'hypothèse  que  l'origine  est  le  centre  instantané  et 
Orc  la  tangente  aux  courbes  I„„  I,  ;  on  a  vu  que 

^==0,        y3=::0,        ^'=0,        r/r=-o)V, 

Il  vient  alors 

Jg_3.  =  —  (,)'  y  —  lù^x,       Je,  y  =^  'I]'  +  m'  X  —  w'î/j 

j;',  -  (f  -  2a)Y]')  -  ^wo)'.^  -  (o)"  -  0)^)  y, 

j;,  =:  t;  —  3(0  0)'  y  +  {m"  —  tù')x.  "  "     ■ 

Rapportons  les  courbes  trajectoires  à  des  axes  fixes  qui,  à  l'instant 
considéré,  coïncident  avec  les  axes  mobiles  Ox,  Oy.  On  aura,  en 
appelant  X,  Y  les  coordonnées  du  point  M  au  bout  du  temps  t, 

Xr=Xo  +  x;t+x:^-4-X2'^'  +  xt*  +  ...^   ■ 


Y  =  Y„  +  Y;t  +  y;  I  +  Y^i'  +  i.f*  +  .... 


Or,  on  a 


X„  —  x, 

Yo  =  y,      X  ~  —  <^y, 

Yq  =  lôx, 

Xp  =:  J,,,^., 

Y"  —  T             yw T' 

y"  —  T' 

il  vient  donc 

X  =  x  — 

o)y.t  +  J,,^-  +  j;^-  +  Xt* 

•  +  ..., 

Y  rrr  (y  +  WCC.t  4-  Je,«  7L  +  Je,»  t:  +  [Jtf    4- 
'•'2  b 

Posons  alors 

X,=       a:(X-x)  +  y(Y-y\ 

Y^  =  -y{X-x)  +  xiY-  ?/), 
il  viendra 

Y,  =Gi  +  D^  +  E^'  +  ;/<*  +  ... 
2  () 
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OÙ  l'on  aura 

A  =  X 3,,^  +  y  3,,y=:r/  .  y  —  là* (x*  -\-  y^)  =  —  hiY .y  —  tù\x*  -h  i/), 

h  =xi^,^+  y i^y  ={ç,''  —  ^iùri')x  +  t' y  —  diùiù'  {x*  +  y^), 

C  =  —  yVe,^  +  xVe,y  =  i>i(x*  +  y*), 

D  =  —  </ J<,,x  +  X Je,y  =  w' (x*  +  y*)  +  rî' a;, 

E  =  —  yi'e,,-hxr,,y  =  —  {^'  —  2iàr/)y  +  rjx  +  (w"  — o)»)(x«  +  y'). 

Les  quantités  A,  B,  G,  D,  E  n'étant  pas  nulles  en  général,  on  voit 
que  les  courbes  seront  tanj^entes  chacune  respectivement  à  la  droite 
X,  =  0.  Si  A  :=  0,  on  voit  que  la  tangente  Xj  =:  0  a  avec  la  trajec- 
toire du  point  M  un  contact  du  second  ordre;  et  en  effet  le  point 
M  (x,  y)  est  alors  sur  le  cercle  des  inflexions. 

Si  l'on  suppose  le  point  M  pris  justement  au  centre  instantané,  on 
trouve  j 

X  =  (^'-2a)r/)^--H>.<^-l-..., 

et  l'on  voit  que,  dans  ce  cas,  le  point  M  est  un  rebroussement  de 
première  espèce  sur  sa  courbe  trajectoire;  Oy  est  la  tangente  de 
rebroussement,  et,  par  rapport  à  Ox,  la  courbe  est  du  même  côté 
que  le  'point  K' ,  car  le  terme  principal  de  Y  est 

Cherchons  dans  quelles  conditions  d'autres  points  de  rebrousse- 
ment pourront  exister  pour  les  trajectoires. 

Il  faudra  "que  G  puisse  s'annuler  pour  d'autres  points  que  le  centre 

instantané,  donc  w  =  0.  Cette  condition,  jointe  à  celles  de  ^  =:  0, 

Y]  =  0,  que  l'on  suppose  déjà,  exprime  que  la  vitesse  d'entraînement 

est  nulle  dans  toute  la  figure  à  l'instant  considéré.  La  figure  passe 

1 
par  une  position  stationnaire,  ~  est  nul  et  les  roulettes  ont  à  cet 

instant  un  contact  du  second  ordre,  car  Ry  =  R,,,. 
Les  équations  du  centre  instantané 

mXq  +  yj  =  0,       wj/o  —  *  =  Oj 
différentiées  deux  fois,  donnent 

(.)'  x^  4-  W.7-;  +  r/  —  0,  (.)'  //o    f-  t.)»/;  —  ;'  =  0, 

lù'x^,  +  2 ui'  xl  -f  u)xl  +  r'  =  0,        (.)"  //(,  H-  2(j'  >jl  +  (o  */„  —  "-"  =0. 
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Or,  ici  on  a.  q  =  -q  =1  x^  =  y^  =:  yl,  =  0,  x'^  =.  V,  il  en  résulte 
(puisque  w  =  0) 

r;  =  -  2a)'  V,       ^^  =  0,       ;'  =  0,       r/  =  0. 

On  trouve  alors 

A  =  0,       B  =  —  2w'  V.  y,       C  :r=  0,       D  =  w'  (ce'  +  î/'), 
E  =  —  2w'V.a;  +  w'  (as*  +  ?/), 
d'où 

Y,  =  I  (.X' +  7/')  ^  +  E^' +  !;.'«*  +  .... 

Dans  ce  cas,  tous  les  points  de  la  figure  sont  des  points  de  rebrous- 
sement  de  première  espèce  sur  leurs  trajectoires.  Mais  si  l'on  sup- 
pose le  point  mobile  pris  sur  la  tangente  0.x  aux  courbes  I,„,  I^le 
terme  en  t'  disparaît  de  X^,  car  y  =  0,  et  l'on  constate  alors  que  la 
courbe  présente  un  rebroussement  de  seconde  espèce. 

Voyons  ce  que  donne  le  point  qui  coïncide  avec  le  centre  instan- 
tané dans  ce  cas.  Les  formules  (0)  où  l'on  fait  w  =  0,  ^"  =  0, 
ç'  =  Y)'  =  0  se  réduisent  à 

X=        )J*  +  ..., 

(o'V  , 
\  = ^t'  +  [J.t'  +  ... 

où  X  n'est  pas  nul  ;  on  constate  qu'il  n*y  a  plus  de  rebroussement  pour 
ce  point. 

Si  d'autres  singularités  se  présentaient,  la  méthode  précédente  s'y 
appliquerait  encore  avec  facilité. 

54.  Dans  certains  cas  on  se  donne  un  point  et  sa  trajectoire  ou 
une  courbe  G  et  son  enveloppe.  Le  centre  instantané  une  fois  trouvé, 
la  détermination  des  courbures  dépend  seulement  de  la  connais- 
sance soit  du  point  K  soit  du  point  K' . 

Le  théorème  suivant  permet,  dans  plusieurs  cas,  d'arriver  aisément 
à  construire  le  point  K'  : 

Théorème.  —  Le  point  K'  a  même  puissance  par  rapport  au 
cercle  qui  a  pour  centre  un  point  M  de  la  figura  et  qui  passe  au 
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centre  instantané,  et  par  rapport  au  cercle  décrit  sur  le  rayon  de 
courbure  M;;,  comme  diamètre. 

En  effet,  le  cercle  de  centre  M,  qui  passe  au  point  0,  a  pour  équa- 
tion, X,  y  étant  les  coordonnées  de  M,  . 

,      .    .  X»  +  Y''  — 2a;X  — 2t/Y=:0. 

La  puissance  du  point  K'  (0,  — '  k)  est  donc  égale  à 

k^  +  2ky. 

Appelons  ç,  r,  les  coordonnées  du  point  ;j.,  l'équation  du  cercle 
décrit  sur  M  ;j,  comme  diamètre  sera 

X'  +  Y'-{q  +  x)X-(n+  y)  Y  +^çx  +  vj  =  0; 

la  puissance  du  point  K'  par  rapport  à  ce  cercle  est  donc 

'  k^  +  {r,  -h  y)  k  +  ^^x  +  r,!J. 

Or,  on  a 

_;?  2 £ 

x~  y~  r 
et 

■  14  1 


p        r       k  sin  0  ' 
en  se  souvenant  que  x  =  r  cos  h,  y  =  r  sin  0,  on  en  tire  {^) 

kxy  _  /c?/ 

'—  ;'     fi 


^.î  4_  if  +  ky  x^  +  y^  +  ky 

11  en  résulte  , 

,.*•'■  fe^  +  (r,  +•  y)  k  +  ^x  +  r,y      •       • 

_7i.    .   2fe?y(.cV+y*  +  fe?/) 

-^  '^     ~i i i j 

•  •         •        •  =zk^  +  2ky^  ■     ■ 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Contre  des  55.  Nous  avons  trouvé  pour  expressions  réduites  des  projeCtîohs 

accélérations,    de  l'accélération  d'entraînement  : 

J^.  =  —  w^a;  —  w'iy,       Jy  =  —  w*y  +  u)'  x  —  wV. 


(')  Page  151,  note. 
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Si  l'on  cherche  le  centre  des  accélérations,  c*est-à-dire  le  point  dont 
l'accélération  totale  est  nulle,  on  trouve 

^"f*^!/=f)j       —  ^^  +  -^  X  ~  k  =iO. 

M  Cl)" 

La  quantité  k  ne  dépend  que  des  éléments  géométriques  du  mou- 
vement, des  rayons  de  courbure  des  courbes  I/,  I,„  et  nullement  de  la 
rapidité  avec  laquelle  on  fait  rouler  ces  courbes  l'une  sur  l'autre; 
tout  ce  qui  concerne  les  courbures  des  trajectoires  est  indépendant  de 
la  loi  du  mouvement,  mais  il  n'en  est  plus  de  même  du  centre  des 

accélérations,  il  dépend  de  — ^  ?  qui  varie  selon  la  rapidité  du  roule- 

(0 

ment  de  I„,  sur  I,. 
eu  du  centre       Le  centre  des  accélérations  est  toujours  sur  le  cercle  des  inflexions. 
^''^s  Ce  cercle  est,  en  efTet,  le  lieu  des  points  pour  lesquels  le  centre  de 

ccsilératioiis  ,  ,      ,  .         .  ,,,.„.  ,  ... 

landlaloidu  courbure  de  la  trajectoire  est  a  linlmi;  or,  dans  ces  conditions, 
enips  varie,  l'accélération  normale  est  nulle.  Le  cercle  des  inflexions  est  donc  le 
lieu  des  points  dont  l'accélération  normale  est  nulle.  Pour  le  centre 
des  accélérations,  l'accélération  totale  est  nulle;  il  en  est  donc  de 
même  de  l'accélération  normale,  et,  par  suite,  le  centre  des  accéléra- 
tions est  sur  le  cercle  des  inflexions.  Or,  ce  cercle  est  indépendant  de 

—  )  c'est-à-dire  de  la  loi  du  mouvement,  donc  si  Von  fait  varier  la 

0) 

loi  du  mouvement^  le  cercle  des  inflexions  est  le  lieu  du  centre  des 
accélérations. 

C'est  ce  que  l'on  constate  encore  en  éliminant  —2  entre  les  équations 

■    précédentes  ;  on  trouve  ainsi 

oc«  +  1/  +  ky  =  0. 

lieu  des  points       Oii  vidnt  de  voir  que  le  cercle  des  inflexions  est  le  lieu  des  points 

dont  dont  l'accélération  normale  est  nulle;  on  trouvera  facilement  que  le 

'accélération  , 

ingentielle  est    ^^"^^'^^  , 

n""<^-  —  (cc«  +  y')  —  k.c  =  0 

w 

est  le  lieu  des  points  dont  l'accélération  tangentielle  est  nulle. 

Ce  cercle  passe  au  centre  instantané  et  coupe  à  angle  droit  le  cercld 
des  inflexions;  il  dépend  de  la  loi  du  temps.  Le  point  autre  que  le 
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centre  instantané  où  il  coupe  le  cercle  des  inflexions  est  précisément 
le  centre  des  accélérations  (*). 

Le  lecteur  prouvera  de  même  que  le  lieu  des  points  dont  l'accéléra- 
tion totale  a  une  valeur  donnée  est  un  cercle  concentrique  au  centre 
des  accélérations. 

Notons  enfin  que  si  l'on  transporte  l'origine  au  centre  des  accéléra- 
tions, les  formules  deviennent 

J^  =  —  (0* X  G)'  i/,  Jj,  =  w'y  +  w'  3C, 

en  sorte  que  : 

Au  point  de  vue  des  accélérations  tout  se  passe  comme  si  la 
figure  plane  tournait  d'une  façon  contiyiue  autour  du  centre  des 
accélérations,  avec  la  vitesse  angidaire  variable  lo. 

(1)  Il  est  bon  de  faire  remarquer  que  si  la  vitesse  angulaire  est  constante,  le  lieu 
des  points  dont  l'accélération  tangentielle  est  nulle  se  réduit  à  l'axe  Oy.  LejioiniK' 
se  trouve  alors  être  le  centre  des  accélérations. 
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CHAPITRE  VII 

Exemples  et  développements  sur  le  mouvement 
d  une  figure  plane. 


56.  Pour  définir  le  mouvement  d'une  figure  plane  dans  son  plan 
on  peut  se  donner  les  deux  courbes  If,  l„  qui  roulent  l'une  sur 
l'autre  sans  glissement  ainsi  que  la  vilesse  propre  au  centre  instan- 
tané, ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  vitesse  angulaire  oj. 

Le  cas  le  plus  célèbre  est  celui  du  mouvement  cycloïdal  dans 
lequel  un  cercle  roule  sans  glisser  sur  une  droite  donnée. 

Un  point  quelconque  de  la  circonférence  de  ce  cercle  décrit  alors 

une  cycloïde.  Le  cen- 
tre instantané  0  est 
le  point  de  contact 
actuel  de  la  droite  et 
du  cercle,  et  OM  est 
la  normale  à  la  cy- 
cloïde engendrée  par 
le  point  M.  Ici  R^est 
infini,  et  R,„  est  égal 
au  rayon  a  du  cercle 
roulant;  en  sorte  que 
le  point  K'  est  le  cen- 
tre 0,„  de  ce  cercle. 
^'  Le  cercle  décrit  sur 

00,„  comme  diamètre  est  le  cercle  des  inflexions. 

Pour  avoir  le  centre  de  courbure  ;j,  de  la  cycloïde  il  est  naturel 
Cinématique.  11 
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d'appliquer  la  troisième  construction  de  la  formule  de  Savary.  Le  point 
H  où  M0,„  vient  couper  la  normale  en  0  au  rayon  vecteur  OM  est 
évidemment  le  point  diamétralement  opposé  à  M  dans  le  cercle 
roulant.  Ainsi,  H  est  lié  au  cercle  C  comme  le  point  M  lui-même 
et  décrit  comme  lui  une  cycloïde. 

Maintenant,  pour  construire  le  point  [x  il  suffit  de  mener  H[j, 
parallèle  à  0„,0  et  de  prendre  l'intersection  avec  MO.  Comme  0,„  est 
le  milieu  de  M  H,  0  est  le  milieu  de  Mij,  et  l'on  voit  ainsi  que  u.  est 
symétrique  de  M  par  rapport  au  centre  instantané  0. 

En  outre,  Hjj.  est  le  double  de  0,„0  et  est  égal  au  diamètre  OOi 
du  cercle  roulant.  Le  lieu  du  point  [x  résulte  donc  de  celui  du  point  H 
par  une  simple  translation  égale  et  parallèle  à  OiO.  Si  G'  est  le  cercle 
symétrique  de  G  par  rapport  au  point  0,  le  point  [j,  est  lié  invariable- 
ment à  ce  cercle  qui  roule  sur  la  droite  O'BJ  parallèle  à  AB. 
Le  lieu  du  point  \j.  est  une  cycloïde  superposable  à  la  première. 
La  cycloïde  se   trouve  ainsi   être   une  solution  de   ce   problème 
général  traité  par  M.  Puiseux  :  trouver  une  courbe  superposable  à  sa 
développée. 
Cycloïdes  Si  l'on  prend  le  point  décrivant  M  à  l'intérieur  du  cercle  roulant  G, 

raccourcies  et      la  trajectoire  n'est  plus 

une     cycloïde    propre- 
~    ment   dite,    mais    bien 
^^^-  ^^-  une   cycloïde  raccour- 

cie, courbe  qui  n'a  pas  de  rebroussemenfs,  mais  qui  possède  des 
j)oints  d'inflexion  et  qui  serpente  entre  deux  droites  parallèles  en 
se  reproduisant  périodiquement  comme  la  cycloïde. 

Si  le  point  décrivant  est,  au  contraire,  extérieur   au  cercle,  on 

_   obtient  une  cycloïde  allon- 

^        ^<Ç  ^C^  ^^  gée.    Cette    courbe,   qui    se 

' ■  "*"       reproduit     périodiquement, 

^^3-  <J^-  est  dépourvue  de  rebrousse- 

menls  et  d'inflexions;  mais  elle  forme  une  suite  de  boucles  com- 
prises entre  deux  droites  parallèles  et  ces  boucles  donnent  lieu  à 
des  points  doubles. 

Nous   laissons  au    lecteur   le    soin    de  démontrer    le    théorème 
suivant  : 

Si  un  cercle  C  roule  sur  une  droite  A  d'tin  mouvement  uniforme 


allongées. 
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et  si  A  glisse  sur  elle-même,  en  même  temps,  d'un  mouvement 
uniforme,  un  point  de  la  circonférence  du  cercle  G  décrit  une 
cycloïde  raccourcie  si  A  glisse  dans  le  sens  où  roule  le  cercle,  et 
une  cycloïde  allongée  dans  le  cas  contraire. 


57.  Au  lieu  de  faire  rouler  un  cercle  sur  une  droite,  faisons  rouler 
une  droite  A  sur  un  cercle  C,  nous  aurons  le  mouvement  inverse  du 
mouvement  cycloïdal;  un  point  quelconque  de  la  droite  A  décrit  alors 
une  développante  de  cercle.  Par  contre,  un  point  quelconque  lié  inva- 
riablement à  la  droite  A  décrira  la  courbe  que  Ton  obtient  en  portant 
une  longueur  constante  à  partir  du  point  de  contact  sur  la  tangente  à 
une  développante  du  cercle. 

Ces  courbes  :  développante  du  cercle,  cycloïde  et  cycloïdes  allongées 
ou  raccourcies,  sont  comprises  dans  une  famille  générale  de  courbes, 
à  savoir  celles  que  l'on  obtient  dans  le  mouvement  épicycloïda^ 
général. 

Le  mouvement  épicycloïdal  général  se  réalise  en  faisant  rouler 
sans  glissement  un  cercle  sur  un  autre;  appelons  C^,  Gy  ces  deux 
cercles.  Si  G^  et  G„,  deviennent  séparément  des  droites,  on  obtient 
les  deux  mouvements  précédents. 

Les  mouvements  épicycloïdaux  se  distinguent  les  uns  des  autres 
par  la  position  relative  des  deux  cercles  roulants. 

Si  les  deux  cercles  roulants  se  touchent  extérieurement,  on  a  le 
mouvement  épicycloïdal  proprement  dit. 

S'ils  se  touchent  intérieurement,  on  a  le  mouvement  hypocy- 
cloïdal. 

Quelques  auteurs  appellent  aussi  mouvement  épicycloïdal  extérieur 
celui  que  nous  appelons  épicycloïdal,  et  mouvement  épicycloïdal  inté- 
rieur le  mouvement  hypocycloïdal. 

On  appelle  épicycloïdes  les  courbes  décrites  par  les  points  de  la 
circonférence  du  cercle  roulant  dans  le  cas  du  mouvement  épicycloï- 
dal. Les  points  intérieurs  au  cercle  roulant  décrivent  des  épicycloïdes 
raccourcies  et  les  points  extérieurs  des  épicycloïdes  allongées. 

On  appelle  hypocycloïdes  les  courbes  décrites  par  les  points  de 
la  circonférence  du  cercle  roulant  dans  le  cas  du  mouvement  hypo- 
cycloïdal; les  points  intérieurs  au  cercle  roulant  décrivent  des 
hypocycloïdes  raccourcies  et  les  points  extérieurs  décrivent  des 
hypocycloïdes  allongées. 


relirousse- 
ments. 
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Les  épi-  et  hypocycloïdes,  les  épi-  et  hypocycloïdes  allongées  ou 
raccourcies  sont  généralement  des  courbes  périodiques  non  fermées 
et  transcendantes;  mais  si  le  rapport  des  rayons  des  circonférences 
fixe  et  mobile  est  un  nombre  commensurable,  ces  courbes  devien- 
nent algébriques  et  fermées. 

Quelques  cas  particuliers  sont  célèbres. 

Signalons  tout   d'abord   deux  cas   remarquables  du    mouvement 

hypocycloïdal  :  ceux  où  le  cercle  intérieur  roulant  a  un  rayon  égal  à 

la  moitié  ou  au  tiers  du  rayon  du  cercle  fixe. 

Ilypocycloïde         Si  le  cercle  roulant  C,„  a  pour  rayon  le  tiers  du  cercle  fixe,  un  point 

à  trois         jjg  lJ^  circonférence  du  cercle  G„,  décrit  une  courbe  algébrique  célèbre 

du  quatrième  ordre  et  de  la  troisième  classe,  l'hypocycloïde  à  trois 

points   de    rebroussement.    Les    rebrousse- 

ments  se  produisent,  conformément   à   ce 

que  nous  savons,  chaque  fois  que  le  centre 

instantané  vient  en  coïncidence  avec  le  point 

décrivant. 

L'iiypocycloïde  à  trois  points  de  rebrous- 

'^^      .-,'■>'        /         sèment   possède  de  nombreuses  propriétés 

~~ '''  métriques;  en  outre  toute  courbe  du  qua- 

Tig.  53.  trième  ordre  à  trois  rebroussements  est  la 

perspective  conique  d'une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements. 
Ellipsograplie.       Lorsque  le  cercle  intérieur  roulant  a  un  rayon  moitié  de   celui 

du   cercle   fixe,    un   point  quelconque 

de  la  circonférence  du  cercle  roulant 

engendre  un  diamètre  du  cercle  fixe. 

En  effet,  0  étant  le  centre  instantané, 

OM  est  la  normale  à  la  trajectoire  du 

point  M;  donc  MOy  est  la  tangente  à 

celte  trajectoire;  elle  passe  par  un  point 

fixe  Oy,  ce  qui  prouve  qu'elle  se  réduit 

à  une  droite  MO,-  issue  de  ce  point.  On 

pourrait  encore  faire   observer  que  le 

^''f-  ^^*-  point  A  où  MO,- coupe  le  cercle  fixe  est 

fixe,  en  remarquant  que  les  arcs  OA  et  OM   des   cercles   fixe    et 

mobile   sont  égaux  et  que  A  est  le  point  où  vient  le  point  M  sur 

le  cercle  fixe  quand  il  devient  centre  instantané. 

Deux  points  diamétralement  opposés  de  la  circonférence  du  cercle 


GIIAP.  VII.  —  EXEMPLES   ET   DÉVELOPPEMENTS.  165 

mobile  décrivent  évidemment  deux  diamètres  rectangulaires  du  cercle 

fixe. 

Prenons  actuellement  un  point  P  quelconque  dans  la  figure  mobile, 
joignons  P  au  centre  0,„  du  cercle  mobile  et  soient  M,  M'  les  points 

où  la  droite  0,„P  coupe  le  cercle 
mobile.  Les  points  M,  M'  vont 
décrire  deux  droites  rectangulaires, 
en  sorte  que  nous  sommes  conduits 
au  lieu  suivant  :  Un  segment  MM' 

-p- M ^ —   glisse  sur  deux  droites  rcctangu- 

Ylg  55,  laires,  trouver  le  lieu  décrit  par 

un  point  P  pris  sur  ce  segment  ou  sur  son  prolongement. 
Ce  lieu  est  une  ellipse.  Soit,  en  effet, 

M'P  =  a,       VU=h,      M'PP'  =  a. 

Appelons  x,  y  les  coordonnées  de  P,  on  a  (dans  les  triangles  M'  PP' 
etMPP') 

X  =  a  cos  a,       y  =  h  s'm  et; 

on   reconnaît    en    même   temps  que   a   est  l'angle  excentrique  du 

point  P. 

Il  n'est  pas  nécessaire  que  Ox,  Og  soient  rectangulaires,  car  au 

lieu.de  mener  par  P  un  diamètre  du  cercle   mobile  on  aurait  pu 

mener    une    corde    arbitraire,   PMM'    dont    les    extrémités    MM' 

auraient  décrit  deux  diamètres  non  rectangulaires  du  cercle  fixe. 

On  a  construit  d'après  ces  remarques  un  appareil  destiné  à  décrire 

Q  l'ellipse    et    appelé    ellipsographe    ou 

compas  elliptique. 

Il  est  assurément  très  digne  d'in- 
térêt qu'une  des  trois  sections  coniques, 
l'ellipse,  fasse  partie  de  la  famille  des 
hypocycloïdes. 

Considérons  le  mouvement   inverse 
du  précédent,  c'est-à-dire  faisons  rouler 
un  cercle  sur  un  cercle  intérieur  fixe  de 
rirj,  56.  rayon  moitié.   Tout  diamètre  A0„,  du 

cercle  mobile  va  couper  le  cercle  fixe  en  un  point  fixe  A,  cela  résulte 
du  raisonnement  inverse  de  celui  qui  a  été  fait  plus  baut.  Le  lieu 
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d'un  point  P  sera  donc  une  conchoïde  du  cercle  fixe  relative  au  point 
fixe  A  où  P0„,  coupe  ce  cercle. 
Podaires  de         Parmi  les  courbes  remarquables  auxquelles  donne  lieu  le  mou- 
cercle,         vement  épicycloïdal  on  doit  citer  les  podaires  de  cercles. 

On  obtient  ces  courbes  en  faisant  rouler  extérieurement  sur  un 
cercle  G '  un  cercle  égal  G;  tout  point  lié  au  cercle  G  engendre  une 
podaire  de  cercle. 


Description          58.   Ce  résultat  peut  être  généralisé.  Gonsidérons,  en  effet,  deux 

générale        courbes  G,  G'  tangentes  en  un  point  et  symétriques  l'une  de  l'autre 
des  poiaires.  .^  .  i     ,  -  •    . 

par  rapport  a  la  tangente  en  ce  pomt. 

Si  l'on  fait  rouler  sans  glisser  G  sur  G',  il  est  visible  que,  à  chaque 
instant,  la  courbe  G  est  la  symétrique  de  la  courbe  G'  par  rapport 
à  la  tangente  A  en  leur  point  de  contact;  de  là  résulte  que  toute 
figure  F  entraînée  par  la  courbe  C  est  à  tout  instant  la  symétrique 
par  rapport  à  la  tangente  A  d'une  figure  fixe  F'  liée  à  la  courbe 
fixe  G'. 

En  particulier,  un  point  M  lié  à  la  courbe  G  sera  à  chaque  instant 
symétrique  par  rapport  à  la  tangente  A  à  la  courbe  G'  d'un  point 
fixe  M'.  Donc,  les  trajectoires  des  points  liés  à  la  courbe  G  sont  les 
lieux  des  symétriques  des  divers  points  M'  du  plan  fixe  par  rapport 
aux  tangentes  de  la  courbe  G' .  Or,  il  est  visible  que  ce  lieu  est  la 
podaire  par  rapport  au  point  M'  de  la  courbe  G'  transformée  homo- 
thétiquement  dans  le  rapport  2,  M'  étant  le  pôle  d'homothétie. 
Généraiion  Considérons  une  courbe  T  liée  à  la  courbe  G  et  entraînée  par  elle; 

des  caustiques,    jj^  courbe  F  est  la  symétrique  d'une  courbe  fixe  F',  par  rapport  à  la 
tangente  A,  à  la  courbe  G',  au  centre  instantané  0, 

Abaissons  de  ce  centre  O  la  normale  OM  sur  la  courbe  F;  le  pied 
M  de  cette  normale  est  un  point  où  la  courbe  F  touche  son  enveloppe. 
Or,  le  cercle  qui  a  pour  centre  le  point  0  et  qui  passe  en  M  sera  tan- 
gent à  F;  il  sera  aussi  tangent  à  la  courbe  F'  au  point  M'  symétrique 
de  M  par  rapport  à  A.  L'enveloppe  de  la  courbe  F  peut  donc  se 
définir  comme  branche  de  l'enveloppe  des  cercles  dont  le  centre 
décHt  la  courbe  G'  et  qui  sont  tangents  à  la  courbe  F'. 

Si  la  courbe  F  se  réduit  à  un  cercle,  son  enveloppe  est  une  déve- 
loppante de  la  caustique  par  réflexion  sur  la  courbe  G'  du  contre  du 
cercle  qui  constitue  alors  la  courbe  F'. 

A  l'occasion  des  systèmes  articulés  nous  aurons  à  examiner  un  cas 
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particulier  des  mouvements  précédents,  celui  du  roulement  d'une 
conique  sur  une  conique  symétrique. 

59.  Dans  tous  les  exemples  qui  précèdent  nous  avons  pris  pour 
point  de  départ  les  courbes  roulantes  fixe  et  mobile.  On  peut  varier  à 
l'infini  les  données  du  mouvement. 

Nous  en  donnerons  quelques  exemples. 

Si  l'on  se  donne  les  trajectoires  (M),  (N)  de  deux  points  M,  N,  les 
normales  en  M,  N  à  ces  courbes  fournissent  par  leur  rencontre  le 
centre  instantané  de  rotation  0.  On  peut  en  déduire  souvent  une 
définition  géométrique  simple  des  courbes  roulantes  I/,  I,„.  Mais  il 
importe  cependant  d'avoir  un  procédé  uniforme  et  régulier  qui 
permette,  dans  tous  les  cas,  de  construire  les  éléments  du  second 
ordre.  Pour  cela,  il  suffit  évidemment  de  connaître  le  point  que  nous 
avons  appelé  K'.  Or,  nous  avons  établi  au  sujet  de  ce  point  un 
théorème  d'après  lequel  il  a  môme  puissance  par  rapport  au  cercle 
de  centre  M  qui  passe  au  point  0,  et  par  rapport  au  cercle  décrit  sur 
le  rayon  de  courbure  Mîj,  de  (M)  comme  diamètre.  Le  point  K'  est 
donc  sur  l'axe  radical  de  ces  cercles;  il  est  aussi  sur  l'axe  radical 
des  cercles  analogues  relatifs  au  point  N;  le  point  K'  se  trouve 
ainsi  déterminé.  Alors  OK'  est  la  normale  commune  aux  deux 
courbes  roulantes,  et  de  plus  K'  étant  connu,  on  pourra  appliquer 
la  troisième  construction  de  la  formule  de  Savary  pour  trouver  le 
centre  de  courbure  de  la  trajectoire  d'un  point  quelconque  de  la 
figure. 

Le  lecteur  appliquera  sans  peine  cette  construction  au  cas  d'un 
segment  MN  glissant  sur  deux  droites  ou  bien  sur  deux  cercles. 

Il  peut  arriver  aussi  que  l'on  se  donne  l'enveloppe  d'une  courbe  et 
la  trajectoire  d'un  point. 

La  normale  à  l'enveloppée,  en  son  point  de  contact  avec  l'enve- 
loppe, et  la  normale  à  la  trajectoire  du  point  se  coupent  au  centre 
instantané  qui  est  ainsi  déterminé. 

Quant  au  point  K',  le  point  mobile  nous  fournira  une  droite,  axe 
radical  de  deux  cercles,  sur  laquelle  le  point  K'  doit  se  trouver.  En 
second  lieu  le  centre  de  courbure  de  l'enveloppe  étant  le  centre  de 
courbure  de  la  trajectoire  du  centre  de  courbure  de  l'enveloppée,  on 
se  trouvera  ramené  au  cas  où  l'or)  se  donnerait  la  trajectoire  d'un 
second  point  de  la  figure.  ~ 
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De  même  si  l'on  se  donnait  les  enveloppes  de  deux  courbes  de  la 
figure.  Les  centres  de  courbure  des  deux  enveloppes  seraient  les 
centres  de  courbure  des  trajectoires  des  centres  de  courbure  des  enve- 
loppées ;  on  serait  donc  ramené  au  cas  où  l'on  se  donne  les  trajectoires 
de  deux  points. 

Exemples.  —  1°  Étant  donnés  dans  un  plan  fixe  P'  un  cercle 
fixe  C  de  centre  0  et  un  point  fixe  A  sw  la  circonférence  de 
cercle,  on  considère  un  plan  P  glissant  sur  P',  de  sorte  qu'une 
droite  D  de  ce  plan  passe  constamment  au  point  A,  tandis  qu'u7i 
point  M  de  la  droite  D  décrit  le  cercle  G'.  Trouver  dans  ce  mouve- 
ment les  deux  courbes  roulantes.  (Licence,  Paris  1883.) 

Le  centre  instantané  est  le   point  I  diamétralement  opposé   au 

point  M  dans  le  cercle  G'.  En  efTet, 
MOI  est  la  normale  à  la  trajectoire 
du  point  M,  AI  est  la  normale  à 
l'enveloppe  de  la  droite  MA  (ou  D) 
cette  enveloppe  étant  considérée 
comme  un  cercle  de  rayon  infini- 
ment petit  de  centre  A). 

La  courbe  I,est  donc  le  cercle  G' 

lui-même. 

Si  l'on  observe  maintenant  que, 

Fig.  57.  dans  la  figure  mobile,  le  point  I  est 

à  la  distance  constante  MI  =  SPi  (R  rayon  du  cercle  G')  du  point  M, 

on  voit  que  la  courbe  I„,  n'est  autre  que  le  cercle  de  rayon  2R  qui  a 

M  pour  centre. 

Nous  avons  déjà  vu  plus  haut  que,  dans  ce  mouvement,  tout  point 
du  plan  P  décrit  une  conclioïde  de  cercle.  On  trouvera  alors  aisément, 

111 

soit  par  application  de  la  formule —  =  ->  soit  par  application 

des  constructions  précédentes  que  K'   est  le  symétrique  de  M  par 
rapport  au  point  I. 
Le  centre  des  accélérations  sera  fourni  par  les  formules 


^  +  — s  y  =  0>       —  y  -{-  -^x  —  k=zO. 
Supposons  par  exemple  que  M  déci-ive  le  cercle  C  d'un  mouvement 
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uniforme.  La  vitesse  de  M  est,  puisque  I  est  le  centre  instantané, 

SRw; 

si  elle  est  constante,  w  est  constant,  co'  est  nul  et  les  formules  donnent 

x~0,      y  =  —  k, 

en  sorte  que  le  point  K'  est  justement  le  centre  des  accélérations. 

2°  Un  segment  de  droite  AB  de  longueur  invariable  se  meut  en 
restant  tangent  à  un  cercle  fixe  C  tandis  que  son  extrémité  A 
décrit  une  tangente  fixe  T  de  ce  cercle.  Trouver  les  courbes  rou- 
lantes, etc.  (Besançon,  1884.) 

Soit  M  le  point  où  AB  touche  le  cercle,  le  centre  instantané  I  est 
sur  la  normale  OM;  il  est  aussi  sur  la  normale  AI  en  A  à  la  droite  ï 

/ 


D 

Fig.  58. 

que  décrit  le  point  A.  Cela  posé,  on  remarque  que  le  triangle  01 A  est 
isocèle;  en  effet, 

angle  I AO  r=  ^  —  angle  0  AT 
=  ^  —  angle  OAM. 


Or,  l'angle  MO  A  a  évidemment  cette  même  valeur.  Donc  10  =r  lA. 
Dans  le  plan  fixe  le  lieu  de  I  est  donc  une  parabole  dont  0  est  le 
foyer  et  T  la  directrice. 


'^^^    OF  THI? 

[USIVBRSITTl 
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Menons  par  0  la  droife  OD  parallèle  à  AB  et  regardons  OD  comme 
une  droite  liée  invariablement  à  la  figure  mobile,  la  relation  10  =:  lA 
prouve  que  le  lieu  du  point  I  dans  la  figure  mobile  est  une  parabole 
dont  A  est  le  foyer  et  OD  la  directrice;  ces  paraboles  sont  égales,  car 
la  distance  de  A  à  OD  est  égale  à  la  distance  de  0  à  T.  Quand  AB  vient 
s'appliquer  sur  la  tangente  T,  les  deux  paraboles  sont  tangentes  en 
leurs  sommets,  nous  avons  donc  un  mouvement  dans  lequel  une 
parabole  roule  sans  glisser  sur  une  parabole  égale  en  lui  restant 
symétrique  par  rapport  à  la  tangente  commune. 

Tous  les  points  de  la  figure  décrivent  alors  des  podaires  de 
parabole. 

La  droite  T,  lieu  du  point  A,  est,  en  particulier,  la  podaire  du 
foyer,  c'est-à-dire  la  tangente  au  sommet  d'une  parabole  de  para- 
mètre double  de  celui  des  paraboles  roulantes. 

Le  point  K'  est  ici  très  facile  à  construire.  Quand  deux  courbes 
symétriques  roulent  l'une  sur  l'autre,  on  a 

R„.  r=  _  R^, 
et  par  suite 

1  — 1  _  1.  —  1 

1 
d'où  k  =  -  l\f.  Donc  K  est  le  milieu  du  rayon  de  courbure  de  ly  et 

K'  le  milieu  du  rayon  de  courbure  de  I„. 

Or,  dans  la  parabole,  le  milieu  du  rayon  de  courbure  est  le  symé- 
trique, par  rapport  au  point  de  la  courbe,  du  point  où  la  normale 
coupe  la  directrice.  Il  en  résulte  ici  que  K'  est  le  point  de  rencontre 
de  la  droite  T  avec  la  normale  en  I  aux  roulettes,  c'est-à-dire  avec  la 
parallèle  menée  par  le  point  I  à  la  droite  OA. 

60.  Dans  d'autres  cas,  au  lieu  de  se  donner  les  roulettes  et  les 
trajectoires  ou  enveloppes  de  points  ou  courbes  de  la  figure,  on  peut 
se  donner  des  conditions  conduisant  à  des  équations  différentielles. 

Tel  est  le  problème  suivant  : 

.30  Quelle  courbe  faut-il  faire  rouler  sur  une  droite  pour  qu'un 
point  M  de  la  figure  décrive  une  circonférence  de  cercle?  (Paris, 
1893.) 

Soient  C  le  centre  du  cercle  et  A,  B  les  points  où  le  cercle  est  coupé 


CIIAP.  VII.  —   EXEMPLES   ET  DÉVELOPPEMENTS.  171 

par  la  droite  donnée.  Abaissons  de  G  la  perpendiculaire  sur  AB; 
appelons  D  son  pied  et  soit  E  l'extrémité  du  rayon  CD.  Quand  le 
point  mobile  vient  de  la  position  E  à  la  position  M,  qu'il  occupe  à  un 
instant  donné,  le  segment  ED,  supposé  entraîné  dans  le  mouvement, 
vient  occuper  une  position  MN,  et  la  droite  MN  coupe  le  rayon  CE 
en  un  poiflt  H.  L'angle  MHE  est  l'angle  dont  a  tourné  le  segment 
ED  pour  venir  en  MN. 

Appelons  I  le  point  où,  lorsque  le  point  mobile  est  en  M,  la  roulette 
mobile  touche  la  droite  fixe  AB;  le  point  I  est  le  point  de  rencontre 
de  AB  avec  la  normale  CM  à  la  trajectoire  du  point  M.  Rapportons 
la  roulette  mobile  à  des  coordonnées  polaires  dont  les  éléments  de 
référence  seront,  naturellement,  liés  à  la  figure  mobile;  ainsi  MN 
sera  l'axe  polaire  et  M  le  pôle  des  coordonnées;  MI  =  )•  sera  leVayon 
vecteur,  et  0  =  NMI  sera  l'angle  polaire.  L'angle  AIG  est  celui 
de  la  tangente  à  la  courbe  avec  le  rayon  vecteur,  donc 

tang  AIG  =  -—  =r  —  tang  GID  =  — cotgICD. 
"  dr  "  ® 

Or,  en  appelant  h  la  distance  G  D  et  a  la  distance  G  M,  on  a 

lC  =  a  —  r, 
d'où 

br=GD  =  IG.  cosICD  =  (a  — r)cosIGD. 

On  en  tire 

cotff  fCD 


d'où,  enfin, 


rdO  h 


dr        y^ci  —  r)'  —  6« 

quadrature  facile  à  effectuer. 

Si  b  <;  «,  c'est-à-dire  si  la  droite  coupe  le  cercle,  r  devient  nul 
quand  M  vient  en  A  ou  en  B;  mais  6  devient  alors  infini.  On  constate 
que  la  courbe  roulante  se  compose  de  deux  branches  symétriques  par 
rapport  k  la  droite  MN  et  asymptotes  au  point  M.  Quand  l'une  des 
branches  se  déroule  sur  DA,  le  point  M  décrit  l'arc  EA  du  cercle; 
mais  M  ne  peut  arriver  en  A  qu'après  une  infinité  de  révolutions  de 
la  courbe  roulante.  La  branche  symétrique,  en  se  déroulant  sur  DB, 
permet  de  décrire  dans  les  mêmes  conditions  l'arc  EB  du  cei'cle. 
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On  discutera  sans  peine  le  cas  où  l'arc  de  cercle  décrit  est  plus  grand 
qu'une  demi-circonférence  et  celui  où  la  droite  ne  coupe  pas  le  cercle. 

Le  centre  instantané  s'éloigne  à  l'infini  quand  le  point  M  vient 
aux  extrémités  du  diamètre  parallèle  à  la  droite  donnée. 

4°  Deux  courbes  C,  C  sont  symétriques  par  rapport  à  une 
droite  A  perpendiculaire  à  une  de  leurs  tangentes  communes,  T. 
On  fait  roider  sajis  glisser  G  et  C  sur  la  droite  T,  de  sorte  qu'elles 
demeurent  symétriques  par  rapport  à  A.  On  demande  de  trouver 
les  courbes  roulantes  dans  le  mouvement  relatif  de  G  par  rap~ 
port  à  C .  (Paris,  i893.) 

Le  mouvement  de  G  par  rapport  à  G'  résulte  du  mouvement  de  G 
par  rapport  à  la  droite  T  et  du  roulement  sans  glissement  de  T 
sur  G'.  Ge  dernier  mouvement  constitue  le  mouvement  inverse  du 
mouvement  de  G'  par  rapport  à  T.  La  vitesse  d'un  point  P  entraîné 
par  la  courbe  G  sera  donc  la  dilTérence  géométrique  entre  sa  vitesse 
dans  le  roulement  de  G  sur  T  et  la  vitesse  qu'il  aurait  dans  le  roule- 
ment de  G'  sur  T,  s'il  était  lié  à  G' . 

Le  centre  instantané  cherché  doit  avoir  une  vitesse  nulle  dans  le 
mouvement  de  G  par  rapport  à  G'  ;  donc  il  doit  avoir  la  même  vitesse 
dans  le  roulement  de  G  sur  T  et  de  G'  sur  T.  On  en  peut  conclure 
qu'il  est  à  chaque  instant  au  point  de  rencontre  de  l'axe  de  symé- 
trie A  avec  la  tangente  T.  Les  courbes  roulantes  sont  donc  deux 
développantes  des  courbes  G,  G' ,  développantes  qui  sont  tangentes  au 
point  I  à  la  droite  A  et  toujours  symétriques  par  rapport  à  cette 
tangente  commune.  Nous  reproduisons  donc  un  mouvement  qui  nous 
est  bien  connu.  Les  points  où  G',  G  touchent  la  droite  T  sont  juste- 
ment les  centres  de  courbure  des  roulantes  I^et  I,„. 

5°  Traitons  encore  le  problème  suivant  : 

Une  droite  OD  tourne  dans  un  plan  et  avec  une  vitesse  angu- 
laire existante  w  autour  d'un  de  ses  points  0  supposé  fixe.  Un 
cercle  C  roule  en  même  temps  sans  glisser  sur  la  droite  OD  avec 
une  vitesse  angulaire  constajite  Wj.  Ce  cercle  entraine  une  figure 
plane  qui  glisse  sur  le  plan  fixe.  On  demande  de  trouver  les  deux 
courbes  fixe  et  mobile,  qui  roident  l'une  sur  Vautre  sans  glisser. 
(Paris,  1894.) 

Appelons  P  le  point  où  le  cercle  G  touche  la  droite  OD  à  l'époque  t, 
et  supposons  qu'à  l'époque  initiale  le  point  P  soit  au  point  0,  ce  qui 
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revient  à  choisir  l'origine  du  temps;  désignons  par  a  le  rayon  du 
cercle.  La  vitesse  du  point  P  sur  le  cercle  est  égale  à  awi;  cette 
vites^  est  aussi  celle  du  point  P  sur  la  droite  OD,  car  elle  représente 
la  vitesse  propre  au  centre  instantané  P  dans  le  mouvement  relatif  du 
cercle  sur  la  droite  OD  ;  nous  aurons  donc 

Le  centre  instantané  qui  correspond  au  mouvement  absolu  de  la 
figure  plane  doit  être  tel  que  sa  vitesse  d'entraînement  dans  le  mou- 
vement de  la  droite  OD  et  sa  vitesse  relative  dans  le  roulement  du 
cercle  C  sur  OD  soient  égales  et  opposées.  Donc  le  point  I  doit  être 
d'abord  sur  la  droite  OP,  qui  joint  les  deux  centres  de  rotation.  Si 
G)  et  (Oj  sont  de  mêmes  signes,  il  faudra  prendre  I  sur  le  segment 
OP,  de  sorte  que 


ce  qui  donnera 


OI.W  =  IP.G)„ 


01^— ^^^^-OP:^     ""'''     t. 


Soit  0  l'angle  que  fait  OD  avec  sa  position  initiale,  on  a 

0  =  cof, 


donc 


01  =  ^^^^  0, 

(1)  (w  +  0)j) 


ce  qui  est  l'équation  en  coordonnées  polaires  de  la  courbe  fixe  lieu 
du  centre  instantané;  ce  lieu  est  une  spirale  d'Archimède. 

Soit,  sur  le  cercle  C,  A  le  point  qui  est  on  contact  avec  le  point  0 
à  l'instant  initial.  Je  prends  pour  axes  liés  à  la  figure  mobile  0,Aqni 
joint  au  point  A  le  centre  0^  du  cercle  mobile  et  un  axe  0^y^  per- 
pendiculaire. L'angle  AO^P  est  égal  à  ô^  =  Wi*,  et  le  segment  PI, 
tangent  au  cercle  en  P,  a  pour  longueur 

M^  0)  4-  cOj  0)  -H  Wj 

Les  coordonnées  du  point  I  sont  donc 

au)     .     .    ^ 

œ,  =  a  cos  0,  H 0,  sin  0,* 

^  ^        co  -f-  COi 

aoi     ^  . 

y^=^  a  sin  0, Oj  cos  6^. 
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Ces  équations  définissent  la  courbe  lieu  du  centre  instantané  dans 
la  figure  mobile. 

Si  les  rotations  étaient  de  sens  contraire,  le  point  I,  au  lieu  d'être 
entre  P  et  0,  serait  hors  du  segment  OP.  Les  résultats  précédents 
subsisteraient  avec  une  modification  insignifiante.  Il  n'y  aurait 
d'exception  que  si  w  et  ^,)^  étaient  égales  et  de  signes  contraires.  Pour 
avoir  la  vitesse  absolue  d'un  point  de  la  figure  nous  aurons  alors  à 
composer  deux  rotations  formant  un  couple.  Tous  les  points  de  la 
figure  ont  à  chaque  instant  même  vitesse  et  le  mouvement  consiste 
en  une  translation  continue.  Il  est  du  reste  aisé  de  voir  que  la  vitesse 
de  tout  point  de  la  figure  est  dans  ce  cas  perpendiculaire  à  la  droite  OD 
et  égale  au  produit  OP  X  w.  11  suffit,  pour  s'en  rendre  compte,  de 
chercher  la  vitesse  d'entraînement  du  point  P.  Tous  les  points  de 
la  figure  décrivant  des  courbes  égales,  il  suffit  do  chercher  la  tra- 
jectoire du  centre  0^  du  cercle  G  pour  les  avoir  toutes. 

Désignons  par  V  l'angle  OOjP,  par  r  la  distance  OOj  par  l'angle 
de  OOi  avec  une  droite  fixe,  par  exemple  avec  la  position  initiale  de 
OD.  On  a 

ç  =z  Mt  +  0,0P  =  iot  +  l  —  \; 

d'un  autre  côté  le  triangle  Oj  OP  donne 

a  =  r  cos  V. 

Observons  maintenant  que  O^P  est  la  tangente  à  la  trajectoire  du 
point  Ojj  on  a  donc 

rdo 


tang  V  =    , 
dr 


c'est-à-dire 


ou  encore 


tang  V 


r{(,)dt  —  dX)       M  dt  —  dV 

ï  V  =  : — =  ;r.      .^.     > 


a  sin  V   ,,,  tg  V.dV 

— rxF  ^^ 

cos'  V 
(0  ai  = 


cos*  V 


et,  par  intégration, 

(,)  t  =  tang  V 

Bans  constante  additive,  car  f  et  V  sont  nuls  en  même  temps. 
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On  a  donc 

r=z -,      (p  =  - +  tang  V~  V, 

cos  V        ^       2  °  ' 


équations  qui  définissent  la  trajectoire  du  point  0^. 


Propriétés  des  aires. 

61 .  Soient  A  un  point  fixe  et  M  un  point  d'une  figure  plane  mobile 
dans  son  plan,  le  rayon  vecteur  A  M  engendre  une  aire  que  nous 
nous  proposons  d'évaluer. 

Soient  x^,  y^  les  coordonnées  relatives  du  point  A;  l'élément  de 
l'aire  engendrée  est  le  produit  de  dt  par  la  moitié  du  moment  de  la 
vitesse  du  point  M  (a^,  y)  par  rapport  au  point  A,  à  savoir 

1 

-  j  (x  —  x^)  Vy  —  {y  —  y,)  V,  \  dt 

=  j  (o)x  +  Y))  {x  —  x^)  +  {(oy—  ^)  {y  —  j/j)  j  _  =  dA^ 

en  désignant  par  A  l'aire  cherchée. 
En  développant  on  trouve 

dA, 

2  -^  =  0)  (x*  +  7/)  +  (r,  —  wxi)  x—{^  +  o)j/i)  j/  4-  ^t/j  —  yja:,. 

Désignons  par  0  l'angle  dont  tourne  la  figure,  on  a 
b=JMdt; 


posons  en  outre 


2aO  =  ~/(Y3  —  (àXi)dty 
260=     J(^  +  ioy,)dt,. 


nous  obtenons  l'expression  suivante  de  l'aire  A, 

A 
A  =  -  [ce»  -H  y»  —  2  aac  —  2?>j/  +  c]. 

Donc,  le  point  A  fixe  étant  donné,,  Vah*ë  balayée  pat'  le  rayon 
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vecleur  AM  est  égale  au  produit  de  la  inoitié  de  l'angle  dont 
tourne  la  figure  par  la  puissance  du  point  M  par  rapport  à  un 
certain  cercle. 

Le  lieu  des  points  dont  le  rayon  vecteur  engendre  une  aire  donnée 
pour  une  amplitude  déterminée  du  déplacement  de  la  figure  est,  dès 
lors,  un  cercle  concentrique  au  cercle  précédent. 

Désignons  par  G  le  centre  de  ce  cercle,  par  M  un  point  et  par  Pj,  le 
cercle  de  centre  C  qui  passe  par  M.  Les  aires  correspondantes  à 
chaque  point  de  ce  cercle  Fm  sont  équivalentes;  si  l'on  désigne  par  Jj 
l'aire  correspondante  au  point  M,  l'équation  du  cercle  Fm  sera 

fi 

-  (a;*  +  y*  —  2ax  —  26y  +  c)  —  ^  =  0. 

Prenons  un  second  point  W  de  coordonnées  ce',  ?/',  l'aire  qui  lui 
correspond  a  pour  expression 

X'  =:  \.  (x'*  +  î/"  —  2ax'  —  Ihy'  +  c\ 

ce  que  l'on  peut  écrire 

,i'  -  .1.  =  ^  («'*  +  V"  -  2ax-'  -9^hyS  +c)-  !.. 

De  là  ce  théorème  : 

ha  différence  des  aires  balayées  par  les  rayons  vecteurs  de  deux 
points  M,  M'  de  la  figure  est  égale  au  produit  de  la  moitié  de 
l'angle  de  rotation  par  la  puissance  du  point  M'  par  rapport  au 
cercle  Fm,  Heu  des  points  qui  donnent  des  aires  équivalentes  à  celle 
qu'engendre  le  rayon  vecteur  du  point  M. 

Théorème  Le  curieux  théorème  de  Holditch  résulte  immédiatement  de  cette 

de  Holditch.     proposition. 

Considérons  une  lige  MN  qui  glisse  par  ses  extrémités  dans  une 
courhe  G  fermée  convexe;  un  point  M'  de  cette  tige  décrit  une 
courbe  intérieure  fermée  comme  la  première.  Après  un  tour  complet 
les  points  M,  N  ont  décrit  la  même  courhe.  Le  cercle  F,,,  lieu  des 
points,  qui  donnent  des  courbes  d'aires  équivalentes  à  l'aire  de  G 
passe  aussi  par  le  point  N.  La  différence  entre  l'aire  de  la  courbe 
décrite  par  M  et  celle  décrite  par  M'   est  égale,  d'après  le  théorème 
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précédent,  à  la  puissance  de  M'  par  rapport  à  Tu,  multipliée  par 

2tc 

—  =z  Tz,  puisque  2-  est  l'angle  de  rota- 

Je 

tion.  Cette  différence  est  donc  égale  à 
î-U^/'"'  /     /  r,ah 

où  a,  b  sont  les  segments  M' M,  M'  N. 

Or,  la  différence  de  ces  deux  aires  est 

évidemment  l'aire  de  la  bande  comprise 

Fig.  59.  entre  la  courbe  G  et  celle  que  décrit  le 

point  M'.  Uaire  zah  de  cette  bande  est  indépendante  de  la  forme 

de  la  courbe  C.  En  cela  consiste  le  théorème  de  Holditch. 

62.  Soient  AB  un  segment  de  droite,  A'  B'  le  même  segment  dans 

_j^B'    une  position  voi- 

■^ ' '       ""       -''"         1      sine,  0  le  centre 

instantané.  L'aire 
p  I     élémentaire     ba- 

^^.as^^^^ . Jrr?rrr7Trrr-=--JB  ^^^^^  par  AB  est 

Flg.  60.  celle  du  quadrila- 

tère AA'B'B,  Cette  aire  est  égale  à  la  somme  des  surfaces  des  deux 
triangles  A'0'0,  B'OB.  moiriS  celle  des  Iriangles  ABO,  A'OA, 

AA'B'B  =  A'B'O  +  B'OB  —ABO  — A'OA. 

Or,  les  triangles  ABO,  A'  B'  0  sont  égaux,  comme  on  sait;  il  reste 

donc 

AA'B'B  =  A'OA  — B'OB. 

Appelons  r,  r'  les  distances  OA,  OB,  on  a 

A'OAr=^r«wdf,      B' OB  =  l  r'^iùdt^ 

(l*où  résulte 

1 
dJlj  =  AA'B'B  =  - (r»  —  r'*)  (0  df. 

Soient  C  le  milieu  de  AB,  6  l'angle  OGB  et  p  la  distance  OC;  déiSi- 
gnons  aussi  par  a  les  distances  égales  GA,  CB,  on  a 

r'   rr:  a*  4-  p*  +  2ap  cos  G, 
r'»  =  a'  -1-  p'  —  2ap  cos  9, 
CXmmalique.  i2 
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d'où 

,.*  —  r'*  =  4ap  eos  0, 

et  par  suite, 

'  ."  .  d,{j  =:  2apw  cos  0  dt; 

(0  2  cos  e  est  la  i)rojection  de  la  vitesse  du  point  G  sur  la  perpendicu- 
laire à  la  tige.  Supposons  qu'une  roulette  ayant  AB  pour  axe  enre- 
gislie  le  déplacement  du  point  C  compté  normalement  à  AB. 
Soit  ds  le  déplacement  élémentaire  ainsi  évalué,  on  aura 

d-  =  wp  cos  ().dl, 
et  par  suite 

d,k>  =  ''2a  da, 

d'où 

.1.  =  'ia'- 

T'h.iimtics         Si  un  compteur  permet  d'évaluer  la  marche  effectuée  par  la  rou- 
l.oai.es.        leLte,  on  aura  là  un  instrument  permettant  d'évaluer  les  aires.  C'est 
le  principe  des  planimètres  polaires. 

On  fait  décrire  à  l'un  des  points  B  un  arc  de  cercle  au  moyen  d'une 
bride;  le  point  A  décrit  le  contour  dont  on  veut  évaluer  l'aiie.  On 
s'arrange  de  sorte  qu'après  un  tour  complet  le  point  B  ait  décrit  deux 
fois,  mais  en  sens  inverse,  l'arc  de  cercle  qu'il  décrit;  l'aire  balayée 
par  le  segment  AB  se  compose  d'une  partie  positive  et  d'une  partie 
négative  dont  la  difl'érence,  donnée  par  la  lecture  de  l'appareil,  fournit 
l'aire  du  contour  proposé. 

A.ro  balayéo         63.  On  peut  étendre  l'ordre  d'idées  précédent  en  envisageant  un 
pai-  segment  variable  ÂB;  soit  A'B'  une  position,  voisine;  la  surface  du 

quadrilatère  ABB' A'  représente  encore  la  différentielle  d,h  de  l'aire 
balayée  par  le  segment  ÂB,  on  a  d,|,  ^  triangle  ABB'  +  triangle 
B'A'Aou 

'2 (/.Il  =  moment  par  rappoit  à  A  de  BB' 
+  moment  par  rapport  à  B'  de  A'  A. 

En  désignant  par  Va,  v^  les  vitesses  de  A,  B,  on  a 

aT' =  ~j,,di,     iïïr=^,  .dt. 

On   pont  écrire  ou   tenant  compte  du   signe  des  moments  cl  ou 


un  s-egment 
variable. 
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observant  que  la  différence  entre  moment^.  Â\Â.  et  momentn  Â^  est 
un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur, 


2.  -— —  =r  momentA  t'a 


moment  b  .  v^, 


Autrement  dit,  le  double  de  la  dérivée,  prise  par  rapport  au 
temps,  de  Vairebalayée  par  un  segment  variable  AB,  est  égal  à  la 
différence  dos  momeiits  des  vitesses  de  chaque  extrémité  pris  par 
rapport  à  l'autre  extrémité. 

Appliquons  au  cas  où  le  segment  mobile  est  celui  qui  joint  le  centre 
instantané  I  à  un  point  M  lié  invariablement  à  la  figure  mobile. 
Nous  aurons 

o  d.h  -  _ 

dt~  "^°'^^"*M  •  ^t  —  moment;  v^; 

or,  si  p  est  la  distance  de  M  à  la  tangente  commune  aux  deux  rou- 
lettes et  V  la  vitesse  propre  au  centre  instantané,  on  a 

momentjt  v^  =r.  p,Y. 

On  observera  que  la  quantité  p,  avec  les  notations  du  n^  49,  aurait 
pour  valeur  p  =  r  amO;  la  distance  IM  étant  encore  désignée  par  r. 

La  vitesse  de  M  est  cor,  elle  est  normale  à  IM,  son  moment  par 
rapport  à  I  est  donc  o)r%  et  l'on  trouve  ainsi 

2  ^  =  pV -...'. 

Désignons  par  s  l'arc  de  la  roulette  I,„,  qui,  du  reste,  est  aussi  égal 

ds 
ù  celui  de  la  roulotte  I,-,  on  a  V  =  —5  tandis  que 

'"-'\n-Rj-\R~Kjdt' 

ii  vient  alors 

Nous  allons  tirer  de  celle,  formule  le  théorème  de  Steiner  relatif  aux 
aires  des  roulettes. 
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.Il 

Supposons  que  la  roulette  fixe  se  réduise  à  une  droite,  jr  sera  nul 
et  l'aire  balayée  par  IM  dans  un  tour  complet  (en  supposant  que  I„,  soit 
une  courbe  fermée'convexe)  sera 

Dans  fp  ds  on  reconnaît  le  double  de  l'aire  A)o  tle  lu  courbe  I,„; 

nous  pouvons  donc  écrire 

'1    /*  ■- 

■''=-^'«  +  2Jit:""- 

Faisons  maintenant  rouler  la  courbe  I,„  sur  sa  symétrique  par 
rapport  à  une  de  ses  tangentes,  nous  devons  prendre  alors  l\j  =  —  R,„ 
et  la  formule  générale  nous  donnera  pour  l'aire  balayée  par  le  rayon 
IM  dans  ce  nouveau  mouvement, 

Uans  ce  second  mouvement  le  point  M  décrit  une  courbe  fermée  G, 
dont  l'aire  totale  se  compose  de  l'aire  de  la  courbe  I^,  symétrique 
de  I„,,  augmentée  de  l'aire  balayée  par  le  segment  IM,  donc  l'aire  (C) 
de  la  courbe  G  a  pour  valeur 

c'est-à-dire 

(G)  =  2J{j. 

Observons  maintenant  que  si  l'on  désigne  par  II  la  podaire  de  lu 
courbe  I,-  par  rapport  au  point  M'  symétrique  du  point  M,  la  courbe  G 
n'est  autre  que  la  courbe  II  amplifiée  dans  le  rapport  de  2  à  1,  si  donc 
(H)  représente  l'aire  de  cette  podaire,  on  a 

(II)  =  |(C), 
d'où  résulte 

2  (II)  =  ^  (G)  =  .li.     ^ 
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Si  l'on  remarque  que  II  est  la  symétrique  de  la  podaire  de  I„,  par 
rapport  au  point  M,  on  peut  énoncer  ce  théorème  : 

Si  une  courbe  fermée  I^  roule  sur  une  de  ses  tangentes,  Faire  Jh 
balayée  par  le  vecteur  qui  joint  le  centre  instantané  de  rotation 
à  un  point  lié  à  I,„  est  égale  pour  une  révolution  complète  au  double 
de  Vaire  de  la  podaire  de  la  courbe  I^  'par  rapport  au  point  M. 

La  méthode  que  nous  avons  suivie  conduit  à  un  théorème  de 
géométrie  générale  ('). 

Considérons  trois  arcs  de  courbes  finis  ayant  la  même  longueur, 
AB,  A'B',  A'B";  prenons  sur  eux  les  points  M,  M',  M' tels  que  les 

111 

arcs  A  M,  A'  M',  A"  M'  aient  une  même  valeur  s,  soient  ^  >  — 7  >  —les 

Ry     R/      R" 

courbures  en  M,  M',  M'  de  ces  trois  arcs;  nous  supposerons  qu'on 
ait  constamment 

_?._  i         1 

r;-r;."*"r;' 

Dans  ces  conditions  >  Si  V on  fait  rouler  un  arc  quelconque  CM 
ayant  même  longueur  que  AB,  A'B',  A"B'',  successivement  sur 
AB,  A'B'  et  A''B'',  les  aires  balayées  par  les  segments  qui  joignent 
le  centre  instantané  à  un  point  M  lié  à  l'arc  CD  étaiit  désignées 
par  J{),  J{)',  Ji,",  on  aura 

On  a,  en  effet,  d'après  la  formule  générale, 

'•"■  =j^  "  V  -K  -J  -ii7  ' 

01  '        Cl  r^'^s        pr'ds 

,A.=Jpds-,J-^-j—, 

KV  -  2.1.  -  2.V  =  -/,-  g  - 1  -  „^)  d.  =  0. 

11  faut  observer  que  dans  ces  formules  R,-,  Rj-,  W}  ont  des  signes 
(')  Comptes  rendus.  Séance  du  7  mai  189î. 


d'oi 
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dépendant  de  la  disposition  de  la  concavité  des  courbes  Ij,  Vf,  ï\}  (ou 
AB,  A'  B',  A'B")  par  rapport  à  la  courbe  mobile  I,„  (ou  CD). 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  prenne  pour  AB  et  A' B'  la 
même  courbe,  mais  où  les  rayons  de  courbure  seraient  changés  de 
signe. 

Cela  veut  dire  que  dans  un  cas  CD  roule  d'un  côté  de  l'arc  AB  et, 
dans  l'autre  cas,  de  l'autre  côté. 

examinons  ce  que  devient  notre  théorème  dans  ce  cas,  on  a 

r;  :=.  -  R,, 

donc  — ^  =  0,  ce  qui  veut  dire  que  l'arc  A'B'  se  réduit  à  un  segment 

II/ 
de  tangente.  On  a  donc  ce  théorème  curieux  : 

Soient  un  arc  quelconque  CD  et  M  un  point  qui  lui  est  in\)aria- 
hlement  lié,  on  fait  rouler  CD  sur  un  arc  égal  quelconque  AB  et 
successivement  de  part  et  d'autre  de  cet  arc;  la  somme  des  aires 
hala}jées  par  le  vecteur  qui  joint  M  au  centre  instantané  est  indé- 
pendante de  Varc  AB  choisi  et  a  pour  valeur  particulière  celle  que 
l'on  obtient,  par  exemple,  en  prenant  pour  AB  un  segment  de 
tangente. 

Propriétés  des  arcs. 

Théorème  64.  Sleiner  a  donné  un  autre  théorème  relatif  aux  arcs  des  trajec- 

de  Steincr      toires  dans  l'hypothèse  d'une  courbe  I,,^  roulant  sur  l'une  de  ses  tan- 
gentes. 

Soient  AB  un  arc  fini  de  I„„  AA',  BB'  les  tangentes  à  I,„en  A  et  B 
menées  dans  le  sens  AB  des  arcs  croissants,  et  soit  enfin  A  la  tangente 
sur  laquelle  roule  l'arc  AB;  désignons  par  0  l'angle  variable  de  A  A' 
avec  l'axe  choisi  sur  A  dans  le  sens  du  mouvement  du  centre  ins- 
tantané. Au  début  0  est  égal  â  zéro,  quand  A  A'  coïncide  avec  A;  il 
devient  ensuite  égal  à  l'angle  Oq  de  A  A'  avec  BB',  quand  BB'  vient 
s'appliquer  sur  A.  Soient  1  le  point  de  contact  de  I,  avec  A,  M  un  point 
lié  à  ly  et  P  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  A.  L'arc 
élémentaire  décrit  par  M  est  égal  à  r.dO,  en  posant  r  :=  IM,  donc 
l'arc  fini  décrit  par  M  a  pour  valeur 

rdO. 


relatif  aux 
arcs 
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Considérons  maintenant  la  même  courbe  I,„,  le  même  point  M  et 
assujettissons  l'angle  dioit  MPI  à  avoir  un  côté  tani^ent  à  I,„  tandis 
que  l'autre  ira  passer  en  M.  Le  côté  PI  de  l'angle  droit,  d'abord 
appliqué  sur  la  tangente  AA'  à  I^,  viendra  s'appliquer  sur  BB'  et 
tournera  de  l'angle  6^;  le  centre  instantané  est,  du  reste,  le  point  N 
quatrième  sommet  du  rectangle  M  PIN  et  comme  NP  =  MI  =  r, 
l'are  élémentaire  décrit  par  Posera 

^P.dO  =  r.df), 

où  0  est  l'angle  de  PI  avec  AA'  ;  on  aura  donc  pour  l'arc  fini  décrit 
par  le  point  P 

/     rdO, 

c'est-à-dire  la  longueur  déjà  trouvée. 

L'arc  de  podaire  lieu  du  point  P  est  donc  égal  à  l'arc  corres' 
pondant  de  trajectoire  décrit  par  le  point  M. 
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CHAPITRE  VIII 

Mouvement  autour  d'un  point  fixe. 


65.  Lorsqu'une  figure  de  forme  invariable  a  un  point  fixe  0,  toute 
sphère  qui  a  ce  point  comme  centre  glisse  sur  elle-même  au  cours  du 
mouvement;  nous  pourrons  donc  procéder  comme  dans  le  cas  d'une 
figure  dont  un  plan  glisse  sur  lui-même  et  ramener  la  question  au 
glissement  d'une  sphère  sur  elle-même. 

C'est  ainsi  qu'il  conviendra  de  procéder  notamment  dans  la  plupart 
des  raisonnements  géométriques,  mais  quand  on  emploie  les  formules 
il  peut  être  avantageux  de  considérer  la  figure  dans  l'espace. 

Prenons  comme  origine  du  trièdre  mobile  le  point  fixe  0;  les  quan- 
tités q,  r„  X^  qui  représentent  les  projections  de  la  vitesse  d'entraîne- 
ment de  0  étant  nulles,  la  vitesse  sera  donnée  par  les  formules 

Vf.x  =  g^  —  ry,      tv,  „  =  rx  —  pz      \\^.  =  py  —  Gf^' 

On  reconnaît  aussitôt  l'existence  d'une  rotation  tangente  dont 
l'axe  A  est  issu  du  point  0  et  qui  est  représentée  par  le  segment  ÔQ 
ùontp,  q,  r  sont  les  projections  sur  les  axes  mobiles. 

Soient  I,  1'  les  points  où  A  perce  une  sphère  S  de  centre  0  et 
considérons  le  mouvement  de  glissement  de  la  sphère  S  sur  elle- 
même;  dans  le  temps  dt  tous  les  points  de  la  sphère  décriront  des 
arcs  de  petits  cercles  dont  I,  I'  seront  les  pôles.  Les  grands  cercles 
normaux  se  couperont  donc  tous  suivant  le  diamètre  H'.  De  là  ce 
théorème  : 

Théorème  L  —  Dans  le  mouvement  d'une  figure  sphériqne  sur 
sa  propre  sphère,  les  grands  cercles  menés  à  7(n  ynrme  instant  par 
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les  différents  points  de  la  figure  normalement  à  leurs  trajectoires, 
se  coupent  en  deux  points  I,  I' . 

On  peut  ajouter  que  si  6  est  l'angle  correspondant  à  l'arc  de  grand 
cercle  compris  entre  le  point  I  et  le  point  mobile  M,  la  vitesse  du 
point  est 

R.sin6.w, 

où  R  est  le  rayon  de  la  sphère  et  w  la  vitesse  angulaire, 
Kuvcl  .ppe  Le  problème  des  enveloppes  se  traite  par  un  procédé  analogue  à 

[1  une  courbe     çg],^j  qu'on  a  employé  pour  la  question  correspondante  concernant  les 

une  sphère,      figures  planes. 

Soient  une  courbe  G  tracée  sur  la  sphère  S  et  (G)  son  enveloppe 
qu'elle  touche  au  point  P.  La  vitesse  absolue  de  P  est  tangente  à  la 
courbe  (G),  sa  vitesse  relative  à  la  courbe  enveloppée  G,  ces  deux 
courbes  étant  tangentes  les  deux  vitesses  se  trouvent  portées  par  une 
même  droite;  la  vitesse  d'entraînement,  qui  est  leur  différence  géomé- 
trique, est  donc  portée  par  cette  droite.  La  vitesse  d'entraînement  du 
point  P  est  ainsi  portée  par  la  tangente  à  la  courbe  G.  On  démontre 
facilement  la  réciproque  en  s'appuyant  sur  ce  que  la  vitesse  d'entraî- 
nement est  normale  au  grand  cercle  mené  par  PIF.  On  peut  donc 
énoncer  ce  théorème  : 

ThêOIiêMe  il  —  Pour  avoir  les  points  ou  une  courbe  G  tracée 
sur  ta  sphère  S  touche  son  enveloppe,  il  faut  prendre  sur  celte 
courbe  les  points  dont  lès  grands  cercles  normaux  vont  passer 
par  I,  r. 

Glissement.         Désignons  par  s  l'arc  de  la  courbe  G  compté  à  partir  d'un  point  A  ; 

par  s'  l'arc  de  la  courbe  (G)  compté  à  partir  du  point  A'  avec  lequel  A 

>  ds'       ds 

vient  en  contact  à  Une  certaine  époque;  -—  et-—  sotit  les  vitesses 

ai       dt 

absolue  et  relative  du  point  P,  leur  différence  est  égale  à  la  vitesse 

d'entraînement  Rw  sin  0,  où  ô  est  l'angle  au  centre  de  l'arc  de  grand 

cercle  I P  ;  on  a  donc  ■ 

ds'       ds       ^ 

— =  Ro)  sin  G. 

dt        dt 

La  diffél-etice  s'  —  s  représente  lé  glissement  de  là  courbe  G  sur 
son  enveloppe  (G).  Il  ne  peut  être  constamment  nul  que  si  sin  0  est 
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nul,  c'est-à-dire  si  le  point  P  est  précisément  sur  l'axe  instantané 
en  l'un  des  points  T  ou  F. 

Courbiîs  ]r,i  66.  Nous  sommes  ainsi  amenés  à  considérer  le  lieu  du  point  I  et 

*''  ^•''  celui  de  son  symétrique  I'  sur  la  sphère.  Il  sUfflra  de  cotlsidét^er  le  lieu 

de  I.  Appelons  I„„  I,  les  courbes  décrites  par  le  point  î  sur  la  sphère 
mobile  et  sur  la  sphère  fixe.  Ces  courbes  ont  à  chaque  instant  en 
commun  le  point  I,  lequel  est  mobile  à  la  fois  sur  I^et  sur  I,„;  I,est  sa 
trajectoire  absolue,  I,„  sa  trajectoire  relative.  La  vitesse  absolue  de  I 
et  sa  vitesse  relative  sont  d'ailleurs  égales,  car  leur  difTérenco 
géométrique,  qui  est  la  vitesse  d'entraînement  de  I,  est  nulle.  Un  peut 
en  conclure  les  propriétés  suivantes  : 

Les  courbes  I,.  et  I,^  sont  tangentes  Vune  à  Vautre  au  point  1. 

En  effet,  la  vitesse  absolue  et  la  vitesse  relative  sont  égales  (^t 
portées  par  la  même  droite;  cotte  droite  doit  donc  toucher  au  point  I 
la  courbe  I^^  et  la  courbe  I,„. 

La  courbe  I,-  est  ainsi  une  branche  do  l'enveloppe  de  I,„. 

J'ajoute  que  I,„  roide  sans  glisser  sur  ïy. 

En  effet,  le  glissement  est  ici  nul  puisque  sin  0  est  constamment 
nul.  La  démonstration  prouve  en  même  temps  que  la  courbe  I„,  et  sa 
symétrique  sont  les  seules  qui  roulent  f^ans  glisser  sur  une  bi'ancho 
de  leur  enveloppe. 

Nous  avons  ainsi  ce  théorème  : 

Théorème  IIL  —  Quand  ime  figure  sphérique  glisse  sw  sa 
propre  sphère,  il  y  a  deux  courbes  sphériques,  l'une  mobile. 
Vautre  fixe,  \„^,  I,-  qui  roulent  Vune  sur  Vaidre  sans  glisser  et  à 
Vexception  des  symétriques  de  ces  courbes  par  rapport  au  centre 
de  la  sphère;  il  n'y  a  pas  d'autre  courbe  qui  roule  sans  glisser 
sur  une  branche  de  son  enveloppe. 

Coiies  roulants       La  propriété  correspondante  de  la  figure    mobile   dans   l'espace 

ilaus  le         autour  du  point  fixe  0  est  la  suivante  : 
mouvement  ^,  ^  ..  ,,-,/^,  i  i 

autour  (l'un         ^^^  cones  T,-,  F,,,,  qui  ont  pour  sommet  le  point  O  et  pour  bases  les 

I  oint  fixe.       courbes  I^,  F„,  roulent  l'un  sur  l'autre  sa7is  glisser,  en  traduisant 

par  cette  locution  le  fait  que  les  bases  sphériques  I^  et  I„^  roulent 

l'une  sur  l'autre  sans  glisser.  Donc  : 

Théorème  IV.  —  Quand  une  figure  tourne  autour  d'un  point 
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fixe  0,  il  existe  un  cône  r„,  lié  à  la  figure  qui  roule  sans  glisser 
sur  un  cône  fixe  Tj.  La  génératrice  de  contact  est  justement  Vaxe 
de  la  rotation  instantanée. 

Accélération         67.  On  ne  manquera  pas  d'observer  que  si  un  point  M  se  meut 
angulaire,      gj^j^,  y^^xe  instantané  de  rotation,   sa  vitesse  absolue  et  sa  vitesse 
relative  sont  constamment  égales,  attendu  que  la  vitesse  d'entraîne- 
ment est  nulle. 

Considérons,  par  exemple,  le  segment  OQ  qui  représente  la  rota- 
tion; les  coordonnées  de  Q  sont  p,  q,  r;  la  vitesse  absolue  et  la 
vitesse  l'elative  du  point  Q  sont  égales  et  leurs  projections  sur  les 
axes  mobiles  sont 

r,'  —  "^P        n<  —  '^^         .'  —  '^'' 
^  -di'     ^  -di'     '   ~Tt' 

le  segment  OQj,  qui  représente  cette  vitesse,  a  reçu  le  nom  (['accélé- 
ration angulaire. 

Rappelons  ici  qu'au  numéro  41,  page  127,  nous  avons  prouvé  que 
si  l'axe  du  mouvement  hélicoïdal  a  une  direction  fixe  dans  le  corps,  il 
a  une  direction  fixe  dans  l'espace. 

Dans  le  cas  actuel,  cela  signifie  que  si  le  segment  00  a  une  direc- 
tion constante  dans  le  corps,  il  a  aussi  une  direction  constante  dans 
l'espace. 

On  peut,  d'ailleurs,  le  constater  directement. 

Si,  en  effet,  OQ  a  une  direction  constante  dans  le  corps,  le  segment 
QQj  équipollent  à  OQj  passe  par  le  point  0,  car  il  représente  la 
vitesse  relative  de  0  qui  ne  fait  que  glisser  sur  OQ. 

Or,  QOg  représente  aussi  la  vitesse  absolue  de  Q;  donc,  puisqu'il 
passe  toujours  au  point  fixe  0,  le  lieu  de  Q  dans  l'espace  ne  peut  être 
qu'une  droite  fixe  issue  de  0. 


De  ^accélération  dans  le  mouvement  autour 
d'un  point  fixe. 

Théorème  68.  Cherchons  quelles  simplifications  résultent  pour  les  formules 

de  Rivais.       donnant  l'accélération  de  l'hypothèse  d'un  point  fixe.  Les  quantités 

;,  •/;,  'Ç  étant  nulles,  les  quantités  z^,  •/;,,  C»  le  seront  aussi,  et  nous 
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obtiendrons  pour  l'accélération  d'entraînement 

Jc,x  =  q  z  —  r  y  -{-  -—y 
ax 

à  y 
ie,z  =^p  y  —  q  X  +  —  j 

(y  -V 

oîi  l'on  a  posé,  comme  précédemment, 

^R^ipx  +  qy  -h  rzy  —  {p^  +  f/  +  r^)  (x^  +  y'-  +  z'). 

Le  système  de  segments  ]9',  q'  ,r' ,  E^  -^j,  ^  considéré  au  numéro  45, 
page  133,  se  réduit  alors  au  seul  segment  OOj  qui  représente  l'accélé- 
ration angulaire  et  les  formules  précédentes  expriment  le  théorème 
attribué  à  Rivais  et  d'après  lequel  l'accélération  d'entraînement 
dans  le  mouvement  autour  d'un  point  fixe  est  la  somme  géomé- 
trique de  deux  segments;  le  premier  représente  la  vitesse  qu'au- 
rait le  point  mobile  si  on  lui  imprimait  une  rotation  représentée 
par  l'accélération  angulaire  OQ^;  le  second  représente  l'accéléra- 
tion centripète  qui  naîtrait  d'une  rotation  uniforme  continue, 
représentée  par  le  même  segment  Où  que  la  rotation  instantanée. 
Suivant  une  méthode  qui  nous  a  déjà  réussi,  nous  pourrons  choisir 
les  axes  de  coordonnées  de  façon  à  simplifier  les  formules.  Nous  suppo- 
serons qu'à  l'instant  considéré  0-  soit  l'axe  instantané  et  zOx  le 
plan  tangent  commun  aux  cônes  r„„  I^;  alors  p,  q  seront  nuls,  r  se 
réduira  àw;  de  plus  OQj  étant  dans  le  plan  zOx,  q'  sera  nul.  Il 
viendra  donc 

ic,x  =  —  r'  y  —  lù^x, 

i^y=zr'  x  —  p'z  —  iù'y, 

Je,  z  ~  p'  y, 

tandis  que  les  formules  relatives  à  la  vitesse  d'entraînement  se  rédui- 
ront à 

~     'Wcx  —  —  6).  y, 
Ve,  ,j  =:  (j)  .  ce, 

IV,  ^  =  0. 

Le  plan  osculaleur  à  la  trajectoire  d'un  point  contient  la  vitesse  et 
l'accélération.  On  trouvera  donc  aisément  ce  plan  qui  a  pour  équa- 
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tion,  X,  y,  z  étant  les  coordonnées  du  point  mobile, 


a;*/  (X  —  x)  +  y^  (Y  -^  y)  + 


\_V 


G9.   Nous  allons  conclure  de  cette  formule  la  courbure  des  tra- 
jectoires. 
Combuic  llovenons  à  la  considération  de  la  figure  sphérique.  On  peut  se  pro- 

spherique  (  e  .i   pQgg^  ^  gQj^  sujet  les  mêmes  problèmes  que  nous  avons  traités  dans  le 
trajectoire  d  un 
point  sur  une    p'^w-  La  droite  ID  tangente  commune  aux  coui'bes  I„„  I/est,  dans  le 

sphère.  cboix  particulier  d'axes  adopté,  parallèle  à  Ox.  Le  point  I  a  la  môme 
vitesse  V  sur  ces  deux  courbes  et  on  peut  supposer  que  le  sens  de 
cette  vitesse  soit  celui  de  Ox  et  de  ID.  Soit  M  un  point  mobile,  et 
faisons  passer  un  grand  cercle  A  par  M  et  I;  fixons  un  sens  de  par- 
cours sur  ce  cercle,  et  soit  0  l'angle  que  fait  avec  ID  la  tangente  en  I  à  ce 
grand  cercle  menée  dans  le  sens  de  parcours  choisi,  soit  aussi  r  l'angle 
au  centre  de  l'arc  de  grand  cercle  I M  compté  de  I  vers  M  dans  le  sens 
de  parcours  choisi  sur  A.  Le  grand  cercle  A  est  normal  à  la  trajec- 
toire du  point  M;  il  touche  en  un  point  jj.  la  développée  sphérique  de 
cette  trajectoire.  Nous  désignerons  par  p  l'angle  au  centre  de  l'arc  de 
grand  cercle  \\j.  compté  de  I  vers  \).  dans  le  sens  de  parcours  choisi 
sur  A.  Il  existe  entre  r  et  p  une  relation  analogue  à  la  formule  de 
Savary. 
Formule  Le  point  ]),  est  le  pôle  du  petit  cercle  osculateur  de  la  trajectoire; 

analogue  à      ^es  coordonnées  rCj,  y^,  Tj,  eu  égard  à  l'équation  trouvée  pour  le  plan 
celle  de  Savarv.  ,   ,  ,  ,    ,  .   •/.      i       .        .■ 

-     osculateur,  devront  donc  venuer  les  équations 


-.Vi 


xy       1/         w  ,  . 

or,  on  a.  Il  étant  toujours  le  rayon  de  la  sphère, 

x^  =  il  siu  p  cos  0,  X  =  Il  sin  r  cos  0, 

1/j  =  R  sin  p  sin  0,  î/  =:  R  sin  '/•  sin  Oj 

-j  zz:  R  cos  p,  z  =■  R  cos  V. 

En  portant  ces  valeurs  dans  les  équations  précédentes  on  trouve 
qu'elles  se  réduisent  à  une  seule 

\       ^      \       _       \ 
laug  p       lang  r       h  sin  0 
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k^C 
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terprétatiou 
de  h. 


Cette  formule  rappelle  par  sa  forme  celle  de  Savary. 
Nous  allons  chercher  à  interpréter  k. 

On  a,  en  général,  pour  l'accélération  absolue  d'un  point  (,r,  y,  z) 
animé  d'un  mouvonient  relatif,  ..• 

^H  „  /    dz  dy\  d'x 

âx  \    dt  dt)  di^ 

,             ,            ^         dH  ^  /    dx  dz\  d-y 

ày  \    dt  ^  dt)  dt" 

ôll  ^  (    dy  dx\  d^z 

Appliquons  ces  formules  au  mouvement  absolu  du  point  I.  Puisque 
ID  est  la  tangente  aux  courhes  ly,  I„„  en  appelant  V  la  valeur  commune 
à  la  vitesse  relative  et  à  la  vitesse  absolue  (vitesse  propre)  du  centre 
instantané,  on  a,  dans  le  système  d'axes  adopté, 


£c  =  0,       y 


0,       .  =  H,      ^=V, 


dt""  '    dt~  ' 


en  même  temps  que  p  =  q  z=z  q'  ^=  0,  r  ==:  w.  On  a  alors 


d-x 


d^  y 


J«,i/  =  —  P'  i'^  H-  2o)  V  +    — ^  : 

,j  dt'- 

d'z 


^«--cTF»' 


d'un  autre  côté,  les  coordonnées  du  centre  instantané  I  sont  d'une  façon 
générale  égales  à 

x==:^-  R,      v/  =  1  R,       ;  =z=  !1  H, 

0)  0)  w 


où  (0  ==  +  k'p*  -+-  fi*  4-  »'■;  on  a  donc  eu  particulier 
dx       /p'       w'     \ 

_-—  (_-__j3)  R, 

dt         \(i)         ^      / 

dt~\0)  0)^V 


I    0) 


)"  (,)' 


r  ^- 


mais  de 
on  tire 
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Faisons  2^  =  q  =  0,il  viendra,  puisque  V  est  la  valeur  de  —  et 

dt 
que  7'  =  w, 

dt        lù 

dt''       Lw  w*  0)  "*"    0)»  J      ' 

w'  =  _25'  +  q^  +  r^ 

0)0)'  =  pp'  4-  qq'  4-  rr' 
0)'*  +  0)0)"  =zpp'  +  gg"  4-  rr"  +  p'*  +  g'*  4-  r'% 

et  en  faisant  p  =  q  —  0,  q'  =  0,  (ù  =^  r,  il  reste 

r'  =0)', 

o)"  =  r''4-— . 

0) 

en  sorte  que  l'on  a  simplement 

^"  :^  _  ^  R 
dt'  0)^      ' 

Les  expressions  de  Ja,x,  h,y,  h,z  deviennent  ainsi 

d^x 

J„,,=  -^-R. 

0)* 

Considérons  le  grand  cercle  normal  à  la  fois  aux  deux  roulettes  ly,  ï„, 
au  point  I,  et  menons  à  ce  cercle  la  tangente  ID'  parallèle  à  Oy,  il  y  a 
un  sens  de  parcours  sur  ce  cercle  qui  a  le  sens  de  ID',  nous  le  pren- 
drons pour  sens  direct.  Ce  grand  cercle  touche  en  des  points  Oy,  0„. 
les  développées  sphériques  des  courbes  I/,  I„.  Désignons  par  R^,  R,„ 
les  angles  100;-,  I00„,  décrits  dans  le  sens  direct  de  I  vers  Oj-et  de 
I  vers  0„. 

Les  coordonnées  de  Oy  seront 

0,       R  sin  Ry,      R  cos  Ry. 
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Or,   la  droite   OOy  est  normale  au  plan  oscillateur  en   I  à  I„ 
00,-  est  donc  rectangulaire  avec  J„  et  l'on  a,  en  conséquence, 

0  =:  O.J„,^  +   R  sin  l{j:l,.y  +  R  cos  RyJa,,, 


ou 


ou  encore 


P'     p'n\  dt      c°^o^-^- 

De  même,  comme  00„,  est  normale  au  plan  osculateur  à  I„„  elle  est 
rectangulaire  avec  l'accélération  relative,  on  a  donc 

ou  encore,  eu  égard  à  la  valeur  de  —  > 

^  =  cote:  R.,„ 


p"R  dt' 
d'où  par  soustraction 

1  (0«  1 


k       p'        tangR^.       tang  R„. 

formule  qui  complète  l'analogie  avec  le  cas  du  plan. 

On  en  conclut  sans  peine  la  propriété  suivante  du  centre  de  cour- 
bure sphérique  de  la  trajectoire  d'un  point. 

Soient  A  le  grand  cercle  mené  par  le  centre  instantané  I  et  le 
point  mobile  M,  A'  le  grand  cercle  mené  par  le  centre  instantané  I 
normalement  à  A,  les  grands  cercles  M0,„  et  jxOy,  où  [j,  est  le 
centre  de  courbure  cherché  se  coupent  en  H  sur  A' . 


Angles  d'EuIer. 

70.    Dans  certaines  questions,  il  est  nécessaire  de  savoir  repré* 
senter  analytiquement  au  moyen  du  nombre  minimum  de  variables 
le  mouvement  d'un  trièdre  mobile  par  rapport  à  un  trièdre  fixe  de 
même  sommet.  On  arrive  à  ce  but  en  employant  les  angles  d'Euîcr. 
Cinéniatique.  13 
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Soient  Uxijz  et  0,r^y^z^  les  deux  trièdres  trirectangles  mobile  et 
fixe  ;  coupons-les  par  une  sphère  ayant  son  centre  en  leur  sonrimet  com- 
Huin  0.  Désignons  par  x,  y,  z,  x^,  y^,  :^  les  traces  des  axes  Ox,  Oy, 
Uc,  OXj,0?/i,  0  Tj  sur  cette  sphère  et  par  N  un  des  deux  points  d'inter- 
section des  grands  cercles  xy 
et  x^y^.  Une  rotation  directe 
autour  de  Oz^  amènera  Ox^ 
sur  ON;  appelons  d^  l'ampli- 
tude de    cette    rotation.   Une 
autre  rotation  directe  autour 
de  0:  amènera  ON  sur  Orc, 
appelons  o  son  amplitude;  eu- 
lin  comme  ON  est  perpendi- 
Ficj.Ol.  culaire   au   plan   z^Oz,    une 

rotation  autour  de  ON  dans  le  sens  direct,  d'amplitude  G,  amènera 
Oïj  sur  Oz. 

Les  angles  0,  i,  -i  connus  permettront  de  trouver  la  position  du 
trièdre  Oxyz  par  rapport  au  trièdre  Oxit/iZi-  En  effet,  on  aura  ON 
par  une  rotation  directe  ti  de  Oxj  autour  de  Oz^■,  on  aura  Or  par 
une  rotation  directe  0  de  Oz^  autour  de  ON,  et  enfin  Oa;  par  une 
rotation   directe  ç-  de   ON   autour    de  Or;  en  ajoutant  ^  à  celle 

dernière  rotation  on  aura  0*/. 
I-Ni.iessious         Quand  le  trièdre  Oxyz  subit  un  déplacement  infiniment  petit,  les 
ilop,qf,  rcn     trois  angles  varient  infiniment  peu  et  l'on  peut  regarder  la  rotation 

tonctioncles      |     j^^^^jjjj^^    comme  résultant  des  troit^  rotations  qui  naissent  de  la 
angles  u  hulcr. 

variation  de  ces  angles.    Nous  aurons  donc,  pour  obtenir  la  rota- 

(/'{/  ,     ,, 

tion  instantanée,  à  composer  une  rotation  >l   =  —  autour  de  Or,; 

une  rotation  o'  =  -?  autour  de  Oz;  une  rotation  0'  =  -7-  autour  de 

dt  "f 

ON.  On  peut  représenter  ces  rotations  par  des  segments  portés  par 
leurs  axes  respectifs  ;  les  sommes  des  projections  de  ces  segments  sur 
Ox,  Oy,  Oz  seront  les  projections  p,  q,  r  de  la  rotation  instantanée. 
Nous  aurons  donc 

p  =  'V  cos  (z.x)  +  o'  cos  {zx)  -H  0'  cos  (N.x)^ 
qz=^6'  cos  {z^y)  -1-  0'  cos  {zij)  +  0'  cos  (Nj/), 
r  =  6'  cos  (t,?)  +  o'  cos  (se)  -l-  0'  cos  (Nr). 
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Observons  que 

ces  (zx)  =  CCS  (zy)  ==  ces  (Nz)  =  0,      eos  (zz)  =  1, 
ces  (Nx)  ==  CCS  ç,       ces  (Ni/)  =  ces  1  ç  +  -)  =  —  sin  ç, 
CCS  (zjZ)  =  cos  6, 

il  viendra 

p  r=  d/'  ces  (z^x)  +  6'  ces  «p, 
g  =  ?];'  CCS  (z,2/)  —  0'  sin  ^, 
)•  =  <h'  ces  G  4-  ?'. 

Nous  n'avons  à  calculer  que  les  deux  cosinus  cos  (z^x),  cos  {z^^J). 
Menons  les  grands  cercles  z^x  et  z^N,  le  triangle  sphérique  z^x'^ 
nous  donnera 

cos  (Zicc)  z=  cos  (ZiN).cos  (Na?)  +  sin  (j,N).sin  (Nx)  cos  {xNz^). 
Or  Zj  N  =  ^  j  il  reste  donc 

cos  (Zjaî)  =  +  sin  (^x)  cos  (a;Nzi); 
Mais 

iix  =  <f,      aîNji  =  -^_^y^Naî  =  ^  — 6, 
donc 

cos  (Zj ce)  =  4- sin  ç. sin  6. 

On  peut  observer  qu'on  passe  de  a?  à  ^  en  changeant  ç  en  ç  4-  -? 
on  a  donc 

cos  (Zj^)  = -t- cos  ç.sin  6, 
et  finalement 

p  =s^'  fiia  9  sin  0  +  0'  cos  ^^ 
^  =  «1^'  cos  ç  sin  ô  — ^  G'  sin  9, 
}♦  z=  (|*'  cos  6  +  ç'. 

es  cosinus         ^-*^"®  quelques  problèmes  on  peut  avoir  besoin  de  calculer  les  neuf 
Hrocieius.      cosirtus  directeurs  en  fonction  de  Oj  ç,  6.  La  méthode  suivie  pour 


Expressions 
lationnellcs 

des 
neuf  cosinus. 


t'ormiiios 

fl'Olinde 

lîoiJritiues. 
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cos  {z^x)  perniel  de  former  le  tableau  de  ces  neuf  cof^inus  : 

cos  (xx^)  =  cos  ç  cos  (i  —  sin  ç  sin  <^  cos  9, 
cos  (xyj)  =  cos  0  sin  ^  -\-  sin  ç  cos  à  cos  0, 
cos  {x  z^)  =  sin  ç  sin  6; 

cos  (yx^)  =  —  sin  0  cos  <!/  —  cos  9  sin  <\i  cos  6, 
cos  0/î/i)  =  —  sin  ç  sin  ({/  +  cos  ç  cos  ({^  cos  6, 
cos  {yz^)  =.  cos  ç  sin  0. 

cos  (z3C,)  =  sin  (i  sin  0, 
cos  (z  t/j)  =  —  cos  ^  sin  0, 
cos  (2  z,)  =  cos  G. 

Si,  dans  les  formules  précédentes,  on  exprime  les  lignes  trigono- 
métriques  des  arcs  <p,  4'»  0  en  fonctions  rationnelles  de  trois  para- 
mètres l,  m,  n  qui  seront  par  exemple  les  tangentes  des  moitiés  de 
ces  arcs,  on  obtiendra  pour  expression  des  neuf  cosinus  des  fonctions 
rationnelles  des  paramètres  l,  m,  n. 

On  arrive  à  des  expressions  rationnelles  plus  symétriques  en 
opérant  de  la  façon  suivante  : 


Posons 


(  =  sin  -  cos 


i'  =  cos  -  sni 


2 

(Il  -f-  © 


u  = 


sm  ^  sm 


IV  =  —  COS  ^cos 


on  constate  tout  d'abord  que  ces  fonctions  sont  liées  par  l'équation 

Unique 

f'  +  u-  +  V*  +  10'  ==1, 

on  trouve  ensuite  que  les  formules  précédentes  qui  fournissent  les 
neuf  cosinus  peuvent  s'écrire,  avec  ces  notations  : 

cos  (x,  cCi)  =  t'  —  u'  —  xr  -I-  tu*,     cos  (j/,  a",)  =  2  {t  u  +  v  w), 

cos  {x,  iJi)  ^  2  (<  u  —  fit'),  cos  (y,  y^)  =  —  t*  +  m*  —  v^  +  lo*, 

cos  (ce,  z^):='2{tv  -\-  ttit')j  cos  (y,  z^)  =  2  (vu  —  tw), 

cos  (c,  X^)  =  2  (iv  —  Mil'), 

cos'(z,  ?/,)  =  2(mv  +  tw')? 

cos  (c,  r,)  :=r  — ^  (' -^  «' +  r' 4- ty'. 
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Au  lieu  des  variables  0,  ç,  à  dont  t,  u,  v,  iv  sont  des  fonctions, 
introduisons  cinq  variables  homogènes  a,  \j.,  v,  p,  g  en  posant 

t  —  ~  —  ^         1  —  -  <  —  ?. . 

7  7  7  7 

J.es  variables  X,  ;/,  v,  p,  7  seront  liées  par  l'équation 

X'  +  [J.-  4-  V*  +  p' 


f*  +  n'  4-  t)'  +  H'' 


^2 


et  les  expressions  des  neuf  cosinus  deviennent,  en  y  remplaçant  7* 
par  sa  valeur  tirée  de  cette  dernière  équation 

',:-  —  u2  __  v^  +  p* 


-H  v'-'  + 


cos  (x,  x^)  =  — 

cos  (X,  y,)  =  ■«,,.,',> 

A     +1^.    -h  V     +  p 

2  (Xv  +  [j.p) 

cos  (X,  Z.)  =  — r ^ -> 

^   '    '^       X*  +  [j.*  +  V*  +  p" 
2(Xi7. +  vp) 
^^^^^>"->^X-+,.-  +  v-  +  p-^ 

^"^^^-^-^-^^V  +  ,'  +  v-  +  p'- 

2(:..v-Xp) 


cos  (î/,  2,) 


X'  4-  [j.*  4-  V*  -H  p' 


,        ,  2(Xv-!/.p) 

^^^^^-"'^="x-+,-.4-v-+p-^ 

,       ,  2(:j.v4-Xp) 

cos  {z,  y,)  =  /         > 

A    +  iJ.    4-  V    4-   p 

-X'-ix'4-v«4-p' 

cos    (z,    z.)  =   — r r V» 

^        *^  X'  4-  1^.*  4-  V*  4-  p* 

Ces  formules  où  X,  [jl,  v,  p  sont  des  quantités  arbitraires  qu 
n'interviennent  que  par  leurs  rapports,  portent  le  nom  d'Olinde 
Rodrigues.  Elles  se  prêtent  particulièrement  aux  recherches  de 
géométrie  algébrique  sur  le  mouvement  d'un  corps  solide.  C'est  ainsi, 
par  exemple,  que  M.  Darboux  en  a  déduit  divers  mouvements  très 
remarquables;  dans  certains  les  points  de  la  figure  décrivent  tous 
des  coniques  ;  dans  d'autres,  où  les  paramètres  indépendants  sont  au 
nombre  de  deux,  les  points  de  la  figure  décrivent  tous  des  surfaces 
de  Steiner. 
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CHAPITRE  IX 


Mouvement  continu  le  plus  général  d'un  corps  solide. 


71.  Les  chapitres  précédents  nous  ont  offert  deux  exemples 
particuliers,  mais  importants,  du  mouvement  d'un  corps  solide. 
Moins  important  au  point  de  vue  des  applications,  le  cas  g-énéral 
se  prête  à  une  étude  analogue  dont  nous  allons  tracer  les  traits 
essentiels. 

Dans  les  deux  cas  considérés  précédemment,  la  distribution  dosi 
vitesses  se  réduisait  à  une  simple  rotation;  cette  circonstance,  qui 
peut  se  présenter  dans  des  cas  plus  généraux,  entraine  pour  le  mou- 
vement continu  des  propriétés  particulières  qui  n'appartiennent  pas 
au  cas  général. 
Courbes  liées  Constatons  d'abord  qu'une  courbe  G  liée  à  la  figure  mobile  n'a  pas, 
à  la  en  général,  d'enveloppe  sur  la  surface  qu'elle  décrit.  Cherchons,  en 

iguremo),  e    ^jy^,    ^^^  courbe  G  qui  ait  une  enveloppe,  c'est-à-dire  qui,  à  chaque 
■t  qui  onl  une  '  ^  rf    '  i     /  i 

enveloppe.      instant,  touche  une  courbe  (G)  par  un  de  ses  points  P.  Ce  point  P  est 

mobile  à  la  fois  sur  la  courbe  G  et  sur  l'enveloppe  (C);  la  première 

courbe  est  sa  trajectoire  relative,  la  seconde  est  sa  trajectoire  absolue. 

Puisque  ces  deux  courbes  so  touchent,  par  hypothèse,  au  point  P,  il 

faut  que  la  vitesse  absolue  ot  la  vitesse  relative  de  P  soient  portées 

par  une  même  droite,  tangente  commune  à  ces  deux  courbes.  La 

vitesse  d'entraînement  du  point  P  est  donc  elle  aussi  portée  par  cette 

tangente  et,  par  suite,  on  exprimera  le  contact  des  courbes  G  et  (G) 

en  écrivant  que  la  vitesse  relative  de  P  est  portée  par  la  même  droite 

que  la  vitesse  d'entraînement.  Nous  aurons  ainsi,  X  désignant  un 
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coefficient  de  proportionnalité, 
dx 


(1) 


dy       ,    . 

--^=  K(-q  +  rx  —  pz), 

dz 

■^  =XCÇ  +  py  —  qx), 


où  X,  y,  z  sont  les  coordonnées  relatives  du  point  P.  On  peut  recon- 
naître par  ces  équations  que  la  courbe  C  ne  saurait  être  prise 
arbitraire. 

On  tire,  en  effet,  de  ces  équations 


dx 
dz 


^  +  g-  —  ry 

'C  +  py  —  qx 


dy -fi  +  rx  —  pz 

dz  ~'Ç  -h  py  —  qx' 


et  comme  p,  q,  r,  ^,  r„  ^  sont  des  fonctions  connues  du  temps,  en 
éliminant  t  entre  ces  deux  équations  il  en  résultera  une  équation 


_  /  dx    dy\ 


que  devra  vérifier  la  courbe  G. 

Si  l'on  veut  avoir  les  courbes  C  qui  ont  une  enveloppe,  il  est  préfé- 
rable de  conserver  les  équations  (1),  où  X  désigne  une  fonction  arbi- 
traire du  temps.  Si  l'on  sait  trouver  toutes  les  fonctions  x,  y,  z,  X  qui 
vérifient  ces  équations,  on  sait  trouver  toutes  les  courbes  C  qui,  liées 
à  la  figure  mobile,  offrent  la  propriété  d'avoir  une  enveloppe. 

Je  vais  prouver  que  le  problème  peut  être  ramené  aux  quadratures. 

Il  me  suffira  d'appliquer  à  ce  problème  une  méthode  d'intégration 

due  à  M.  Darboux,  et  qui  ramène  à  une  équation  de  Riccati  la 

courbes  douées   recherche  du  mouvement  continu  quand  les  rotations  sont  données. 

deiiv<loppe.         Observons  d'abord  que  si  l'on  considère  le  système  d'équations 

différentielles 

dx 

=  X(qz  ~ry), 


On  îrouve  par 

des 

quadratures 

toutes  les 


(2) 


dt 

dy     .  . 

dz       ,   .  ^ 

—  =  K(py—  qx). 
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la  variation  des  constantes  arbitraires  permettra  de  déduire  par 
quadratures  des  intégrales  du  système  (2)  les  intégrales  du  système  (1). 
Le  système  (2)  n'est  autre,  en  effet,  que  le  système  (1)  privé  des 
termes  X^,  ay;,  XJ^. 

Cherchons  donc  à  intégrer  le  système  (2). 

Pour  intégrer  le  système  de  la  forme 

=  ry  —  qz, 

(2)'  {   ^^=pz-rx, 

-qx—py, 

M.  Darboux  observe  que  pour  tout  système  x,  y,  z  de  solutions  on  a 

X-  +  y^  +  z^  =  const., 

ce  que  nous  avons  du  reste  déjà  vu  au  n»  40  (page  122).  La  constante 
n'est  pas  nulle  en  général,  et  en  multipliant  x,  y,  z  par  un  même 
nombre  constant  on  peut  réduire  à  1  cette  constante. 
Nous  aurons  alors 

x^  +  y^  +  s'-  =  i, 

ce  qui  nous  permet  de  poser,  u,  v  étant  deux  variables  indépen- 
dantes, 
,^.  1  —  iiv  .i  +  uv  u  +  V 

{.S)  X  =:  >        y  =  1  '        Z  =  > 

Il  —  i'  n  —  V  u  —  V 

et  nous  trouverons,  en  remplaçant  x,  y,  z  par  leurs  valeurs  dans  les 
équations  (2)',  que  u,  v  doivent  vérifier  une  même  équation  de 
Riccati,  à  savoir  (Darboux,  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces, 
t.  I,  p.  22)  : 

/,\  ^^  .  q  —  ip        q  +  ip    , 

Les  équations  (2)'  sont  les  équations  (3)  du  n»  40  (page  121).  On 
voit  donc  comment  le  passage  des  rotations  au  mouvement  continu 
se  fait  par  une  équation  de  Riccati. 

Appliquons  ceci  au  système  (2)  qui  ne  diffère  de  (2)'  que  par  le 
changement  de  p,  q,  r  en  —  Xp,  —  X^,  —  Xr.  Au  moyen  du  même 


[ÏÏÏÏIVBU! 
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raisonnement  nous  verrons  qu'on  peut  exprimer  x,  y,  z  en  fonction 
de  deux  paramètres  it,  v  par  les  formules  (3)  et  que  u^  v  doivent 
vérifier  l'équation  de  Riccati. 

^•^)        ^  =  -S^^-^'->^— '-^^>" 

Mais  puisque  A  est  une  fonction  arbitraire  de  /,  on  pourra  choisir  a 
de  manière  à  connaître  a  priori  une  intégrale  de  l'équation  de  Riccati. 
Dès  lors  on  obtiendra  par  quadratures  l'intégrale  générale  de  cette 
équation.  On  aura  ainsi  par  quadratures  la  solution  générale  du 
système  (2)  et  par  trois  autres  quadratures  la  solution  générale  du 
système  (1). 

Ainsi,  malgré  que  le  problème  du  mouvement  fini,  quand  on 
donne  les  rotations,  dépende  d'une  équation  de  Riccati  irréductible, 
toutefois  on  peut  déterminer  par  quadratures  les  courbes  liées  au 
corps  qui  ont  une  enveloppe.  Ces  enveloppes  constituent  inversement 
les  courbes  de  l'espace  fixe  qui,  dans  le  mouvement  inverse,  ont  une 
enveloppe. 

Si,  au  lieu  de  procéder  comme  nous  l'avons  fait,  nous  nous  étions 
donné  a  priori  la  fonction  X,  nous  serions  tombé  sur  une  équation 
de  Riccati  (5),  dans  laquelle  on  ne  connaît  aucune  solution  et,  par 
conséquent  irréductible.  C'est  ainsi  que  si  l'on  cherche  les  courbes 
de  la  figure  mobile  qui  passent  par  des  points  fixes,  on  doit  prendre 
A  =  —  1.  Le  système  (1)  devient  alors  celui  dont  dépend  le  passage 
des  rotations  au  mouvement  fini  et  l'équation  de  Riccati  est  alors  exac- 
tement l'équation  (4)  de  M.  Darboux. 
En  général  On  observera  que  si  une  courbe  G  de  la  figure  mobile  touche  une 

\'  y  ^  courbe  fixe  (G),  la  vitesse  absolue  et  la  vitesse  relative  ont  une  diffé- 

"^  "    rence  égale  à  la  vitesse  d'entraînement  du  point  P.  Gette  vitesse 

n'est  jamais  nulle,  sauf  toutefois  le  cas  intéressant  où  le  mouvement 
hélicoïdal  tangent  se  réduirait  à  une  simple  rotation  et  où  le  point  P 
serait  constamment  sur  l'axe  autour  duquel  elle  s'effectue.  Donc  la 
courbe  G,  tout  en  restant  tangente  à  son  enveloppe  (G),  qlisse  en 
général  sur  elle. 

Viration  72.  On  ne  doit  donc  pas  espérer  de  réaliser  le  mouvement  continu 

des  surfaces     Je  pj^g  trénéral  d'un  coi'ps  solide  au   moyen  d'un   roulement  sans 

"      *        glissement,  comme  nous  l'avons  vu  dans  les  deux  cas  déjà  étudiés. 

Appelons  A,^la  surface  lieu  de  l'axe  du  mouvement  hélicoïdal  dans 
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l'espace  fixe  et  A,„  la  surface  lieu  du  même  axe  dans  la  figure  mobile. 
A  chaque  instant  A„j  et  A/  ont  en  commun  une  génération  A  qui  est, 
à  cet  instant,  l'axe  du  mouvement  hélicoïdal.  On  va  montrer  que  ces 
deux  surfaces  réglées  se  raccordent  à  chaque  mstant  suivant  cette 
droite. 

Prenons,  en  effet,  un  point  M  sur  la  droite  A  et  observons  que  la 
Irajectoire  absolue  de  M  est  une  courbe  tracée  sur  A„  tandis  que  sa 
trajectoire  relative  est  tracée  sur  A„j.  Le  plan  mené  par  A  et  par  la 
vitesse  relative  V,.  est  tangent  en  M  à  A„,;  le  plan  mené  par  A  et  la 
vitesse  absolue  V„  est  tangent  en  M  à  A/.  Or,  la  différence  géom»> 
trique  V„  —  V,.  =  V^  représente  la  vitesse  d'entraînement,  laquelle 
est  ici  portée  par  A  puisque  le  point  M  est  sur  l'axe  du  mouvement 
hélicoïdal.  Donc  V„,  V,.,  V^  étant  dans  un  même  plan,  il  en  est  de 
même  de  V„,  V,.  et  A.  Les  deux  plans  tangents  ci-dessus  définis  coïn- 
cident donc.  Les  surfaces  A,„,  A,>  admettent  ainsi  le  même  plan  tan- 
gent en  chaque  point  de  leur  génératrice  commune  A. 

On  peut  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Dans  le  mouvement  le  plus  général  d'une  figure  invariable  il 
y  a  toujours  une  surface  réglée  S,^  qui  se  raccorde  à  chaque  ins- 
tant avec  une  surface  réglée  A/  suivant  une  génératrice  recti- 
ligne  A,  qui  se  trouve  être  Vaxe  du  mouvement  hélicoïdal  tangent. 

Reuleaux,  dans  son  édition  française  de  sa  Cinématique,  désigne 
par  le  mot  de  viratïon  le  roulement  particulier  de  A,,,  sur  A^. 

Si  l'on  se  reporte  à  la  démonstration  précédente,  on  voit  que 
jamais  aucune  courbe  tracée  sur  A,„  ne  restera  tangente  à  une  courbe. 
Cette  seconde  courbe  devrait  être,  en  effet,  tracée  sur  A/  et  alors,  en 
regardant  la  courbe  tracée  sur  A„j  comme  la  trajectoire  relative  du 
point  M  où  elle  est  coupée  par  la  génératrice  A,  on  voit  que  les 
vitesses  V„,  V^  devraient  être  portées  par  une  même  droite.  Or,  la 
différence  géométrique  V„  —  V^  est  égale  à  la  vitesse  d'entraînement, 
qui  est  le  glissement  hu)  suivant  l'axe  A.  Donc  les  vitesses  V„  et  V^  ne 
pourront  être  portées  par  une  même  droite  que  dans  deux  cas  :  \^  si 
Vg  est  nul,  ce  qui  exige  h  =:  0,  et  alors  le  mouvement  hélicoïdal  tan- 
gent se  réduit  à  une  rotation;  2"  si  V„  est  dirigée  suivant  A,  auquel 
cas  V^  est  aussi  dirigé  suivant  A,  alors  A^  et  1„^  sont  deux  développa- 
bles  dont  les  arêtes  sont  constamment  en  contact. 

Nous  allons  étudier  ces  divers  cas. 
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Cas  où  il  existe  à  chaque  instant  une  rotation 
tangente. 

73.  Supposons  d'abord  le  cas  où  le  mouvement  hélicoïdal  tangent 
se  réduit  à  une  simple  rotation.  On  en  sera  averti  par  ce  fait  que 
l'expression 

p^  +  qr,  +  r^  =  0 

sera  nulle  sans  que  p,  q,  r  le  soient;  si  p,  q,  r  étaient  nuls  constam- 
ment nous  aurions  à  chaque  instant  une  translation  tangente  et  (p.  31) 
le  mouvement  se  réduirait  à  une  translation  continue. 
Applicabilité         Dans  le  cas  d'une  rotation  tangente,  tous  les  points  de  l'axe  instan- 
des  surfaces     tané  A  ont  alors  une  vitesse  d'entraînement  nulle;  je  vais  montrer 
si  le  glissement  ^"^  ^^*  surfaces  A/,  A„,,  qui  se  raccordait  suiva^it  cet  axe  A,  sont 
est  nul.        en  outre  applicables  l'une  sur  Vautre. 

En  effet,  reprenons  un  point  M  mobile  sur  l'axe  A,  soient  G„  sa 
trajectoire  sur  A;„  et  G/ sa  trajectoire  sur  Ay;  nous  avions  trouvé  précé- 
demment V^  =  V^  +  V^;  puisque  V^  est  ici  nul,  on  a  simplement 

V^  =  Y  . 

Il  en  résulte  que  la  courbe  G^  roule  sans  glisser  sur  la  courbe  Gy. 
Comme  on  peut  régler  le  mouvement  de  M  sur  A  de  sorte  que  G„  soit 
une  courbe  quelconque  de  A^,  on  voit  que  dans  le  mouvement  toute 
courbe  C^  tracée  sur  A;„  roule  sans  glissement  sur  une  courbe  corres- 
pondante tracée  sur  A/. 

Au  cours  du  mouvement  tout  point  P  de  A,„  vient  s'appliquer  sur 
un  certain  point  Q  de  Ay;  en  sorte  que,  par  suite  de  ce  mouvement, 
une  correspondance  se  trouve  établie  entre  les  points  P  de  A,„  et  les 
points  Q  de  A/.  Quand  P  décrit  G,„  sur  A„„  Q  décrit  G,-  sur  A/;  or, 
d'après  la  propriété  du  roulement  sans  glissement  des  courbes  C„,  et 
G/,  un  arc  de  G,  se  trouve  être  égal  à  son  homologue.  La  correspon- 
dance ponctuelle  entre  les  surfaces  est  donc  de  telle  nature  que  les 
longueurs  des  arcs  homologues  sont  égales  ;  il  en  résulte  que  les  deux 
surfaces  réglées  sont  applicables  l'une  sur  l'autre  et  la  correspon- 
dance considérée  réalise  cette  application. 
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La  détbrmalion  des  surfaces  réglées  sans  altération  des  arcs  est 
ainsi  rattachée  à  la  question  du  mouvement  d'un  corps  solide.  En 
sorte  que  le  problème  de  la  déformation  des  surfaces  réglées  coïncide 
avec  le  suivant  : 

Une  surface  réglée  A,„  étant  donnée,  trouver  tous  les  mouve- 
7nents  dans  lesquels  cette  surface  vire  sans  glisser  sur  une  autre 
surface  réglée  A/. 

Le  problème  se  ramène  aux  quadratures. 

Soient,  en  effet,  a,  h,  c,  Z,  m,  n  les  cosinus  directeurs  et  les  moments 
d'une  génératrice  A  de  A„,  cosinus  et  moments  pris  par  rapport  à  un 
trièdre  lié  invariablement  à  la  surface  A„,.  On  peut  regarder  ces  six 
coordonnées  comme  des  fonctions  connues  du  temps  t.  Désignons  par 
P)  ?>  »'>  ?j  "O?  ^  'es  coordonnées  de  la  rotation  instantanée.  Celte  rota- 
tion ayant  lieu  autour  de  A„,  on  doit  avoir 

|)=:a.o),       q=:b.(à,      r:;^c.6), 

^=:l.ix),  Y]=W.(i),      Ç=:n.w, 

et  0)  est  l'amplitude  de  la  vitesse  angulaire,  laquelle  est  une  fonction 
inconnue  du  temps.  Pour  résoudre  le  problème  dans  toute  sa  géné- 
ralité il  suffira,  pour  chaque  détermination  de  w,  de  chercher  à  passer 
des  rotations  au  mouvement  fini,  question  qui  est  équivalente  à  l'inté- 
gration des  équations 

dx 


F-  y;  4-  rx  —  jjz  =0, 


dy 
dt 
d'. 


Or,  ici,  ces  équations  s'écrivent 
dx 


qx  =0. 


(6) 


^^  +  lù  (l  +  hz  —  cy)  =  0, 

dy  .  X       ^ 

-r-  +  {i)(»i  +  ex  —  az)  =:  0, 
dt  ' 

dz 


-jr  +  iù  (n  +  a  y  —  hx)  =  0. 
Nous  tombons  donc  sur  des  équations  qui  ont  la  forme  des  équd- 
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lions  (1)  du  11°  71.  Nous  avons  vu  comment  on  pourra  profiler  de 
la  fonclion  arbitraire  w  pour  ramener  le  problème  à  des  quadra- 
tures. 

Les  équations  (6)  ont,  du  reste,  une  signification  intéressante. 

Supposons  qu'on  ait  pris  pour  w  une  certaine  fonction  w^,  en  sorte 
que  le  système  des  rotations  p,  q,  r,  ^,  t„i^  est  défini.  Si  l'on  veut 
les  courbes  liées  à  A,„  qui,  dans  le  mouvement  ainsi  défini,  ont  use 
enveloppe,  il  faudra  former  les  équations  (1)  du  n»  71  relatives  à  ce 
problème,  c'est-à-dire 

doc 

—  =  Xwo  (l  +hz  —  cy), 

(1)  {  —j  =  AWo(m  +  ex—  az),    ■ 

dz 

-~  =  Xwo  (n  +  ay  —  hx). 

Mais  comme  X  est  une  fonction  arbitraire,  de  même  que  o)  l'est 

dans  les  équations  (6),  on  voit  que  les  équations  (7)  ne  diffèrent  pas 

des  équations  (G). 

Remarque  sur       On  en  peut  conclure  ce  fait  curieux  que  quelle  que  soit  la  surface  A, 

sur  laquelle  A„,  vire  sans  glisser,  les  courbes  liées  à  l^qui  ont  une 


les  courbes  à 


enveloppes 
lires  à  la       enveloppe  sont  toujours  les  mêmes. 

suiface  Am.  Cette  remarque  pourrait  avoir  des  applications  industrielles.  Sup- 

posons, en  elFet,  qu'on  ait  construit  un  équipage  des  courbes  C  liées 
invariablement  à  A„,.  Le  même  équipage  pourra  servir  à  rouler  en 
glissant  et  à  guider  ainsi  le  roulement  sans  glissement  de  A,„  sur 
plusieurs  autres  surfaces  A/,  A^,  munies  chacune  d'équipages  corres- 
pondants. On  évitera  ainsi  de  munir  A^  d'un  équipage  spécial  pour  son 
roulement  sur  A/,  d'un  autre  équipage  spécial  pour  son  roulement 
sur  a;.... 

Le  fait  de  la  réduction  aux  quadratures  du  problème  que  l'on  vient 
de  résoudre  est  en  concordance  avec  cet  autre  que  la  détermina- 
tion des  surfaces  réglées  applicables  sur  une  surface  réglée  donnée 
contient  une  fonction  arbitraire  et  se  résoud  par  quadratures.  (Voir 
DarbolLx,  Leçons,  t.  III,  p.  297.) 
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Roulement  des  développables  et  des  courbes 
gauches. 

Cas  où  Aw,  Sf       74.    Il  peut  arriver  que  les  surfaces  réglées  A,„,  Ay  soient  toutes 

sont  dfs        développables.  La  propriété  du  raccordement  démontrée  dans  le  cas 

général  prouve  que  l'une  n'est  jamais  seule  développable  sans  l'autre; 

car  si  le  plan  tangent  est  le  môme  tout  le  long  de  A  pour  l'une,  il  doit 

en  être  de  même  pour  l'autre. 

La  condition  pour  que  A,,,  soit  développable  est  aisée  à  trouver.  Les 
coordonnées  de  l'axo  A  sont  proportionnelles  à 

la  condition  chercbée  s'écrit 

d^J.d  {q  —  7ij>)  -h  dq.d  (r,  —  Jiq)  +  dr  d  (Ç,  —  hr)  =:  0. 

Mais  nous  ne  l'utiliserons  pas. 

Appelons  A,,,  l'arête  de  rebroussement  de  A,„,  A,  celle  de  Ay,  ces 
arêtes  pouvant  du  reste  se  réduire  à  des  points  si  les  développables 
sont  des  cônes.  Soient  A  le  point  où  l'axe  A  du  mouvement  hélicoïdal 
touche  A,„,  V„,  V,.,  V^  les  vitesses  absolue,  relative  et  d'entraînement 
de  A. 

La  vitesse  relative  V,.  et  la  vitesse  d'entraînement  V^  du  point  A 
sont  toutes  deux  portées  par  l'axe  A  ;  il  en  est  donc  de  même  de  la 
vitesse  absolue  V„.  Il  en  résulte  que  la  trajectoire  absolue  du  point  A 
est  une  courbe  à  laquelle  A  est  tangente,  cette  trajectoire  est  donc 
l'arête  de  rebroussement  A.,- de  A/.  Ainsi  dans  le  mouvement  la  courbe 
A,„  reste  tangente  à  Ay  et  a  constamment  avec  elle  le  même  plan 
osculateur. 

Cependant  on  ne  peut  dire  que  A,,,  roule  sans  glissement  sur  Ay,  car 
la  vitesse  d'entraînement  V„  du  point  A  n'est  point  nulle.  Le  glisse-^ 
nient  ne  cessera  d'exister  que  si  V^  est  nulle,  c'est-à-dire,  puisque 
V(,  est  égale  à  la  translation  suivant  l'axe,  que  le  contact  des  courbes 
A„^,  Ay  ne  se  produira  sa)is  glissement  que  dans  le  cas  déjà 
étudié  où  il  y  a  à  chaque  instant  une  rotatio7i  tangente. 
Cas  des  cùnes.       Observons  encore  que  si  A„,  est  un  cône,  la  vitesse  relative  du 


W8  LEÇONS   DE   CINÉMATIQUE. 

point  A  est  nulle,  la  vitesse  absolue  du  point  A  est  égale  à  sa  vitesse 
d'entraînement,  et  dans  le  mouvement  le  cône  roule  sur  la  dévelop- 
pable  A/  pendant  que  son  sommet  décrit  la  courbe  Ay. 

Inversement,  si  A/  est  un  cône,  la  vitesse  absolue  de  A  est  nulle, 
la  vitesse  relative  de  A  est  égale  et  opposée  à  sa  vitesse  d'entraîne- 
ment; elle  est  encore  dirigée  suivant  l'axe  A.  Pendant  le  mouvement, 
la  développable  A„,  roule  sur  le  cône  A,-,  tandis  que  l'arête  A,„  passe 
constamment  par  le  sommet  fixe  du  cône  A/. 

Si  l'une  des  deux  surfaces  Ay,  A,„  est  un  cône  et  si,  en  même 
temps,  on  se  trouve  dans  le  cas  où  le  mouvement  hélicoïdal  se  réduit 
constamment  à  une  simple  rotation,  on  voit  que  la  seconde  surface 
doit  être  également  un  cône'.  En  effet,  de  la  relation  V„  =  V^  +  V^ 
on  tire,  puisque  V^  =  0,  la  relation  V„  =  V,..  La  vitesse  absolue  et 
la  vitesse  relative  du  point  A  sont  donc  nulles  en  même  temps. 
RouL'iïioi.t  Revenons  au  cas  général  où  les  surfaces  A/,  A„,  ne  sont  pas  des 

des  cou  Les.  cônes,  mais  bien  des  développables.  Les  arêtes  Ay,  A,„  de  ces  dévelop- 
pables  ont  à  chaque  instant  le  même  trièdre  T  formé  par  la  tangente, 
la  normale  principale  et  la  bi-normale.  Seulement,  la  normale  princi- 
pale n'est  pas  forcément  dirigée  vers  le  centre  de  courbure,  en  sorte 
que  le  rayon  de  courbure  aura,  comme  le  rayon  de  torsion,  un  signe. 
Nous  avons  vu  à  la  page  124  que  si  l'on  suppose  une  courbe 
parcourue  avec  une  vitesse  égale  à  l'unité,  les  rotations  du  trièdre 
entraîné  par  la  courbe  ont  pour  coordonnées 

1,   0,   0,    -|,     0,     i; 

si  l'on  suppose  que  la  courbe  soit  parcourue  avec  la  vitesse  V,  il 
suffit  évidemment  de  multiplier  par  V  toutes  ces  quantités  pour 
obtenir  les  véritables  valeurs  des  coordonnées  du  système  des 
rotations. 

Prenons  donc  le  trièdre  T,  qui  est,  comme  nous  l'avons  dit,  com- 
mun aux  deux  courbes  Ay,  A,„. 

Appelons  V„  la  vitesse  absolue  du  point  A,  c'est-à-dire  sa  vitesse 
sur  la  courbe  Ay,  R^,  T„  les  rayons  de  courbure  de  cette  courbe,  les 
rotations  du  trièdre  T  dans  son  mouvement  par  rapport  à  Ayont  pour 
coordonnées 
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De  même,  dans  le  mouvement  par  rapport  à  A„„  les  coordonnées 
des  rotations  du  même  trièdre  T  seront 

V  V 

V„    0,    0,    --f,    0,      -^, 

où  V,,  est  la  vitesse  relative  de  A,  c'est-à-dire  sa  vitesse  sur  A^,  et  R„„ 
T„,  les  rayons  de  courbure  de  A„,  (*). 

Dès  lors,  dans  le  mouvement  de  A,„  par  rapport  à  Ay,  la  vitesse 
d'entraînement  d'un  point  M  lié  à  A„,  et  dont  x,  y,  z  sont  les  coor- 
données relatives  au  trièdre  T,  aura  pour  projections  sur  les  axes  de 
ce  trièdre  (no  42,  p.  128). 

/V.      VA 

«•  =  -(T>-d''- 

Ces  formules  conviendraient  au  cas  général  où  A,„  roulerait  en 
glissant  sur  Ay  et  en  ayant  constamment  avec  Ay  le  même  plan  oscu- 
lateur.  Mais,  dans. le  cas  actuel,  Ox  est  l'axe  du  mouvement  héli- 
coïdal; tous  les  points  de  Ox  ont  la  même  vitesse,  ce  qui  exige  que 

l'on  ait 

V        V 

et  il  reste  alors  simplement 

/V        V  \  /V        V  \ 

(9).,  =  V.-V.,      ..  =  (^-^)z,      „.  =  _(^_ç^jy. 

La  relation  (8)  exprime  le  fait  suivant  : 

Soient  o},  a„^  les  arcs  des  courbes  indicatrices  sphériques  des  tan- 
gentes des  courbes  Ay,  A„t  et  Sj-,  s,,^  les  arcs  de  ces  courbes  elles-mêmes, 
comptés  dans  le  sens  du  mouvement  du  point  A,  on  a 

V„       dSf     daf       d7f        V,.        c?(t„, 
J\^~"dt  '  dij-~  'dt'      R^,  """dT' 


l'équation  (8)  s'écrit  donc 


d  J'y  d  ff„ 


0  Page  208,  remplacer  R»  et  Ta  par  R/et  T/. 
Cinématique.  'li 
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OU  oy=  !7,„,  en  comptant  les  arcs  à  partir  de  points  correspondants. 
Or,  appelons  Tf  le  cône  directeur  des  tangentes  de  A^;  soit  S  le 
sommet  de  ce  cône  et  construisons  à  chaque  instant  le  cône  direc- 
teur r„  des  tangentes  de  A„„  ayant  lui  aussi  S  pour  sommet;  les 
diverses  positions  de  T,n  s'obtiendront  en  faisant  rouler  ce  cône  sur  le 
cône  Tf,  et  l'équation  précédente  exprime  que  ce  roulerne7it  a  lieu 
sans  glissemoit. 

Ainsi,  lorsque  deux  développables  roulent  l'une  sur  l'autre  en  se 

touchant  constamment  suivant  une  génératrice  qui  est  à  chaque 

instant  l'axe  du  mouvement  hélicoïdal,  les   cônes  directeurs  de 

ces  développables  roulent  l'un  sur  l'autre  sans  glissement. 

Cas  où  les  Supposons  en  outre  que  le  mouvement  hélicoïdal  se  réduise  à  une 

développables    gji^pie  rotation,  le  glissement  suivant  l'axe  étant  nul,  on  a  V^  =  V^ 

roulent  -.t       ,       , 

sans  glisser.     =  v  et  les  deux  courbes  Ay,  A„,  roulent  1  une  sur  1  autre  sans  ghsser. 

Dans  ce  cas  l'équation  (8)  nous  donne 

en  sorte  que  les  deux  courbes  ont  même  courbure  aux  points  qui 
viennent  en  contact.  Les  formules  (9)  deviennent  alors 


,  =  0,     ^v  =  v(^^-y.,     v_  =  -v(i_^) 


y- 


Ce  dernier  mouvement  des  courbes  Ay,  A,„  est  remarquable  à  cause 
de  cette  circonstance  que,  dans  cette  sorte  de  roulement  sans 
glissement  de  A,„  sur  A/,  l'axe  instantané  de  rotation  est  justement 
la  tangente  commune  aux  deux  courbes,  tandis  que  dans  les 
roulements  que  nous  avions  jusqu'ici  considérés  l'axe  instantané 
était  normal  aux  deux  courbes  roulantes. 


Roulement  général  des  surfaces  réglées. 


75.    Il  est  bon  d'indiquer  ici  quel    rôle    particulier  jouent   les 

surfaces  A,„,  A/  et  en  quoi  leur  viration  se  distingue  du  roulement 

ordinaire  avec  glissement. 

tarac  e.e  js^ous  arriverons  à  cette  conclusion  que  dans  la  viration  le  glisse- 

distinctif  ^  _ 

de  la  viration,   ment  a  toujours  lieu  suivant  la  génératrice  de  contact,  tandis  que 
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dans  le  roulement  ordinaire  il  y  a  toujours  un  glissement  oblique  à  la 
génératrice  de  contact. 

Examinons  donc  dans  quelles  conditions  une  surface  réglée  roulera 
sur  une  autre  surface  réglée. 

Rappelons  que  pour  avoir  les  points  où  une  surface  S  mobile 
touche  son  enveloppe,  il  faut  chercher  sur  S  le  lieu  des  points  dont 
les  normales  sont  des  axes  de  moment  nul.  So'it  G  une  génératrice 
recliligne  de  la  surface  S  supposée  réglée;  pour  que  G  fasse  partie  de 
la  courbe  de  contact  de  S  avec  son  enveloppe,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
normales  à  S  tout  du  long  de  G  soient  des  axes  de  moment  nul.  Ces 
normales  forment  un  paraboloïde  et  la  droite  G',  conjuguée  de  G,  doit 
être  une  génératrice  de  ce  paraboloïde  de  même  système  que  G.  Telle 
est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  surface  réglée  S 
se  raccorde  constamment  avec  une  surface  réglée  (S). 

On  peut  donner  à  cette  condition  une  autre  forme.  Soient  M  un  point 
de  la  génératrice  G  et  N  la  trace  sur  G'  du  plan  normal  en  M  à  la 
droite  G;  MN  est  la  normale  en  M  à  la  surface  S. 

Le  plan  mené  par  G  et  par  N  est  normal  en  M  à  la  surface.  Le  plan 
central  est  le  plan  qui  est  normal  en  un  point  situé  à  l'infini  ;  or,  si 
M  s'éloigne  à  l'infini,  il  en  est  de  même  de  N,  donc  le  plan  central  est 
le  plan  mené  par  G  parallèlement  à  G'. 

Le  point  central  est  le  point  où  le  plan  central  est  tangent;  on 
obtiendra  ce  point  en  cherchant  sur  G  un  point  dont  la  normale  soit 
perpendiculaire  au  plan  en  question.  On  trouve  ainsi  le  point  0, 
pied  de  la  perpendiculaire  commune  aux  droites  G  et  G'. 

Mais  rappelons-nous  que  deux  droites  conjuguées  G,  G'  ont  même 
perpendiculaire  commune  avec  l'axe  A  du  mouvement  hélicoïdal 
(flo  16,  p.  47).  Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Lorsqu'une  surface  réglée  S  roule  en  glissant  sur  une  autre 
surface  réglée  quelle  touche  en  tous  les  points  d'une  génératrice 
rectiligne  G,  le  plan  central  est  le  flan  mené  par  G  parallèlement 
à  l'axe  A  du  mouvement  hélicoïdal  et  le  point  central  est  le,  pied 
de  la  perpendiculaire  commune  à  G  et  à  cet  axe  A. 

A  côté  de  cette  propriété  il  en  est  une  autre  qui  la  complète  et  qu^ 
a  trait  à  la  valeur  du  paramètre  de  distribution.  Soient  0'  le  pied 
sur  G'  de  la  perpendiculaire  commune  à  G,  G'  et  A  le  point  où  cette 
perpendiculaire  coupe  A  à  angle  droit. 
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Appelons  N'  la  projection  du  point  N  sur  le  plan  normal  à  G 
mené  par  0,  0  l'anj^le  du  plan  mené  par  G  et  N  avec  le  plan  mené 
par  G  et  0'  ;  cet  angle  6  est  celui  du  plan  tangent  en  M  avec  le  plan 

central.  Le  triangle  00' N'  donne 

O'N' =00'.tange. 

Appelons  a  l'angle  de  G  et  de  G'  ;  le 
triangle  NO'N'  donne 

N'N  =  0'N'.cotga, 

ou,  d'après  la  formule  précédente, 

N'N  —  00'  cotg  a.tange; 

comme  N'N  est  égal  à  OM,  on  voit  que 

/c  =  00'. cotg  a 


Fig.  62. 


est  le  paramètre  de  distribution. 

Soient  9,  9'  les  angles  de  G,  G'  avec  \;  x,  x'  les  distances  AO, 
AO'  ;^  ou  a  trouvé  (p.  50) 


d'autre  part 


X  tang  9'  =1  x'  tang  9  =  —  h, 


00'  =x'  —  x. 


En  remplaçant  dans  l'expression  de  k  et  exprimant  9' ,  x'  en  fonction 
X,  9,  h,  on  trouve 

k  =1  x  cotg  9  —  h, 

formule  qui  ne  met  en  jeu  que  la  plus  courte  distance  x  entre  G  et  A, 
la  tangente  de  l'angle  de  ces  deux  droites  et  le  pas  du  mouvement 
hélicoïdal. 

Le  raisonnement  inverse  de  celui  qui  a  été  fait  montrera  aisément 
que,  réciproquement,  si  ces  trois  conditions  sont  à  chaque  instant 
remplies  pour  une  génératrice  G  de  la  surface  réglée  S,  cette  généra- 
trice fait  partie  de  la  courbe  de  contact  de  S  avec  son  enveloppe,  en 
sorte  que  S  roule  sur  une  surface  réglée.  Mais  ce  mouvement  est 
compliqué  d'un  glissement  oblique  à  la  génératrice  G,  car^si  l'on 
prend  un  point  M  sur  G,  la  différence  géométrique  V„  —  V^  =  V^ 
de  la  vitesse  absolue  et  de  la  vitesse  relative  de  G  est  égale  à  la  vitesse 
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d'entraînement  de  M.  Si  cette  vitesse  d'entraînement  avait  la  direc- 
tion de  G  pour  tout  point  M  de  G,  il  faudrait  que  G  fût  l'axe  du  mou- 
vement hélicoïdal  et  nos  surfaces  réglées  seraient  les  surfaces  A^  et  Ay. 
Cas  des  Supposons  comme  cas  particulier  une  surface  développable.  Il  peut 

/eloppables.  r(j.j,jyg^  q^^'A^  chaque  instant  une  génératrice  rectiligne  fasse  partie  de 
la  courbe  de  contact  de  la  développable  avec  son  enveloppe;  alors  cette 
développable  roule  continuement  sur  une  autre  développable.  Cher- 
chons la  condition  pour  qu'il  en  soit  ainsi. 

Soit  G  la  génératrice  de  contact,  il  faut  que  les  normales  à  la  déve- 
loppable le  long  de  G  soient  des  axes  de  moment  nul  du  complexe 
attaché  au  mouvement  hélicoïdal. 

Ces  normales  forment  dans  le  plan  normal  le  long  de  G  à  la  surface 
une  famille  de  droites  parallèles.  Le  pôle  de  ce  plan  est  donc  à  l'in- 
fini dans  la  direction  de  ces  droites;  par  suite,  la  droite  G'  conjuguée 
de  la  droite  G  est  parallèle  à  ces  normales,  ce  qui  montre  que  le 
plan  T.  tangent  à  la  développable  le  long  de  G  est  normal  à  G'.  Cette 
condition  nécessaire  est  évidemment  suffisante,  car  si  elle  est  remplie, 
les  normales  sont  toutes  des  droites  de  moment  nul  et  la  génératrice  G 
est  une  branche  de  la  courbe  de  contact  de  la  développable  avec  son 
enveloppe.  Ainsi  : 

Pour  qu'une  développable  entraînée  dans  le  mouvement  d'an 
système  roule  en  glissant  sur  une  autre  développable,  il  faut  et 
il  suffit  qu'à  chaque  instant  du  mouvement  une  génératrice  de 
cette  développable  admette  comme  conjuguée  dans  le  complexe 
linéaire  une  droite  perpendiculaire  au  plan  qui  lui  est  tangent 
suivant  cette  génératrice. 


\  B  F?  A  Vy- 
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Remarques  sur  l'accélération  dans  le  mouvement 
général  d'un  corps  solide. 


76.  Je  terminerai  ce  chapitre  par  quelques  remarques  générales 
concernant  l'accélération  d'entraînement  d'un  corps  solide  et  qu'il 
n'était  pas  possible  d'énoncer  avant  d'avoir  étudié  le  cas  du  mouve- 
ment autour  d'un  centre  fixe. 

Nous  avons  trouvé  pour  les  projections  de  l'accélération  d'entrai- 
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nement  sur  des  axes  liés  au  corps  mobile 

^H 

J,„  =  T,.  +  r  X  —  p'  z  4-  -r— > 

dy 

où  l'on  a 
2H  =:  —  (p'  +  g'  +  r')  (a;'  +  y'  +  r*)  +  (px  +  gy  +  rzy. 

Pour  l'origine,  qui  est  un  point  quelconque  0  du  corps  mobile,  ces 
projections  se  réduisent  à  ç,,  r^,  t^.  Le  termes  qui  s'annulent  au 
point  0  représentent  l'accélération  qu'aurait  le  point  x,  y,  z  du  corps 
si  celui-ci  tournait  autour  du  point  0  supposé  fixe. 

On  peut  donc  énoncer  ce  théorème  : 

L'accélération  d'entraînement  de  tout  point  M  dhm  corps 
mobile  est  la  somme  géométrique  de  Vaccélération  d'entraînement 
d'un  point  arbitraire  0  du  corps  et  de  Vaccélération  qu'au- 
rait le  point  M  si  le  corps,  étant  fixé  par  le  point  0,  tournait 
autour  de  ce  point  en  suivant  la  loi  d' orientation  à  laquelle  il 
obéit  réellement  dans  l'espace. 

Gomme  le  théorème  de  Rivais  nous  fournit  la  loi  d'accélération 
pour  la  rotation  autour  d'un  point  fixe,  on  voit  que  le  théorème  précé- 
dent nous  fournit  la  loi  de  l'accélération  dans  le  cas  le  plus  général. 

On  peut  même  observer  que  si  0  est  le  centre  des  accélérations, 
Çj,  ■'il)  Cl  étant  alors  nuls,  l'accélération  se  réduit  à  celle  que  donne  le 
théorème  de  Rivais.  On  peut  ainsi  énoncer  ce  théorème  : 

Dans  tout  corps  solide  en  mouvement,  la  distribution  de  Vaccé- 
lération est  la  même  que  si  le  corps  tournait  autour  du  centre  des 
accélérations,  en  suivant  la  loi  d'orientation  à  laquelle  il  obéit 
réellement  daj^s  l'espace  (}). 

Application  à        Appliquons  ce  théorème  à  un  exemple.   Prenons,  par  exemple, 
un  exemple. . 

(1)  Quand  nous  disons  que  le  corps  suit  la  loi  d'orientation  à  laquelle  il  obéit 
réellement  dans  l'espace,  nous  nous  figurons  un  second  corps  ideniiqne  au  premier, 
mais  dont  le  point  0  est  fixe  et  qui  tourne  autour  de  ce  point  O,  de  sorte  que  ses 
plans  restent  à  chaque  instant  parallèles  aux  plans  homologues  dans  le  premier 
corps  mobile. 
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deux"  courbes  A,,,,  A^  qui  roulent  l'une  sur  l'aufre  sans  glissement, 
mais  en  ayant  même  plan  osculateur.  Le  point  de  contact  A  a,  dans 
ce  cas,  même  vitesse  V  dans  les  deux  courbes,  de  plus  (p.  208)  les 
rayons  de  courbure  sont  alors  égaux  (p.  210), 

Si  l'on  prend  comme  trièdre  de  référence  le  trièdre  formé  par  la 
tangente,  la  normale  principale  et  la  bi-normale  qui  sont  communes 
aux  deux  courbes,  nous  avons  vu  (p.  208)  que  les  formules  de  la 
vilcsse  d'entraînement  d'un  point  M  lié  à  A,„,  dans  le  mouvement  par 
rapport  à  Ay,  se  simplifiaient  beaucoup  et  que  l'on  avait,  x,  y,  z  étant 
les  coordonnées  du  point  M, 


-=»'  "'="(i-i)^'  ^■=-^(i-é.) 


y- 


Je  dis  que  dans  ce  mouvement  le  point  de  contact  A  est  le  centre 
des  accélérations. 

Désignons,  en  effet,  par  J„,  J,.,  J,,  J,.  l'accélération  absolue,  l'accé- 
lération relative,  l'accélération  d'entraînement  et  l'accélération  com- 
plémentaire du  point  A,  on  a 

(10)  .T^  =  r,  +  j;  +  j;. 

On  voit  d'abord  que  J,,  est  nulle,  car  la  vitesse  relative  est 
tangente  aux  courbes  A^,  A„,  en  A  et  qu'il  en  est  de  même  de 
l'axe  instantané.  En  second  lieu,  on  a  J„  =  J,,.  En  effet,  ces  deux 
accélérations  sont  dans  le  plan  osculateur,  et  ont  comme  projection 

commune  sur  la  tangente  -— -;  leurs  projections  sur  la  normale  prin- 

cipale  sont  —  et  —  ?  elles  sont  égales  aussi   puisque  Ry  =  R,„  en 
R/      R»i 

grandeur  et  signe. Mais  si  J„  =  J^  et  J,.  =  0,  l'équation  (10)  donne 

J.  =  0. 

Le  point  A  est  donc  le  centre  des  accélérations. 
Il  nous  suffit,  en  conséquence,  d'appliquer  le  théorème  de  Rivais. 
Nous  avons  une  rotation  autour  de  Ox,  qui  a  pour  expression 


—a-d 
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il  nous  faut,  en  outre,  l'accélération  angulaire.  Concevons  que,  par 
un  point  fixe  0  (c'est-à-dire  lié  à  la  courbe  Ay)  on  mène  OQ  égal  et 
parallèle  au  segment  w  porté  sur  Ox.  La  vitesse  absolue  de  Q  est 
l'accélération  angulaire.  Le  segment  OQ  décrit  un  cône;  menons  en 
Q  une  perpendiculaire  QQj  à  OQ  dans  le  plan  tangent  à  ce  cône;  la 
vitesse  du  point  Q  sera  la  somme  géométrique  de  deux  segments; 

l'un  —  porté  par  OQ,  l'autre  porté  par  QQ^  dans  le  sens  du  mou- 
vement du  point  Q  et  égal  à  w  .-r^?  où  d 3  est  l'angle  de  OQ  avec 
sa  position  voisine. 

Or,  le  plan  OQQ,  est  parallèle  au  plan  osculateur  xAy  aux  deux 
courbes  et  QQj  est  parallèle  à  la  normale  principale.  L'accélération 
angulaire  est  donc  un  segment  contenu  dans  le  plan  xky  et  dont  les 
projections  sur  Ace,  A  y  sont 

do)  de 

-7-5  (1)    •   -r-' 

dt  dt 

Mais  il  est  clair  que  dj  est  l'angle  de  contingence,  si  donc  R  est  la 
valeur  commune  de  R/  et  R„,  on  a 


En  résumé,  les  projections  de  l'accélération  angulaire  sont 

0, 

tandis  qu'on  a  pour  les  projections  de  la  vitesse  angulaire 

w,      0,      0.      . 

Le  théorème  de  Rivais  nous  donne  alors  pour  les  projections  de 
l'accélération  d'entraînement  sur  les  axes  du  trièdre  de  référence 
choisi, 

T       -"^ 

Je,x  R      '    ^' 

'■  T  ^^  t 

diù  (i)V  , 


d7_ 

V 

dt  ~ 

"R 

ons 

del'î 

iccél 

dw 

10 

V 

dt 

'      1 

fT' 
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Le  lecteur  déduira  aisément  de  ces  formules  la  construction  du 
centre  de  courbure  de  la  trajectoire  d'un  point  lié  à  la  courbe 
mobile. 

On  observera  que,  pour  ~  —  0,  le  problème  que  nous  traitons 

n  est  autre  que  celui  du  roulement  sans  glissement  d'une  dévelop- 
pable  sur  un  de  ses  plans  tangents.  Les  formules  précédentes  four- 
nissent, pour  le  cas  de  ce  mouvement,  l'accélération  d'un  point 
entraîné  et  donnent  les  courbures  des  trajectoires. 

Lieu  du  centre       77.  Au  no  55,  p.  159,   nous  avons  prouvé  que  si  les  éléments 

des  géométriques  du  mouvement  d'une  figure  plane  restent  les  mêmes  et 

accélérations        -ii-j,  -ii. 

îuandlaloidu   ^^  '^  '°^  ^"  *^'^"P^  ^^"*^'  ^^  ^'^"  ^^  centre  des  accélérations  est  le 
temps  change,   cercle  des  inflexions,  c'est-à-dire  le  lieu  des  points  dont  l'accélération 
normale  est  nulle,  lieu  qui  est  indépendant  de  la  loi  du  temps.  Ce 
fait  est  général. 

Soit  un  mouvement  Ah  dans  lequel  p,  q,  r,  ^,  y;,  C  sont  les  coor- 
données du  mouvement  hélicoïdal  tangent  et  t  la  variable  qui  mesure 
le  temps;  si  la  loi  du  temps  vient  à  changer,  on  aura  un  second  mou- 
vement où  le  temps  sera  représenté  par  fj  tandis  que  les  coordonnées 
du  mouvement  hélicoïdal  seront  P,  Q,  R,  3,  H,  Z,  et  d'après  l'hypo- 
thèse faite  on  aura 

Nous  désignerons  par  X  la  valeur  commune  à  ces  rapports;  4,  J^,,  J^ 
seront  les  projections  de  l'accélération  d'entraînement  dans  le 
mouvement  Al  et  (J,.),  (JJ,  (J,)  seront  les  projections  analogues 
dans  le  second  mouvement.  Ces  projections  auront  les  valeurs 
suivantes  : 

(4)  =  Si  -^-  Q'  z  -  Fx'  t/  -f  P  (Px  -f  Q  2/  4-  Rz)  -  (P»  +  Qî  +  Rî)  ce, 
où  l'on  a  posé 


dT^ 


Si  =  3^  +  QZ  -  RH, 


dt^  dt^ 

Si  l'on  utilise  les  formules  qui  donnent  P,  Q,  ...  en  fonction  de 
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p,  q,  ...,  savoir  :  P  =  Xp,  Q=:\q,  ...,  on  trouvera  facilement 

Dans  ces  formules  on  a  désigné  par  v^^  v^,  v,  les  projections  de 
la  vitesse  d'entraînement  dans  le  mouvement  primitif  Ah.  Le  centre 
des  accélérations  dans  le  mouvement  général  où  la  loi  du  temps  est 
quelconque,  est  défini  par  les  équations 


c'est-à-dire 


(J.,)  =  0,      (.T,)=:0,       (J,)=.0, 
J,.       J,,       J-  dk 


v^       \\       x\  \^  dti 

On  voit  donc  que  le  lieu  du  centre  des  accélérations  quand  la  loi 
du  temps  vient  à  changer,  est  la  courbe  définie  par  les  équations  pré- 
cédentes. En  tous  les  points  de  celte  courbe  l'accélération  et  la  vitesse 
d'entraînement,  propres  au  mouvement  Ah,  sont  portés  par  une 
même  droite;  l'accélération  normale  d'entraînement  est  donc  nulle 
pour  tous  les  points  de  cette  courbe.  Comme,  du  reste,  le  mouve- 
ment Ah  est  l'un  quelconque  de  ceux  que  l'on  obtient  en  ne  faisant 
varier  que  la  loi  du  temps,  on  peut  énoncer  ce  théorème  : 

Si  daiis  le  mouvement  d'un  solide  la  loi  du  temps  vient  à 
changer,  les  élém^ents  géométriques  demeurant  invariables,  le 
lieu  des  points  dont  V accélération  normale  est  nidle  est  une 
courbe  indépendante  de  la  loi  du  temps,  et  cette  courbe  est  aussi 
le  lieu  du  centre  des  accélérations,  lequel  est  variable  avec  la  loi 
dii  temps. 

Désignons  par  ij,  la  valeur  du  rapport  de  l'accélération  à  la  vitesse. 
Les  équations  ci-dessus  donneront  pour  a?,  y,  z  dos  expressions 
rationnelles,  quotients  de  deux  polynômes  du  troisième  degré,  ce  qui 
montrera  que  le  lieu  considéré  est  une  cubique  gauche. 
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CHAPITRE  X 

Des  degrés  de  liberté  d'un  système  mobile.  —  Mouvements 
à  plusieurs  paramètres. 


Liberté  78.   La  position  d'un  point  dans  l'espace  dépend  de  trois  para- 

d'un  point.      mètres;  on  peut  traduire  ce  fait  en  disant  qu'un  point  de  l'espace  qui 

n'est  assujetti  à  aucune  condition  possède  une  liberté  de  degré  égal 

à  3.  Si  l'on  assujettit  le  point  à  rester  sur  une  surface,  son  degré  de 

liberté  s'abaissera  à  deux  unités.  Il  s'abaisse  à  1  si  le  point  est 

assujetti  à  rester  sur  une  ligne. 

Liberté  Considérons  encore  un  segment  de  droite  AB  de  longueur  inva- 

d'un  segment,    najjle.  Sa  position  dans  l'espace  dépend  de  cinq  paramètres;  si  donc, 

sa  longueur  étant  donnée,  il  n'est  assujetti,  en  outre,  à  aucune  con-- 

dition,  on  pourra  dire  qu'il  est  doué  d'une  liberté  de  degré  5. 

En  assujettissant  le  segment  à  k  conditions,  se  traduisant  chacune 

par  une  équation,  on  abaissera  son  degré  de  liberté  de  5  à  (5  —  k). 

Cas  Si,  par  exemple,  on  introduit  3  conditions,  le  segment  aura  une 

d'un  segment    liberté  de  degré  égale  à  2.  Tous  les  points  de  ce  segment  décrivent 

de  11    t^'      alors  chacun  une  surface,  sauf  cependant  le  cas  exceptionnel  où  un 

est  2.  point  particulier  serait  assujetti  à  rester  fixe  ou  à  décrire  une  ligne; 

encore  dans  ce  cas  exceptionnel  tous  les  autres  points  décrivent -ils 

des  surfaces. 

Soient  A,  B,  C  trois  points  d'un  segment  qui  décrivent  chacun  une 
surface.  Soient  A  Aj,BBj,GCj  les  normales  à  ces  surfaces.  Tout  dépla- 
cement infiniment  petit  du  segment  équivaut  à  une  rotation  autour 
d'un  axe  A  (no  36,  p.  112),  et  les  plans  menés  par  A  et  les  points  A,  B,  C 
sont  les  trois  plans  normaux  aux  déplacements  de  chacun  de  ces 
points.  Le  plan  mené  par  A  et  A,  par  exemple,  contient  toutes  les 


Normales 
aux  surfaces 

trajectoires 

d'un  point  du 

segment. 
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droites  issues  de  A  normalement  au  déplacement  du  point  A  ;  il  contient 
donc  la  normale  AAj  à  la  surface  lieu  du  point  A.  On  voit  ainsi  que 
l'axe  A  coupe  les  normales  AAj,  BBj,  00^.  Comme  il  y  a,  du  reste, 
une  infmité  de  déplacements  du  segment  ABC,  il  y  a  une  infinité 
d'axes  A  et  il  est  évident  que  ces  axes  A  constituent  un  système  1  de 
génératrices  de  la  quadrique  Q  définie  par  les  trois  droites  AAj, 
BBj,  CCj.  Appelons  1'  le  second  système  de  génératrices,  dont  ces 
trois  dernières  droites  font  partie. 

Si  l'on  prend  un  point  quelconque  M  sur  le  segment  ABC,  la 
normale  MMj  à  la  surface  que  décrit  ce  point  devra  rencontrer  tous 
les  axes  A  et  par  suite  faire  partie  du  système  2'.  On  a  donc  ce 
théorème. 

Si  un  segment  possède  un  degré  de  liberté  égal  à  2,  les  normales 
aux  surfaces  trajectoires  de  tous  ses  points  constituent  à  chaque 
i7istant  lin  système  de  génératrices  d'une  surface  de  second  degré. 


Congruence 

engendrée 

par  le  segment 


Quand  le  segment  ABC  se  déplace,  la  droite  2)  qui  le  porte 
engendre  une  congruence  (voir  no  14),  et  réciproquement  toute  con- 
gruence de  droites  peut  être  définie  comme  le  lieu  des  supports 
d'un  segment  rigide  dont  trois  points  décrivent  des  surfaces  données. 
Nous  pourrons  utiliser  la  proposition  précédente  pour  établir  la  pro- 
priété fondamentale  des  congruences  de  droites,  à  savoir,  celle  qui 
vise  l'existence  des  surfaces  focales. 

Observons  que  la  droite  3),  qui  porte  le  segment  ABC,  fait  partie 
des  génératrices  du  système  2.  Il  y  a  deux  plans  ::',  tt"  tangents 
à  la  quadrique  Q  et  normaux  à  la  droite  IX*.  Le  plan  iz'  et  le  plan  ::" 
contiennent  respectivement  des  génératrices  A',  A"  du  même  système 
2,  qui  sont  deux  axes  de  rotation  particuliers,  rectangulaires  avec  la 
droite  2)-  Appelons  F',  F"  les  points  où  la  droite  2)  est  coupée  par  les 
plans  tt',  tc".  Dans  le  mouvement  qui  équivaut  à  une  rotation  autour 
de  A',  le  point  F'  décrit  un  arc  de  cercle  auquel  est  tangente  la 
droite  3),  en  sorte  que,  dans  ce  déplacement,  cette  droite  engendre 
un  élément  de  surface  développable.  Même  remarque  pour  F"  à 
l'égard  de  la  rotation  autour  de  l'axe  A". 

Il  y  a  donc  deux  manières  de  déplacer  la  droite  ^,  de  telle  sorte 
que  cette  droite  engendre  un  élément  de  surface  développable  et  les 
Foyers  et  plans  points  F',  F",  ci-dessus  définis,  sont  respectivement  les  points  de 
contact  de  2)  avec  les  arêtes  de  ces  développables,  tandis  que  les  plans 


focaux. 


Surfaces 
focales. 


Congruences 
de  normales. 


Remarque 

sur  ces 
congruences 
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<ï>',<^^  menés  par  F',  F",  respectivement  normaux  à  A'  et  A",  en  sont 
les  plans  oscillateurs. 

Les  points  F',  F"  ont  reçu  le  nom  de  foyers  et  les  plans  <I>',  <I>" 
celui  de  plans  focaux  relatifs  à  la  droite  2),  dans  la  congruence 
engendrée  par  celte  droite. 

.  Lorsque  la  droite  2)  engendre  la  congruence,  les  points  F' ,  F"  engen- 
drent deux  surfaces  S',  S'  appelées  surfaces  focales.  Ces  surfaces  sont 
le  lieu  des  arêtes  de  deux  familles  de  développables  que  l'on  peut 
former  en  déplaçant  la  droite  3).  H  en  résulte  que  cette  droite  2)  qui 
est  tangente  en  F',  F" à  deux  de  ces  arêtes,  est  tangente  en  ces  points 
aux  surfaces  focales.  Déplaçons  de  plus  la  droite  2)  de  sorte  qu'elle 
engendre  une  développable  dont  l'arête  sera,  par  exemple,  le  lieu 
de  son  foyer  F';  le  lieu  du  second  foyer  F"  sera  une  courbe  tracée 
sur  S"  et  suivant  laquelle  la  développable  engendrée  sera  circons- 
crite à  cette  surface;  le  plan  <!>'  tangent  à  cette  développable  le 
long  de  la  droite  £D  sera  donc  tangent  en  F"  à  la  surface  S'.  Ainsi 
le  plan  focal  <[>'  est  tangent  en  F"  à  la  surface  focale  S"  et  de  même 
le  plan  focal  <ï>"  est  tangent  en  F'  à  la  surface  focale  S'. 

Si  la  droite  2)  reste,  dans  ses  diverses  positions,  normale  à  une  sur- 
face U,  les  plans  focaux  sont  les  plans  des  sections  principales  de 
cette  surface,  ils  sont  rectangulaires.  On  démontre  ailleurs  la  réci- 
proque de  cette  proposition. 

Il  nous  suffira  ici  de  faire  observer  que  si  les  plans  focaux  sont 
rectangulaires,  les  droites  A',  A",  déjà  rectangulaires  avec  ^,  sont 
aussi  rectangulaires  entre  elles  et  dès  lors  le  cône  asymptote  de  la 
quadrique  désignée  par  Q  est  capable  d'un  trièdre  trirectangle 
inscrit.  Cette  condition  est  évidemment  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  les  plans  focaux  soient  rectangulaires  et,  par  suite,  pour  que  la 
droite  2)  engendre  une  congruence  de  normales. 


Segment  dont 

trois  points 

décrivent 

trois  plans 

rectangulaires. 


79.  Je  bornerai  là  ces  généralités  pour  les  appliquer  à  un  ou  deux 
cas  particuliers. 

Supposons  en  premier  lieu  que  trois  points  A,  B,  C  d'un  segment 
décrivent  trois  plans  a,  3,  y  formant  un  trièdre  trirectangle.  Il  est 
aisé  de  prouver  que  tout  autre  point  M  du  segment  décrit  un 
ellipsoïde. 

Soient,  en  effet,  a,  h,  c  les  distances  MA,  MB,  MC  et  x,  y,  z  les 
coordonnées  du  point  M  par  rapport  au  trièdre  formé  par  les  plans 


Segment  dont 

trois  points 

décrivent 

des  sphères. 
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a,  3,  y;  désignons  aussi  par  X,  ij,,  v  les  cosinus  directeurs  de  la  droite 
ABC  par  rapport  à  ce  trièdre;  les  équations  de  cette  droite  seront 

X  —  X Y  —  y Z  —  z 

où  p  est  la  distance  du  point  (X,  Y,  Z)  au  point  M  {x,  y,  z).  Appli- 
quons ces  équations  en  prenant  pour  X,  Y,  Z  successivement  les 
points  A,  B,  C  nous  aurons 


et  puisque 
il  viendra 


—  -  =  a        —-  —  h        — -  — 


a'  +  ]}}  +  v'  =:  4, 


C^l. 


Il  est  actuellement  facile  de  prouver  que,  dans  ce  cas,  la  droite 
ABC  reste  normale  à  une  surface  fixe.  En  effet,  les  normales  AAj, 
BBj,  CCj  aux  surfaces  trajectoires  des  points  A,  B,  G  sont  ici  paral- 
lèles respectivement  aux  axes  Ox,  Oy,  Oz  qui  sont  rectangulaires. 
Le  cône  directeur  de  la  quadrique  Qest  donc  capable  d'un  trièdre  tri- 
rectangle  inscrit.  En  conséquence,  d'après  la  remarque  précédente  la 
droite  ABC  engendre  une  congruence  de  normales  (i). 

Prenons  comme  second  exemple  celui  d'un  segment  dont  trois 
points  décrivent  trois  sphères  ayant  leurs  centres  Aj,  Bj,  Cj  sur  une 
même  droite. 

Ici  les  normales  AAj,  BBj,  CC,  passent  chacune  par  un  point  fixe 
et  la  quadrique  Q  contient  une  génératrice  fixe  A,B,Ci.  La  normale 
MMj  à  la  surface  trajectoire  d'un  point  M  quelconque  de  ABC  coupe 
donc  A^BjC,  en  un  certain  point  Mj.  De  plus,  d'après  une  propriété 
connue  des  génératrices  rectilignes  d'une  quadrique,  le  rapport 
anharmonique  des  quatre  points  A,  B,  C,  M  égale  celui  dos  quatre 
points  Ap  Bj,  Cp  M,. 

Le  rapport  anharmonique  de  ces  quatre  derniers  points  est  donc 
constant,   et  comme  Aj,  Bj,  Cj  sont  fixes,  il  en  est  de  môme  du 


(1)  Davboux,  Leçons  sur  la  théorie  des  sur/aces,  t.  1,  p.  233.  —  Mannheim,  Btdletin 
des  sciences  mathématiques,  ^«  série,  t.  IX. 


CHAP.  X.  —   DEGRÉS   DE   LIBERTÉ   d'uN   SYSTÈME   MOBILE.        223 

point  Mj.  La  normale  MMj  passe  au  point  fixe  Mj  et,  par  conséquent, 
la  surface  trajectoire  du  point  M  est  encore  une  sphère  dont  le 
centre  Mj  est  sur  la  droite  A^,  B,,  Cj  et  correspond  homographi- 
quement  à  la  position  du  point  M  sur  la  droite  ABC. 

Nous  aurons  occasion  de  revenir  sur  cette  proposition  quand  nous 
parlerons  des  systèmes  articulés. 

M.  Mannheim  a  fait  la  remarque  que  si  l'on  décrit  des  points 
A,  B,  G,  ...,  M  des  sphères  a,  (3,  y,  ...,  ;j,  de  rayons  arbitraires,  ces 
sphères  restent,  dans  le  déplacement  du  segment  ABC,  tangentes 
respectivement  à  des  sphères  o(.^,  ^^,  Yj,  ...,  [/.^  des  centres  A^,  B,,  Cj, 
...  Mj,  en  sorte  que  la  fde  des  sphères  a,  ^,  ...,  j;,  a  pour  enveloppe 
la  file  des  sphères  aj,  ^^,  ...,  ;;,,  et  que  le  mouvement  du  segment  ABC 
peut  être  défini  par  cette  condition.  M.  Mannheim  qui,  après  M.  Dar- 
boux,  a  étudié  ce  mouvement,  a  utilisé  dans  plusieurs  écrits  la  consi- 
dération des  files  de  sphères. 

Des  divers  degrés  de  liberté  d'un  corps  solide. 

80.  Nous  avons  défini  la  liberté  d'un  point  ou  d'un  sèment  dans 
l'espace.  Trois  points  invariablement  liés  et  non  situés  sur  une  même 
droite  constituent  un  système  dont  la  position  suffit  pour  définir  la 
position  d'un  corps  solide  qui  lui  serait  invariablement  attaché. 

Nous  allons  donc  nous  occuper  de  la  liberté  d'un  corps  solide  dans 
l'espace. 

Pour  connaître  la  position  d'un  corps  dans  l'espace,  ou  plus  exac- 
tement par  rapport  à  un  trièdre  donné  T^,  il  suffit  de  connaître  les 
coordonnées  de  l'origine  d'un  trièdre  T  lié  invariablement  à  ce  corps 
et  les  angles  d'Euler  qui  fixent  par  rapport  au  trièdre  Tj  l'orientation 
du  trièdre  T.  Soit  en  tout  six  paramètres. 

Six  conditions,  se  traduisant  chacune  par  une  équation,  sont  donc 
nécessaires  et  en  général  suffisantes  pour  fixer  la  position  d'un 
corps. 

Si  le  corps  n'est  assujetti  qu'à  cinq  conditions,  il  n'a  pas  de  posi- 
tion déterminée  et  ses  points  décrivent  tous  des  courbes  trajectoires. 
Degré  On  dit  alors  que  le  corps  a  un  degré  de  liberté  égal  à  l'unité  ou 

encore  qu'il  constitue  un  système  à  liaison  complète.  Au  point  de 
vue  des  applications  ce  cas  est  de  beaucoup  le  plus  important,  car, 


de  liberté 
d'un  corps. 


(1) 


224  LEÇONS  DE  CINÉMATIQUE. 

sauf  la  mécanique  céleste,  la  balistique  extérieure,  quelques  utilisa- 
tions récentes  du  gyroscope  et  quelques  mécanismes,  c'est  le  cas 
d'un  degré  de  liberté  égal  à  1  qui  revient  toujours  dans  les  appli- 
cations. 

Les  cas  de  degrés  de  liberté  égaux  à  2,  3, 4,  5  ont  plutôt  un  intérêt 
théorique.  Ils  se  produisent  quand  le  cops  n'est  assujetti  qu'à  4,  3, 
2,  1  conditions.  Le  cas  d'un  degré  de  liberté  égal  à  6  correspond  à 
l'hypothèse  d'un  corps  entièrement  libre. 

Considérons  un  corps  dont  le  degré  de  liberté  soit  n;  continuons  à 
désigner  par  Tj  le  trièdre  de  référence  fixe,  et  par  T  un  trièdre  lié  au 
corps;  appelons  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  M  par  rapport  au 
trièdre  T  et  par  Xp  j/,,  z^  les  coordonnées  de  ce  même  point  par 
rapport  au  trièdre  Tj.  On  aura  les  relations 

cCj  =  a  +  ace  +  cl'  y  -f-  a"z, 

z,  =c  +  Y»  +  iy  +  y'-j 

où  a,  b,  c  sont  les  coordonnées  de  l'origine  du  trièdre  mobile  T  par 
rapport  au  trièdre  Tj  et  a,  a',  a",  ...,  y?  yS  y'  ^^s  cosinus  des  angles 
des  axes  des  deux  triédres. 

Ces  neuf  quantités  sont  des  fonctions  des  n  paramètres  indépen- 
dants Mp  M,,  ...,  w„,  dont  la  connaissance  permet  de  construire  la 
position  du  corps. 

Imprimons  au  corps  un  mouvement  déterminé,  mais  quelconque; 
cela  revient  à  prendre  pour  Mj,  u^,  ...,  tt„  des  fonctions  déterminées, 
mais  arbitraires  du  temps. 

Les  projections  de  la  vitesse  absolue  du  point  M,  effectuées  sur  les 
axes  du  trièdre  mobile,  auront,  en  supposant  pour  plus  de  généralité 
le  point  M  mobile  également  par  rapport  au  corps,  les  expressions 
suivantes  : 

di/ 

v,^  =  r,  +  rx  —  pz+-~, 

Rappelons  ici  les  formules  du  no  25  qui  servent  à  définir  p,  q,  r, 
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>              da  db             de 

dt  ^    dt         ^   dt 

,    da  db           ,  de 

dt  '     dt    ^  '    dt 


de 
dt' 


da 
ITt 


3' 


db 
dt 


\    dt      ^  dt-^  ^  dt)~     ["  dt-^^  Tt-^'    Tt)' 

r  =  L' 


da 

dt 


„  dl 
dt 


..-..§)=-(.  i^.,f.,^) 


Ici  les  quantités  a,  b,  c,  a,  (3,  ...,  13",  y"  sont  des  fonctions  des 
paramètres  u,,  w„  ...,  u„,  lesquels  à  leur  tour  ont  été  pris  égaux  à 
des  fonctions  du  temps;  nous  poserons 


da 

d  U: 


.  db  de 

, àa  db         ,  de 

du:      "^  dU:       '  du^ 


(2)' 


,  da 
d  Ui 

dui 


„db  de 

p  :5 — H  Y  3—' 

^U;   '  du, 


a"  -r—  +  (3"  —  +  Y 


w,/     \  du,      ^  du,  ^  ^   âuj 
/     da!'      ^   d'^'  d/'\  [     dx  ^3     d^f 

\  du,  du,       ^  du,  \     du,^^  du,^  ^  du- 


''-l^  du,-'^  d^,'^y  d^)  —  {^   ^.-^^  £^+ï  ^J 


et  nous  aurons  alors 


(3) 


f.      v^  f  du, 
?  =  >  Ç.-  -77  ' 


-^       dt  A4    '  dt 


Les  formules  qui  donnent  la  vitesse  absDlue  du  point  M  ou  plutôt 
ses  projections  sur  les  axes  du  trièdre  T  seront  donc 

Cinématique.  ^- 
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1v^  _  .  dUi       dx 

dUi       dz 
~dt  ~^  dt' 


^'c=2*^^'  +  î^'î/  — ^''^) 


Équations  aux       81.  Nous  avons  appelé  n  le  nombre  des  paramètres  u;  il  y  a  6)i 
différentielles    quantités  p^,  g,,  )\,  H,-,  r,i,  ^^  et  qui  sont  des  fonctions  des  paramè- 
tres u,  mais  non  pas  des  foliotions  quelconques. 

Considérons,  en  effet,  un  point  M  lié  invariablement  au  trièdre 
fixe  Tj.  Quel  que  soit  le  déplacement  imprimé  au  trièdre  T,  la  vitesse 
absolue  de  M  est  nulle;  il  en  est  donc  de  même  des  projections  de 
cette  vitesse  sur  les  axes  du  trièdre  T  et,  par  conséquent,  les  coor- 
données X,  y,  z  du  point  M,  prises  par  rapport  au  trièdre  T,  doivent 
vérifier  le  système  d'équations  aux  différentielles  totales 

/   dx  +2  {^i  +  qiZ  —  jvy)  dUi  =  0, 

(5)  I    dy  +2  (r,i  +  r^x  —  p^z)  du^  —  0, 

[    dz  +^((,1  +  p^y—qiX)dUi  =  Q, 

Désignons  par  cCj,  y,,  c,  les  coordonnées  absolues,  c'est-à-dire 
prises  par  rapport  au  trièdre  T^,  de  ce  même  point  M.  Ces  coordon- 
nées a?j,  1/j,  Zj  sont  trois  constantes,  en  sorte  que  le  système  d'équa- 
tions (5)  admet  un  système  x,  y,  z  de  solutions  dépendant  de  trois 
constantes  arbitraires. 

Si  l'on  écrit  les  conditions  d'intégrabilité,  on  obtient  des  relations 
entre  x,  y,  z  et  le  paramètres  u.  Ces  relations  doivent  se  réduire  à 
des  identités,  sans  quoi  les  expressions  générales  de  x,  y,  z  ne  pour- 
raient dépendre  de  trois  constantes  arbitraires. 

On  sait  que  l'on  appelle  système  complètement  intégrahle  un 
système  d'équations  aux  différentielles  totales  dans  lequel  toutes  les 
conditions  d'intégrabilité  se  trouvent  vérifiées  identiquement  (i). 

D'après  cela  le  système  (5)  doit  être  complètement  intégrable. 
Réciproque.         Supposons  réciproquement  que  les  quantités  j»,,  g^,  r^,  H;,  •/;,;,  ^i 

(1)  Voir  Goursat,  Leçons  stir  l'intégration  des  éqnaliom  aua;  dérivées  j)artielles, 
p.  70. 
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soient  des  fonctions  des  n  telles  que  le  système  (5)  soit  complètement 
intégrable. 

Les  expressions  générales  de  x,  y,  z  seront  des  fonctions  des  «, 
contenant  trois  constantes  arbitraires.  On  peut  trouver  un  mouve- 
ment continu  dépendant  des  paramètres  «^  u^,  ...,  m„  et  dans  lequel 
la  distribution  dos  vitesses  soit  donnée  par  les  formules  (4). 

Nous  procéderons  comme  au  n»  40,  Soit  x^,  y^,  ^^  un  système 
particulier  de  solutions  du  système  (5)  et  posons 

x  =  x,  +  X,       y=y^-i-Y,       z  =  z,+  Z; 

les  nouvelles  fonctions  X,  Y,  Z  vérifient  les  équations 

[   dX  +2  (7.Z  -  nY)  =  0, 
(6)  dY  -ï-y^{r,X-p,Z)  =  0, 

[   dZ  +^(p,Y-q,X)=:0 

qui  constituent  encore  un  système  complètement  intégrable.  Par  un 
raisonnement  en  tous  points  semblable  à  celui  du  n»  40,  on  verra 
qu'on  peut  toujours  trouver  trois  systèmes  de  solutions  (a,  p,  y) 

{'^'j  3'j  ï')  (a%  l^'S  ï")  de  ce  système,  qui  vérifient  les  relations 

aa'  +  P^'  +  T{'  =  0»  aa"  +  ^3"  +  yy"  =0,  a"a"  +  ^''^"'  +  y'Y=0; 
et  les  expressions  suivantes  de  x,  y,  z, 

/  x  =  Xf,  +  ax-j    +  p(/i    +  Y-i> 
0)  !    y  =  2/o  +  a'  Xj  +  (â'  2/j  +  Y  z„ 

\   z  =z^  +  a"Xi-h  Ç>'  î/i  4-  y'  ^1, 

où  x^,  ?/j,  Zj  seront  trois  constantes  vérifieront  le  système  (5). 

Envisageons  alors  un  trièdre  T^  dont  x^,  y^,  z^  seront  les  coordon- 
nées de  l'origine  et  a,  p,  y,  a',  ^',  y'j  '5'%  ^\  Y  les  cosinqs  direcr 
teurs  des  axes  par  rapport  au  trièdre  de  référence  T.  Les  formules  (7) 
montrent  que  x^,  y^,  z,  sont  les  coordonnées  par  rapport  à  T^  du 
point  M  dont  -x,  y,  z  sont  les  coordonnées  par  rapport  au  trièdre  T. 
Ces  formules  définissent  donc  un  mouvement  continu  à  n  paramètres 
u^,  itj,  ,..,  M„  du  trièdre  T  par  rapport  au  trièdre  T^. 

On  peut  vérifier  comme  il  suit  que  la  distribution  des  vitesses  danis 
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ce  mouvement  est  fournie  par  les  fonctions  p,,  7,,  )•;,  ^;,  -qt,  ti  qui 
figurent  dans  les  équations  (5). 

Désignons  par  pi,  ql,  ri,  ç,l,  r,l,  'Cl  les  fonctions  qui  interviennent 
dans  la  distribution  des  vitesses  dans  le  mouvement  continu  défini 
par  les  équations  (7).  La  vitesse  de  tout  point  M  (x,  y,z)  aura  comme 
projections 

■^^  ,  ,  ,  ,    .  dui       dy 

Les  points  M  liés  au  trièdre  T^  vérifient  les  équations 

(8)  v,,  =  0,      v„  =  0,      v,  =  0; 

mais  ces  points  s'obtiennent  en  prenant  x^,  ?/p  z^  constants  dans 
les  formules  (7);  leurs  coordonnées  relatives  vérifient  donc  le  sys- 
tème (5);  en  comparant  aux  équations  (8)  nous  obtiendrons  par 
soustraction 

2  fe  —  Hi  +  ql  —qi.z  —  ri  —  r^.?/)  dw,  =  0, 
2  (■'î''  ~  ^''  ■+"  ''^'  —  ''i •  ^  —  V'i  —  Pi -^J  dUi  =  0, 
2  fc  —  ^i  +  PÎ—Pi-y—q'i  —  (li-^)  dUi  -—  0. 

Ceci  doit  avoir  lieu  indépendamment  des  du,,  et  pour  tous  les 
points  de  l'espace;  on  a  donc 

Ç.-  =  ;o       '1'  =  ^;>       'ri  —  liy 
V'i  =  Pi^      <li  =  ?i»      *'«•  =  ^*'' 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

La  remarque  qui  fait  l'objet  du  no  39  s'applique  intégralement  au 
cas  actuel;  c'est-à-dire  que  les  quantités  ;„  •/;„  C,,  ji,,  qi,  r,  étant 
données  de  sorte  que  le  système  (5)  soit  complètement  intégrable, 
la  détermination  du  trièdre  fixe  T^  auquel  se  trouve  rapporté  le  mou- 
vement comporte  seulement  cela  d'arbitraire  qu'on  peut  substituer 
à  Tj  tout  autre  trièdre  qui  lui  serait  invariablement  lié. 
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Conditions  Nous  avons  vu  par  ce  qui  précède  que  les  conditions  d'intégrabilité 

"intégrabilité.    ([q  système  (5)  doivent  être  satisfaites  identiquement,  sans  qu'il  en 

résulte  aucune  relation  finie  entre  les  variables  x,  y,  z,  ii^,  ii^,  ...,  m„. 

Ces  conditions  d'intégrabilité  sont  aisées  à  écrire;  il  faut  avoir 

dx        ^ 

- 17  = -^'^ '>''-''"' 

donc 

d^x  d  (;,.  +  q,z  —  r,y)       d  (;,■  +  qjZ  —  r^y) 


ou 


dUi  âUj 

d 

% 

dUi 

àuj       âuj 

àVi                dz 

''du, 

dUi  '    dUi  " 

dv:                dz 
du  y  ^"^  au, 

r.'y. 

r-     .         ^  .      ,  .         ^     dz     du     dz     dy 

Ln  tenant  compte  des  expressions  de  — 5  --^j  - — ?  -; — ?  on 

diii    dUi    dUj    auj 

trouvera 

dqi        dqi  dr^ 

.  s        ^^j        àq,  dr, 

■^  dUi       d  ïii  dUi 

—  %■  (^i  +  Piy  —  qi^)  +  rj  {rii  +  riX  —  PiZ), 

ce  qui,  ordonné  en  x,  y,  z,  s'écrit 

dUj       di(i 

[d  r,        d  r-,  ~1 

[agi        àq;  ~1 

dUi       duj  ^         '^  j 

On  obtiendra  deux  autres  équations  analogues  en  égalant  deux 

d^y  d^z 

expressions  différentes   de  -^ ^ — •> r —  Comme  aucune  rela- 

du;  du,     du,  du. 
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tion  finie  ne  doit  exister  entre  x,  y,  z  et  les  tt,  ces  équations  doivent 
avoir  lieu  quels  que  soient  x,  y,  z  ;  il  vient  ainsi 

/   àz,        à  Ci 


(Q\  ;  ^  —  ^  4-  r"^-  —  r  -    4-  «.:-.  _  v"  —0 


à  Vf        dVi 
\   aUi       OU; 

Telles  sont  les  conditions  que  doivent  vérifier  les  6n  fonctions 
Pu  ^i>  **()  ?;?  ^ij  Cl  3  ces  conditions  sont  au  nombre  de 

n  (n  —  1") 
6  .  — ^  =z  3n  (n  —  1). 

Il  y  a  lieu  de  remarquer  la  signification  des  quantités  ;,-,  •/;,•,  Z;, 
p-,  qi,  Vi  qui  figurent  dans  ces  formules. 

Si  l'on  suppose  que  le  paramètre  tt,-  varie  èeul  avec  une  vitesse 

--—  égale  à  l'unité,  ces  six  quantités  sont  précisément  les  coordon- 
nées du  mouvement  hélicoïdal  tangent  qui  correspond  à  ce  mouve- 
ment particulier.  Les  quantités  ;,■  y];,  Zi  représentent  notamment  les 
projections,  sur  les  axes  du  trièdre  mobile,  de  la  vitesse  d'entraîne- 
ment de  l'origine  de  ce  trièdre.  On  oljservera  qu'au  fond  celte  origine 
est  un  point  quelconque  lié  invariablement  au  corps  mobile,  et  que 
les  quantités  p,,  g,,  ?%  restent  les  mêmes  si  l'on  change  le  trièdre  T  en 
un  autre  qui  lui  serait  parallèle  et  invariablement  lié.  Dans  les  équa- 
tions (9)  on  peut  donc  mettre,  au  lieu  de  H,-,  •/;,•,  ^,,  5^,  r^j,  tj,  les  pro- 
jections des  vitesses  de  n'importe  quel  point  lié  invariablement  au 
corps;  ces  équations  devront  être  encore  vérifiées.  Cette  remarque 
élémentaire  est  une  source  de  simplification  dans  certains  calculs 
et  a  été  notamment  utilisée  par  M.  Darboux  dans  ses  Leçons  sur  la 
théorie  des  surfaces. 
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dw,     dl(^  du,, 

82.    La   forme  linéaire  de  v.„  i\,  v,  en  —  >  — "'  •••>  -^  con- 
duit à  quelques  propriétés  que  nous  allons  faire  connaître. 

Si  l'on  effectue  un  déplacement  dans  lequel  itj  varie  seul,  les  pro- 
jections de  la  vitesse  d'entraînement  auront  pour  expressions 

.      dU; 

,.,  X  dUi 

les  sommes  des  quantités  analogues  représentent  les  projections  de 
la  vitesse  dans  l'hypothèse  d'un  déplacement  quelconque;  de  là  ce 
théorème  : 

Bam  tout  déplacement  d'un  corps  dont  la  liberté  est  supérieure 
à  1,  la  vitesse   d'entraînement  est    la  somme   géométrique  des 
vitesses  que  l'on  obtient  en  faisant  varier  séparément  et  successi- 
vement chacun  des  paramètres  indépendants. 
Déplacemputs        Proposons-nous  encore  de  rechercher  les  lois  de  mouvement  d'un 
^     léductibles      corps  dont  la  liberté  est  n  et  qui  soient  telles  que  le  mouvement 
des  rotaiioiis.    j^^|j(,Q-^jg^j  tangent  se  réduise  constamment  à  une  rotation. 

Il  faudra,  conformément  aux  résultats  du  numéro  33,  page  105, 

que  l'invariant 

pi  4-  q-Ci  +  r:;  =  0 

soit  nul,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

*-i       dU;    xr^^   dU;       v^      dU;     y^      dUi 

^     '    \  ■      V^      dUi     yr^^   du-, 

Posons 

l'équation  (li)  devient,  après  multiplication  par  dt% 
«  .  (12)  21  ^'-^  ^  **'  '^  "■'■  ~  ^' 
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Les  déplacements  du  corps  qui  admettent  une  rotation  tangente 
sont  donc  ceux  pour  lesquels  les  rapports  dUf,  duj  vérifient  l'équa- 
tion précédente  (12). 

Les  coefficients  3{\j  qui  figurent  dans  cette  équation  ont  une  signi- 
fication immédiate;  df^'),^,- est  l'auto-moment  du  système  de  segments 
S,:  qui  représente  les  rotations  quand  on  ne  fait  varier  que  u,  avec 

d  u'i 
une  vitesse  -— -  =  1  égale  à  l'unité;  et  3{yj  est  le  moment  des  deux 

systèmes  S,-,  S^. 

Observons  que  si  l'on  imprime  au  corps  un  mouvement  continu 
tel  que  l'équation  (12)  soit  constamment  vérifiée,  le  mouvement 
admettra  à  chaque  instant  une  rotation  tangente;  ce  mouvement 
continu  résultera  alors,  comme  nous  savons,  du  roulement  d'une 
surface  réglée  sur  une  autre  surface  réglée  applicable  sur  elle. 

Mouvement  d'un  corps  assujetti  à  quatre 
conditions. 

83.  Nous  allons  indiquer  l'application  de  ces  principes  au  mou- 
vement d'un  corps  assujetti  à  quatre  conditions  et  dépendant,  en 
conséquence,  de  deux  paramètres.  Les  points  du  corps  décrivent 
alors  chacun  une  surface  et  le  problème  se  pose  de  construire  la 
normale  à  chaque  surface  trajectoire.  Un  beau  théorème  dû  à 
Schôneman  et  retrouvé  par  M.  Mannheim,  donne  la  solution  de  ce 
problème. 

Formons,  dans  l'hypothèse  de  deux  paramètres,  l'équation  qui 
définit  les  déplacements  équivalents  à  des  rotations,  nous  aurons 

(13)  3{>n  dul  +  2  3{>ii  du^  du^  +  ,^,3  du]  =  0.       ■ 

du 
Cette  équation  donne  deux  valeurs  pour  le  rapport  — — ^  ;  on  peut, 

dès  lors,  conclure  ce  théorème  : 

Quand  un  corps  est  assujetti  à  quatre  conditio7is,  parmi  tous 
les  déplacements  de  ce  corps  autour  de  Vune  quelconque  de  ses 
positions,  il  y  en  a  deux  qui  se  réduisent  à  des  rotations. 

On  observera  que  ^,j,  0<5ij,  5C,j  sont  des  fonctions  de  u^,  m,;  si 
donc  on  fait  un  changement  de  variables  portant  sur  les  paramètres 


Théorème 

de  MM. 

Schônemann 

et  Mannheim. 


Autre 

démonstration 

(lu  théorème 

précédent. 
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t/j,  «2,  on  pourra  prendre  comme  nouveaux  paramètres  les  intégrales 
de  cette  équation  du  second  degré  en  du^  et  du^,  en  sorte  que  les 
deux  déplacements  qui  se  réduisent  à  une  rotation  infiniment  petite 
seront  définis,  l'un  par  l'équation  du^  =  0,  l'autre  par  l'équation 
dii.^  =  0. 

Nous  avons  remarqué,  du  reste,  au  n»  82  que  tout  déplacement 
d'un  corps  dont  la  position  dépend  de  n  paramètres  résulte  des 
déplacements  que  l'on  obtient  en  faisant  varier  successivement  ces 
paramètres;  donc,  dans  le  cas  actuel,  comme  ces  déplacements 
partiels  consistent  chacun  en  une  rotation,  on  pourra  énoncer  ce 
théorème  : 

Tout  déplacement  infiniment  petit  d'un  corps  dont  la  position 
dépend  de  deux  paramètres  résulte  de  deux  rotations  i7ista7ita- 
nées  autour  de  deux  axes  Aj,  A.^. 

Considérons  un  point  M  du  corps;  dans  la  rotation  autour  de  A,, 
le  point  M  décrit  un  petit  arc  MM'  normal  au  plan  mené  par  M  et 
par  Aj.  De  même  le  plan  mené  par  M  et  par  A^  est  normal  en  M  au 
petit  élément  MM"  décrit  par  le  point  M  quand  le  corps  subit  une 
rotation  élémentaire  autour  de  A^.  La  droite  MN,  intersection  de  ces 
deux  plans,  est  normale  à  la  fois  aux  éléments  MM',  MM",  c'est  donc 
la  normale  à  la  surface  que  le  point  M  du  corps  est  assujetti  à  décrire. 
De  là  ce  théorème  : 

Quand  un  corps  est  assujetti  à  quatre  conditions,  les  normales 
aux  surfaces  trajectoires  de  ses  points  rencontrent  toutes  deux 
droites  A^  Ag  qui  ne  dépeyident  que  de  la  position  actuelle  du 
corps. 

Ce  théorème,  trouvé  d'abord  en  1855  par  Schoneman,  a  été  donné 
en  France  en  1866  par  M.  Mannheim,  qui  en  a  fait  la  l)ase  de  plu- 
sieurs écrits  insérés  dans  divers  journaux  scientifiques  et  notamment 
dans  le  Recueil  des  savants  étrangers. 

On  peut  donner  de  ce  théorème  une  démonstration  différente  qui 
met  en  évidence  le  rôle  des  complexes  et  des  congruences  linéaires 
dans  cette  question. 

Reprenons  l'hypothèse  générale  où  les  deux  paramètres  indépen- 
dants Wj,  «2  sont  quelconques.  Si  l'on  prend  pour  w^,  u^  deux  fonc- 
tions du  temps,  on  obtient  un   mouvement  dont  les  cléments  du 
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mouvement  hélicoïdal  tanffent  seront 


P 


du,            du. 

du,           du, 

''='>^-di  ^l'dt' 

r  =  ', 

du.          du, 

'  dt  ^''  dt 

^    du^       ^    du, 
"^  dt  '^^'  dt' 

du^  du, 
'''='''^  dt    -^''-  dt' 

ç=: 

,  du^    ^   ,^   du. 
''  dt   '^^'  dt 

Si  l'on  ne  fait  venir  que  u^,  on  obtiendra  un  mouvement  hélicoïdal 
tangent  auquel  se  trouve  attaché  un  certain  complexe  linéaire  G,  ;  si 
l'on  ne  fait  varier  que  u^,  on  aura  un  autre  mouvement  hélicoïdal 
tangent  auquel  se  trouve  attaché  un  second  complexe  linéaire  G^. 

Gonsidérons  un  point  M  quelconque,  la  normale  MN  à  la  surface 
qu'il  décrit  appartient  au  complexe  G,,  car  cette  droite  est  normale  à  la 
trajectoire  que  décrit  le  point  M  quand  u^  varie  seul;  pour  une  raison 
analogue, MN  fait  aussi  partie  du  complexe  Cj.  On  reconnaît  ainsi  que  : 

Lorsqu'un  corps  est  assujetti  à  quatre  conditions,  les  normales 
aux  surfaces  trajectoires  des  points  de  ce  corps  constitxient  à 
chaque  instant  Vensemble  des  droites  communes  à  deux  com- 
plexes linéaires. 

Cono-ruence         0^1  appelle  congruence  linéaire  l'ensemble  de  ces  droites.  Or,  on 

linéaire.        démontre  aisément  que  l'ensemble  des  droites  communes  à  deux 

complexes  linéaires  est  constituée  par  les  droites  qui  coupent  deux 

droites  fixes  A^  Aj,  lesquelles  sont  conjuguées  à  la  fois  dans  ces 

deux  complexes. 

Nous  retrouvons  donc  ainsi,  mais  avec  des  compléments  géométri- 
ques qui  peuvent  avoir  leur  utilité,  la  proposition  de  MM.  Schône- 
mann  et  Mannheim. 

Quant  à  l'existence  de  ces  deux  droites  A^,  Ag  que  doivent  couper 
toutes  les  droites  communes  aux  deux  complexes  linéaires,  on  l'établit 
ainsi  : 

Les  complexes  G^,  C^  ont  pour  équations  respectivement  (voir  le 
no  17) 

(iA^       ^  ^'^  "^  ^*^*  '^  '''^  +  ^iX  +  v)iY  +  ::,z  =  0, 

^    ■  (  Ih^  +  ^sM  +  r,N  +  $,X  +  r,,Y  +  Ç,Z  =  0; 

l'équation  suivante,  où  p  est  arbitraire} 

{P,  +  ?Pi)  L  +  (72  +  p^i)  M  +  (r,  +  pr,)  N 


^^^^   '  +  (;,  +  ?!,)  X  +  {r,,  +  prj  Y  +  C,  +  pr,)  Z  =  0, 
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définit  un  complexe  linéaire  qui  contient  toutes  les  droites  communes 
aux  deux  premiers. 
Complexe  Cherchons  à  déterminer  p  de  sorte  que  ce  complexe  soit  spécial, 

spécial.        c'est-à-dire  que  l'invariant 

soit  nul.  Dans  ce  cas,  les  quantités 

Pi  +  ?Pv     lî  +  P'/i'     ^'2  +  P^'v     ^j  +  P^n     '12  +  P^n     ?î  +  ?"i 

sont  les  coordonnées  d'un  segment  (n^  li)  et  l'équation  (15)  exprime 
que  la  droite  X,  Y,  Z,  L,  M,  N,  coupe  la  droite  1  qui  porte  ce  seg- 
ment. Un  complexe  spécial  est  ainsi  formé  de  l'ensemble  des  droites 
qui  coupent  une  droite  donnée  A.  Maintenant  l'équation  (16)  s'écrit 

(17)  3i\,  0^  +  2."W\,  ?  +  ,W,,  =  0, 

elle  donne  pour  p  deux  valeurs,  p',  p"  ;  à  chacune  de  ces  valeurs 
correspond  une  droite  A,  ce  qui  fait  deux  droites  Aj,  Aj  que  doivent 
rencontrer  les  droites  communes  aux  complexes  proposés. 

Ajoutons  que  si  dans  l'équation  (15)  on  met  p',  puis  p"  au  lieu  de 
p,  on  obtient  deux  équations  qui,  tant  que  p'  —  p'  n'est  pas  nul, 
forment  un  système  équivalent  au  système  (14). 

Il  en  résulte  que,  réciproquement,  toutes  les  droites  qui  coupent  à 

la  fois  Aj,  Ag  sont  communes  à  nos  deux  complexes.  On  en  concluia 

immédiatement  que  l^  et  Ag  sont  un  couple  de  droites  conjuguées 

communes  à  ces  deux  complexes  Cj,  G^.  On  voit  môme  que  quel  que 

soit  p,  les  droites  Aj,  \  forment  un  couple  de  droites  conjuguées  par 

rapport  au  complexe  représenté  par  l'équation  (15). 

Contact  d'une        Considérons  actuellement  une  surface  S  liée  au  corps,  on  prouve 

surface  avec     ^^^  un  raisonnement  analogue  à  celui  du  no  46,  que  pour  avoir  le 

son  en\e  oppe.   ^^-^^^  ^^^  j^g  points)  de  contact  de  la  surface  S  avec  son  enveloppe,  on 

doit  chercher  sur  S  les   points  dont   la   normale   coupe   les   deux 

droites  Aj,  Ag. 

Par  exemple,  si  S  est  un  plan,  ce  plan  touche  son  enveloppe  au 
point  de  rencontre  des  projections  sur  S  des  droites  Aj,  Aj. 
Foyers  d'une         On  peut  de  même  se  proposer  de  rechercher  les  foyers  d'une  droite 

droite  d'une     jj^g  ^^  corps.  Cette  droite  engendre,  en  effet,  une  congruence  puig- 
congruence.  ,      ,  ,   ,      , 

qu'elle  dépend  de  deux  paramètres. 
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Soient  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  les  coordonnées  de  cette  droite  dam  le 
tri'edre  mobile. 
■  Ces  coordonnées  sont  des  constantes. 

Le  lecteur  prouvera  aisément  que  les  foyers  se  trouvent  à  l'inter- 
section de  la  droite  considérée  avec  la  quadrique  représentée  par 
l'équation 

a,  +  q^z  -  1YJ,       ^,  +  q^z  —  r^y,       X 


(18) 


r,i+  i\x  —  p^z,       r,^  +  r^x—p^z,       Y 


=  0. 


Du  reste,  si  l'on  voulait  introduire  ici  les  considérations  du  n"  78, 
page  220,  il  suffirait  d'observer  que  les  normales  aux  surfaces  trajec- 
toires des  divers  points  de  la  droite  proposée  doivent  couper,  outre 
cetle  droite  2),  les  axes  de  rotation  ^^,  Aj,  en  sorte  que  la  quadrique 
que  nous  avons  appelée  Q  est  ici  définie  par  les  droites  2),  ^i  et  ^^. 

84.  La  géométrie  des  surfaces  et  des  congruences  offre  un  champ 
immense  aux  applications  des  mouvements  à  deux  paramètres.  Les 
formules  de  Godazzi,  par  exemple,  rentrent  dans  les  conditions  d'in- 
tégrabilité  (9)  et  (10). 
Théorème  Je  me  bornerai,  pour  terminer,  à  démontrer  un  beau  théorème  dû 

de  Ribaucour.   ^  Albert  Ribaucour  et  qui  rattache  le  problème  de  la  déformation  des 
surfaces  à  l'étude  de  certains  mouvements. 

Les  raisonnements  qui  nous  ont  servi  à  établir  le  théorème  de 
Schonemann  et  Mannheim  tombent  en  défaut  si  l'équation  (13)  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  l'équation  (17)  a  ses  racines  égales,  c'est- 
à-dire  si 

C'est  le  cas  limite  où  les  droites  A,,  \^  viennent  se  confondre.  Il  ne 
diffère  pas  essentiellement  du  cas  général. 

Il  en  est  tout  autrement  si  les  équations  (13)  ou  (17)  sont  des 
identité»,  c'est-à-dire  si 

3i\^  =  0,       5^.1,  =:.  0,       cW„  =  0. 

Dans  ce  cas,  les  mouvements  liélicoïdaux  tangents  se  réduisent  tou- 
jours à  une  simple  rotation,  et  cela,  quelle  que  soit  la  loi  du  mouve- 
ment. 

Les  équations  5^',i  =  0,  3(^i  =  0  expriment  que  les  déplacements 
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dans  lesquels  ti^  puis  u^  varient  seuls  sont  des  rotations  0,,  Q^  ;  appe- 
lons Aj,  \  les  axes  de  ces  rotations,  dont  {p^,  qy,  r^,  ^j,  y]^  i;,) 
(^25  ^2>  ''2»  ^2)  '''lî-,  C2)  sont  les  coordonnées.  L'équation  5^'jj  =  0 
exprime  alors  que  ces  axes  Aj  et  1^  se  coupent. 

Nous  appellerons  I  leur  point  de  rencontre  et  z  leur  plan  commun. 

Maintenant,  les  expressions 

■  n  '  1    .  ,       du.       ,       du^  , 

ou  1  on  a  pose  pour  abréger  Uy  =  — -'  y  u^  =  — ?  ?  sont,  quels  que 

soient  u[,  u'^,  les  coordonnées  d'un  segment  Q  porté  par  un  axe  A, 
et  ce  segment  Q  représente  une  rotation  à  laquelle  est  réductible  le 

u'. 
mouvement  tangent  quel  que  soit  le  rapport  —,  •  Or,  il  résulte  des 

u^ 

expressions  mêmes  de  ses  coordonnées  que  le  segment  m  est  la  résul- 
tante de  deux  segments  portés  par  les  axes  Aj  et  Ag  et  qui  sont  égaux 
l'un  au  produit  du  segment  Q^  par  le  nombre  u[,  l'autre  au  produit 
du  segment  Q^  par  le  nombre  ii[.  Le  segment  Q  est  donc  issu  du 

u' 
point  I  dans   le   plan  ::.   Quand   le   rapport  — J  prendra   toutes   les 

valeurs  possibles,  l'axe  A  décrira  évidemment  le  faisceau  plan  (I,  t:). 

On  peut  même  ajouter,  remarque  qui  a  son  utilité,  qu'en  vertu  du 

principe  de  correspondance,  le  rapport  anharmonique  de  quatre  axes  A 

u' 
sera  égal  au  rapport  anharmonique  des   quatre  valeurs  de  —7  aux- 

M, 

quelles  ils  correspondent. 

Considérons  actuellement  le  point  I;  il  dépend  des  deux  para- 
mètres Mj,  u^  et  décrit  dans  l'espace  une  certaine  surface  I,-;  il  décrit 
aussi  dans  le  corps  une  surface  I„,  qui  sera  le  lieu  des  points  du  corps 
avec  lesquels  le  point  I  peut  venir  coïncider. 

Le  théorème  de  Ribaucour  consiste  en  ce  que  les  surfaces  Ij  et 
I„,  sont  tangentes  l'une  à  Vautre  au  point  I,  le  plan  ::  est  leur 
plan  tangent  commun  et  enfin  elles  sont  applicables  l'une  sur 
l'autre. 

Supposons,  en  effet,  qu'on  prenne  pour  «j,  u^  des  fonctions  quel- 
conques du  temps;  le  point  I  va  décrire  sur  I,„  et  sur  I^deux  courbes 
C„„  C/,  C,„  sera  sa  trajectoire  relative  et  C/sa  trajectoire  absolue.  La 
vitesse  d'entraînement  du  point  I  étant  nulle,  puisque,  quel  que  soit 
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le  déplacement,  il  est  constamment  sur  l'axe  instantané  de  rotation, 
il  en  résulte  que  sa  vitesse  absolue  se  confond  avec  sa  vitesse  relative. 
Les  courbes  G,,^  et  Cy  sont  donc  tangentes  et  roulent  sans  glisser  l'une 
sur  l'autre.  Ceci  étant  vrai  quelle  que  soit  la  courbe  G„,  que  l'on  obli- 
gera le  point  I  à  décrire  sur  I„„  on  peut  en  conclure  déjà  que  les 
deux  surfaces  ly,  I,„  se  touchent  au  point  I, 

Gomme  de  plus,  puisqu'il  n'y  a  pas  glissement,  à  un  arc  de  courbe 
C,„  tracée  sur  I,„  correspond  un  arc  égal  de  la  courbe  Gy  tracée  sur  ly, 
on  voit  que  la  correspondance  ponctuelle  qui  existe  entre  les  surfaces 
ïf,  I,„  est  de  telle  nature  que  les  arcs  correspondants  sont  égaux. 

Les  deux  surfaces  I/,  I„,  sont  ainsi  applicables  l'une  sur 
l'autre. 

Soient  x,  y,  z  les  coordonMées  du  point  de  rencontre  I  des  axes 
des  deux  rotations  p,,  q,,  )\,  c,,  r,,,  'C,  et  p^,  q^,  r^,  E„  r,^,  ç„ 
on  a 


?1  =  —  f^i^  +  ^'iV^        ^a  =  —  r^X  +  p,Z, 


«^i 


H,= 


>'jl/, 


r^x  -j-  p^Zj      Lj  — 


p,y  +  q^x. 


Si  nous  écrivons  alors  les  conditions  d'intégrabilité  nous  trouverons 


ày 

'''du. 

dz 

~'^'du, 

'du. 

dx 
''du. 

dz 
^'du. 

dx 
~''du. 

dz 
^'du, 

^'du' 

dx 
'^'du. 

ày 

q    'y 

^'  du. 

dz 
du. 


dx      dy 
Multiplions  ces  trois  équations  respectivement  par  - — ■>   - — i 

(/  lit         0  tf| 


ajoutons  et  nous  trouverons 


dx 

dx 

du. 

dUf 

ày 

du. 

II 
du. 

dz 

dz 

du, 

du. 

=  0, 


dx     dy      dz 

en  multipliant  au  contraire  par  -; — ■>  -r— ,>  -z —  et  ajoutant  encore 
^  du,    dir    du. 
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P2, 

ÔX 

q^, 

dz 

ày 

dz 

=  0. 

^\-, 

dii^ 

à  11^ 

Ces  deux  équations  expriment  que  le  plan  des  deux  axes  est  préci- 
sément le  plan  tangent  à  la  surface  I„,  au  point  I. 

Le  théorème  de  M.  Ribaucour  ramène  ainsi  la  question  des  sur- 
faces applicables  sur  une  surface  donnée  à  l'étude  de  certains  mouve- 
ments de  cette  surface.  Le  cas  particulier  où  l'on  fait  rouler  une 
surface  sur  sa  symétrique  donne  lieu  à  des  propositions  analogues  à 
celles  que  nous  avons  déjà  rencontrées  pour  les  courbes.  Il  est  bon  de 
dire  ici  que  ce  cas  joue  un  rôle  à  part  et  qu'il  semble  échapper  à  la 
théorie  qui  fait  l'objet  du  cas  général. 

Mouvements  à  trois  paramètres. 


Mouvements 
à  trois 

paramètres 
réductibles  à 
des  rotations 

successives. 


85.  Les  mouvements  à  trois  paramètres  ont  été  beaucoup  moins 
étudiés  que  les- mouvements  précédents. 

Un  corps  qui  a  un  point  fixe  et  un  corps  dont  un  plan  peut  libre- 
ment glisser  sur  un  autre  plan  sont  deux  exemples  de  mouvements 
à  trois  paramètres.  Dans  ces  deux  cas  une  circonstance  remarquable 
se  produit  :  quelle  que  soit  la  loi  de  mouvement  que  l'on  impose  au 
corps,  à  chaque  instant  le  mouvement  hélicoïdal  tangent  se  réduit  à 
une  rotation.  Autrement  dit,  tout  déplacement  infiniment  petit  équi- 
vaut à  une  rotation. 

L'équation 

+  2  ^^tjjdMidMj  -t-  2  à{)^^du^du^  +  2  cfC^^^du^dii^  =  0 

qui  définit  les  déplacements  infiniment  petits  réductibles  à  dos  rota- 
tions est,  dans  ces  deux  cas,  une  identité,  ainsi  que  cela  se  produit 
avec  deux  variables  à  propos  du  théorème  de  Ribaucour. 

Il  y  a  quelque  intérêt  à  rechercher  si  ces  deux  mouvements  à 
trois  paramètres  sont  bien  les  seuls  qui  présentent  cette  cir- 
constance. 
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Observons  d'abord  que  l'on  a  par  hypothèse  ces  six  équations 


SpVière 

glissant 

sur  elle-même. 


Plan  glissant 
sur  lui-mt'ine. 


Mouvement 
d'une  (Igure 
qui  reste 
symétrique 
dune  figure 
fixe. 


M,,  =  0, 


'^33   0, 


cHU  =  0. 


:«>,,  =  0, 

5<'i3  =  0, 

Les  trois  premières  expriment  que  les  quantités  (p^,  Çj,  r,, 
^1»  "^MJ  '^i)  (^25  7s?  ^'ii  ki,  "Tit,  'Q  (Pi,  q„  î*3,  Ça,  vi3,  Q  sont  les  coor- 
données de  trois  segments  représentatifs  de  trois  rotations  autour 
d'axes  Aj,  Ag,  A^.  Les  trois  dernières  équations  expriment  que  ces 
axes  sont  deux  à  deux  dans  un  même  plan. 

Or,  si  trois  axes  pris  deux  à  deux  sont  dans  un  même  plan,  ou 
bien  ces  axes  forment  un  trièdre,  ou  bien  ils  forment  un  prisme,  ou 
bien  ils  forment  un  triangle.  Car  nous  excluons  le  cas  où  les  trois 
axes  étant  dans  un  même  plan  seraient  concourants  ou  parallèles. 
On  prouverait,  en  effet,  que  dans  ce  cas  le  nombre  des  paramètres 
indépendants  ne  saui-ait  être  égal  à  3. 

Nous  allons  donc  examiner  les  trois  hypothèses  précédentes. 
La  première  hypothèse  ne  fournit  pas  d'autre  mouvement  à  trois 
paramètres  que  celui  dans  lequel  un  point  du  coi'ps  est  fixe,  ou  ce 
qui  revient  au  môme,  dans  lequel  une  sphère  du  corps  glisse  arbi- 
trairement sur  elle-même. 

La  deuxième  hypothèse  ne  donne  que  le  mouvement  d'un  corps 
dont  un  plan  glisse  sur  lui-même. 
Reste  la  troisième  hypothèse. 

Dans  ce  cas  les  axes  des  rotations  instantanées  doivent  être  conte- 
nus dans  un  même  plan  et  y  former  un  triangle.  Or,  on  aperçoit 
tout  de  suite  un  mouvement  qui  remplit  cette  condition. 

Supposons  une  figure  F  qui  se  déplace  de  telle  sorte  qu'elle  soit, 
dans  toutes  ses  positions,  symétrique  d'une  figure  Fj  par  rapport  à 
un  plan  variable  de  l'espace.  Comme  la  position  du  plan  de  symétrie 
dépend  de  trois  coordonnées,  nous  aurons  ainsi  défini  un  mouvement 
à  trois  paramètres. 

Or,  soient  F,  F'  deux  positions  de  la  figure;  -,  r:  les  plans  par 
rapport  auxquels  elles  sont  respectivement  symétriques  d'une  même 
figure  Fj  de  l'espace.  C'est  une  proposition  de  géométrie  élémentaire 
facile  à  établir  qu'on  peut  amener  F  sur  F'  par  une  rotation  autour 
de  la  droite  d'intersection  des  plans  ::  et  ::',  rotation  dont  l'ampli- 
tude est  le  double  de  l'angle  de  ces  deux  plans.  On  voit  donc  que  tout 
déplacement  infiniment  petit  de  la  figure  F  est  équivalent  à  une  rota- 
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tion  infiniment  petite  autour  d'un  axe  A  situé  dans  le  plan  i:  par 
rapport  auquel  F  est  symétrique  de  la  figure  fixe  Fj. 

Prenons,  dans  la  figure  fixe,  un  trièdre  trirectangle  Tj  ;  son  symé- 
trique par  rapport  au  plan  z  est  un  autre  trièdre  trirectangle  T. 
Chaque  arête  de  T  s'appuie  sur  l'arête  homologue  du  trièdre  symé- 
trique et  la  coupe  au  même  point  que  le  plan  ::,  en  sorte  que  T,  ^^ 
déterminent  sur  le  plan  -  le  même  triangle. 

Réciproquement,  si  deux  trièdres  trirectangles  T,  Tj  définissent 
sur  un  plan  z  le  même  triangle,  on  sait  que  ces  trièdres  sont  symé- 
triques par  rapport  au  plan  de  ce  triangle.  On  peut  donc  définir  sans 
ambiguïté  le  mouvement  qui  nous  occupe  en  disant  que  : 

Un  trièdre  trirectangle  T  lié  au  corps  est  assujetti  à  s'appuyer 
par  ses  arêtes  sur  les  arêtes  d'un  trièdre  trirectangle  ^^  fixe  dans 
l'espace. 

Si  A,  B,  G  sont  les  points  d'appui  des  couples  d'arêtes  concourantes, 
les  deux  trièdres  sont  symétriques  par  rapport  au  plan  ABC  et  toute 
figure  F  liée  au  trièdre  T  est  symétrique,  par  rapport  à  ce  plan, 
d'une  figure  F^  liée  au  trièdre  fixe  Tj. 

Toute  courbe  G  liée  au  trièdre  T  ne  cesse  de  s'appuyer  sur  une 
courbe  Gj  liée  à  Tj  et  dont  elle  est  la  symétrique,  etc. 

Ce  mouvement  intéressant  convient  à  notre  troisième  hypothèse. 
Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  vérifier  qu'elle  ne  comporte  pas 
d'autre  solution. 

Si  l'on  vient  à  assujettir  le  plan  t.  à  une  condition,  il  enveloppe 
dans  le  corps  mobile  une  surface  fixe  S,  et  dans  l'espace  une  surface  Sj 
dont  S  est  la  symétrique,  en  sorte  qu'on  obtient  alors  un  mouvement 
à  doux  paramètres  dans  lequel  une  surface  S  roule  sur  une  surface  Sj 
dont  elle  est  sans  cesse  la  symétrique  par  rapport  au  plan  tangent 
commun.  Nous  retrouvons  ainsi  le  cas  particulier  de  roulement  de 
surfaces  signalé  à  la  fin  du  numéro  précédent. 
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CHAPITRE  XI 


Les  Systèmes  articules. 


Ilistûi'ique  86.    Par   ses  nombreux  contacts  avec  la  géométrie  et   par   les 

-des  systèmes     applications  multiples  qu'elle  trouve  clans  la  pratique,  la  théorie  des 
articulés. 

systèmes  articulés  constitue  une  transition  naturelle  entre  les  doc- 
trines géométriques  qui  précèdent  et  la  théorie  des  mécanismes  que 
nous  étudierons  plus  loin.  La  théorie  des  systèmes  articulés  ne  date 
que  de  1864.  Sans  doute  on  les  a  utilisés  bien  avant  cette  époque;  il 
se  peut  même  que  quelque  esprit  amoureux  de  précision  rétrospec- 
tive découvre  des  systèmes  articulés  dans  l'antiquité  la  plus  reculée; 
nous  apprendrions  une  fois  de  plus  que  tout  siècle  détient  incons- 
ciemment entre  ses  mains  les  découvertes  des  siècles  futurs,  et  que 
l'histoire  des  choses  devance  très  souvent  celle  des  idées.  Lorsque,  en 
1631,  le  P.  ScHEiNER  publia  pour  la  première  fois  la  description  de 
son  pantographe,  il  ne  connut  certainement  pas  l'idée  générale  dont 
son  petit  appareil  n'était  qu'une  manifestation  naissante;  on  peut 
même  affirmer  qu'il  ne  pouvait  -pas  la  connaître,  car  cette  idée  tient 
à  la  notion  élevée  de  la  transformation  des  figures,  notion  qui  appar- 
tient à  notre  siècle  et  donne  un  caractère  uniforme  à  tous  les  progrès 
qu'il  a  vus  s'accomplir. 

Le  mérite  de  Peaugellier,  de  Kempe,  de  Hart,  de  Lipkine  est 
moins  d'être  parvenu  à  tracer  avec  des  systèmes  articulés  telle  ou 
telle  courbe  particulière,  que  d'avoir  aperçu  les  moyens  de  réaliser 
avec  ces  systèmes  de  véritables  transformations  géométriques. 

Dans  cette  remarque  réside  ce  qu'il  y  a  de  vraiment  général  dans 
la  théorie  des  systèmes  articulés. 

On  connaît,  et  l'on  trouvera  du  reste  décrit  plus  loin,  le  dispositi 
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appelé  parallélogramme  de  Watt;  cet  appareil  a  pour  objet  de  faire 
décrire  approximativement  un  segment  de  droite  à  la  tige  d'un 
Peaiicollier.  piston.  Peaucellier,  en  1864,  trouva  une  solution  rigoureuse  du 
même  problème  à  l'aide  de  simples  leviers  articulés.  Sa  solution  passa 
inaperçue  et,  circonstance  peu  banale,  précisément  à  l'époque  où 
d'éminents  géomètres  en  étaient  arrivés  à  douter  de  la  possibilité 

Lipkine.  d'une  solution  du  problème.  Cependant,  en  1871,  M.  Lipkine,  élève 
de  M.  TcHEBiCHEFF,  ayant  trouvé  de  son  côté  la  solutit)n  exacte  de 
M.  Peaucellier,  et  obtenu  pour  cette  découverte  une  récompense  de 
son  gouvernement,  l'attention  se  porta  enfin  sur  le  véritable  inven- 
teur, notre  compatriote. 

Sylvostcr.  M.  Sylvester  s'intéressa  particulièrement  à  cette  belle  découverte 

et  s'employa  à  la  vulgariser  tout  en  étendant  son  domaine.  Sous  son 

inspiration  les  systèmes  articulés  ne  tardèrent  pas  à  acquérir  une 

Les  géomèires  grande  vogue  en  Angleterre,  où  ils  firent  l'objet  des  études  de  Hart, 

anglais.  Glifford,  Roberts,  Cayley,  Kempe.  Ces  éminents  géomètres  eurent 
d'abord  en  vue  la  description  mécanique  de  courbes  particulières  : 
coniques,  courbes  cubiques,  quartiques  ou  sextiques,  courbes  circu- 
laires. Hart  et  Kempe  trouvèrent  de  nouvelles  et  intéressantes 
solutions  du  problème  du  guidage  rectiligne  d'un  point  et  idéalisèrent 
d'intéressantes  transformations. 

Travaux  En  France,  on  peut  citer  les  travaux  de  M.  Saint-Loup  sur  les 

français.  systèmes  articulés  et  leur  application  à  la  résolution  des  équations; 
M.  Laisant  les  a  fait  servir  à  la  trisection  de  l'angle;  M.  Lemoine 
leur  a  consacré  plusieurs  écrits;  M.  Léauté,  envisageant  la  question 
au  point  de  vue  pratique,  s'est  occupé  de  décrire  à  Vaide  de  trois 
tiges  et  avec  le  plus  d'approximation  possible  une  courbe  donnée, 
problème  qui  est,  au  fond,  une  généralisation  du  guidage  rectiligne 
approché  de  Watt  déjà  traitée  par  Tciiebicheff. 

La  déformation  du  quadrilatère  articulé  est  une  question  essen- 
tielle pour  la  tbéorie  générale  des  systèmes  articulés.  M.  Darboux  lui 
a  consacré  plusieurs  notes  dans  son  Bulletin  et  dans  les  Comptes 
Rendus. 

Ajoutons  enfin  que  M.  Neuberg  a  publié  sur  la  question  le  résumé 
de  conférences  qu'il  a  faites,  et  où  les  principes  de  la  théorie  des 
•  systèmes  articulés  sont  présentés  sous  une  forme  entièrement  élémen- 
taire. Le  lecteur  désireux  de  se  renseigner  sur  la  bibliographie  des 
systèmes  articulés  pourra  consulter  la  liste  dressée  par  M.  Liguine 
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et  que  le  Bulletin  des  sciences  mathéinatiques  a  publiée  clans  le 
tome  VII  de  la  '2^  série,  tome  XVIII  de  la  collection.  ;     ^ 

87.  Pour  les  premiers  auteurs  qui  ont  écrit  sur  la  théorie  des 
systèmes  articulés,  un  tel  ensemble  se  composait  de  tiges  rigides 
assujetties  à  se  mouvoir  dans  un  même  plan,  certaines  d'entre  elles 
étant  reliées  par  des  pivots  normaux  à  ce  plan  de  manière  à  laisser 
variables  leurs  angles. 

Cette  manière  de  voir  s'explique,  car  les  premiers  appareils  arti- 
culés, le  pantographe,  le  parallélogramme  de  Watt,  l'appareil  de 
Peaucellier  ne  se  composaient,  schématiquement  du  moins,  que  de 
tiges  ou  droites  articulées,  les  points  décrivants  étant  constamment 
en  ligne  droite  avec  les  points  d'articulation. 

Mais  on  en  vint  bientôt,  avec  Sylvester,  à  considérer  la  trajectoire 
d'un  point  lié  invariablement  à  une  tige  et  formant  avec  elle  un 
triangle.  On  substitua  dès  lors  une  plaque  triangulaire  à  la  considé- 
ration de  la  simple  tige. 

Il  n'y  a,  du  reste,  aucune  raison  pour  s'en  tenir  à  la  forme  trian- 
gulaire. 

Tout  segment  de  droite,  ou  tige,  qui  se  meut  peut  être  considéré 
comme  entraînant  une  figure  plane  qui  lui  est  liée  invariablement,  et 
l'on  voit  alors  que  la  considération  d'une  simple  tige  est  au  fond  équi- 
valente à  celle  d'une  plaque  plane  qui  glisserait  sur  son  propre  plan. 

Nous  pouvons,  dès  lors,  donner  la  définition  suivante  d'un  système 

ARTICULÉ  PLAN  : 

C'est  un  ensemble  de  plaques  ou  figures  planes  assujetties  à 
rester  dans  un  seul  et  même  plan,  parmi  lesquelles  un  certain 
nombre  sont  reliées  entre  elles  par  des  charnières  ou  pivots  nor- 
maux au  plan  commun. 

Nous  avons  ajouté  l'épithète  plan  parce  que  l'on  rencontre  aussi 
des  systèmes  articulés  sphériques,  ou  plus  généralement  gauches,  ainsi 
que  nous  l'indiquerons  plus  loin. 

Si  deux  plaques  d'un  système  articulé  sont  reliées  par  deux  pivots, 
elles  sont  invariablement  liées  et  ne  forment  qu'une  seule  et  même 
plaque. 

Si  trois  plaques  A,  B,  G  sont  reliées  deux  à  deux  par  des  pivots 
formant  un  triangle,  elles  constituent  un  système  indéformable  et  ne 
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forment  qu'une  seule  et  même  plaque.  Si  donc  on  met  de  côté  le  cas 
peu  intéressant  de  trois  plaques  montées  sur  un  même  pivot,  on  voit 
qu'il  n'y  a  pas  de  système  articulé  comportant  moins  de  quatre 
plaques  ou  membres,  car  tel  est  le  terme  que  nous  emploierons 
désormais. 


Quadi'ilatèro 
ailiculé. 


Trois  formes 

de 

quadrilatères 

articulés. 


Systèmes  à  quatre  membres. 

88.  Les  systèmes  à  quatre  membres  sont  ainsi  les  plus  simples 
des  systèmes  articulés.  Ils  ont,  du  reste,  une  importance  réelle  par 
l'usage  constant  que  l'on  en  fait  dans  les  systèmes  plus  compliqués. 
Conformément  aux  remarques  précédentes,  nous  pourrons  réduire 
par  la  pensée  chaque  membre  à  la  tige  rigide  qui  joint  les  pivots 
auxquels  s'articulent  les  membres  adjacents. 

Supposons  donc  que  nous  disposions  de  quatre  tiges  de  longueurs 
a,  b,  c,  d,  que  nous  articulons  entre  elles  par  leurs  extrémités  dans 
l'ordre  même  qui  précède,  savoir,  la  tige  a  avec  la  tige  h,  puis 
h  avec  c,  puis  c  avec  d  et  enfm  d  avec  a. 

Nous  formons  ainsi  un  quadrilatère  articidé. 

Il  est  à  remarquer  que  le  quadrilatère  que  l'on  obtient  ainsi  est 
déformable  et  que  sa  forme  dépend  d'iui  seul  paramètre.  U.n  quadri- 
latère articulé  peut  présenter  trois  formes  d'aspects  différents.  Il 
est  toujours   possible,    en  premier   lieu,   de  former   avec  les   tiges 
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se   suivant  dans   l'ordre   ahcd,  un   quadrilatère   convexe   tel   que 
ABCD; 

Soit  C  le  symétrique  de  C  par  rapport  à  la  diagonale  BD,  le  qua- 
drilatère ABCD  ainsi  obtenu  est  ici  uni-concave,  il  est  formé  par 
les  mêmes  tiges  se  suivant  dans  le  même  ordre  ahcd;  soit  enfin  D' 
le  symétrique  du  point  D  par  rapport  à  la  diagonale  AC,  le  quadrila- 
tère ABCD',  que  nous  appellerons  hi-concave,  est  également  formé 
par  les  tiges  précédentes  se  succédant  dans  l'ordre  ahcd. 
Discussion  do        Du  reste,  nous  allons  discuter  les  conditions  de  construction  du 
la  constniction   quadrilatère  articulé. 
uadrUatèro         Considérons  les  tiges  «  et  d  qui  s'articulent  au  point  A  (fig.  63), 
articulé.        soit  B  l'extrémité  de  la  tige  a  et  D  celle  de  la  tige  d.  Appelons  0 
l'angle  BAD,  que  nous  pouvons  toujours  supposer  compris  entre  0 
et  180".  Le  triangle  BAD  nous  donne 

BD'  =  a*  +  d-  —  2ad.cos  0. 

La  tige  h  doit  s'articuler  en  B  et  la  tige  c  en  D  ;  pour  avoir  le  point 
G  où  s'articuleront  b  et  c  il  faudra  prendre  un  point  de  rencontre  des 
cercles  de  centres  respectifs  B  et  D  et  de  rayons  h,  c.  Il  faut,  avant 
tout,  que  ces  cercles  puissent  se  couper,  ce  qui  se  traduit  par  les 
inégalités 

(b  —  cf  <  BD*  <  (6  -f-  c)% 
ou  encore 

(h  _  c)2  <  a*  +  d^  —  2ad  cos  6  <  (b  +  c)'. 

On  peut  encore  écrire 


,«       L     rii 


d*^(h  +  cY  ^       a-  +  d-  —  {h  —  cf 


(1)  -— <  cos  0 


2ad  2ad 

Ces  conditions  limitent  en  général  la  valeur  du  cosinus  de  l'angle 
des  tiges  a  et  d,  en  sorte  que  la  révolution  relative  des  tiges  autour 
de  leur  pivot  commun  est  limitée. 
Pivots  Mais  si  l'on  a 

a'  +  d«  — (b  +  c)» 

(2)  '  ^ 

^"■^  j    g»  +  d'  -  (b  -  ey  _ 

[  2ad  —    ' 

le  cosinus  peut  recevoir  toutes  les  valeurs  comprises  entre  —  1  et 


à  rt'volulion 


coniplt'te.  i     PTZTj "  —  —  ^ 
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+  1  ;  nous  dirons  alors  que  le  pivot  est  à  révolution  complète,  car 
le  quadrilatère  est,  dans  ce  cas,  constructible  pour  toute  valeur  de 
l'angle  0. 

Les  conditions  précédentes  s'écriront 

(a  +  df  —  (h  +  cy  ^  0,       {d  —  a)«  —  (h  —  cf  >  0, 

ou  encoi-e,  en  supprimant  le  facteur  a  -\-  h  +  c  +  d  dans  la  pre- 
mière inégalité, 

(3)  a  +  d  —  h  —  c^O,     {d  —  a  +  h  —  c)  {d  —  a  +  c  —  h)^0. 

Condition  pour       On  peut  toujours  appeler  a  le  plus  petit  des  côtés  a,  d;  supposons, 

q";"'\  de  plus,  pour  fixer  les  idées  &  <  c  (le  cas  de  &  >  c  se  discute  de 
quadrilatère  »       \     i     r     .  , 

ait  des  pivots  k  même);  le  facteur  d—a  +  c—he&i  positif  et  les  inégalités  ci-dessus 

révolution  se  réduisent  à 


complète. 


La  première  inégalité  s'écrit  .     . 

(a  —  î>)  +  (d  —  c)  <  0 
et  la  seconde 

d  —  c  >  a  —  h. 

La  première  inégalité  est  donc  incompatible  avec  l'hypothèse  a^-h, 
car  alors  a  —  h  et  d  —  c  seraient  positifs;  leur  somme  ne  pourrait 
être  négative. 

On  a  donc  forcément  a  <  &,  et  comme  ?><;c,  onaa<?><:c; 
on  a  supposé  d'ailleurs  a  <;  d,  donc  a  est  le  plus  petit  côté  du  qua- 
drilatère. 

Amsi,  quand  un  pivot  est  à  révolution  complète,  il  appartient  à 
la  plus  petite  tige  du  quadrilatère. 

On  peut  ajouter  que  dans  ce  cas  la  somme  du  plus  petit  et  du 
plus  grand  côté  est  au  plus  égale  à  la  somme  des  deux  autres. 

Si  d  est  le  plus  grand  côté,  cela  résulte  de  la  condition  supposée 
remplie 

a  -\-  d  —  b  —  c<0; 

supposons,  au  contraire,  que  ce  soit  c,  on  a  alors  h  -<:  c,  et  nous 
avons  vu  que  l'on  a  dans  cette  hypothèse 

d  —  a  +  b  —  c^O 
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OU 


a  +  c  —  b  +  d:<0, 

ce  qui  démontre  encore  le  théorème. 

Même  démonstration  si  h  est  le  plus  grand  côté. 

La  réciproque  de  ce  théorème  est  vraie  et  elle  va  nous  conduire  à 
un  résultat  complet. 

Supposons  que  le  plus  petit  côté  a,  ajouté  au  plus  grand,  donne 
une  somme  au  plus  égale  à  celle  des  deux  autres  côtés  ;  on  va  prouver 
que  les  deux  pivots  situés  sur  le  plus  petit  côté  a  sont  à  révolution 
complète. 

Soit,  en  effet,  d  un  côté  s'articulant  au  côté  a;  il  suffit  de  prouver 

les  inégalités 

a  -^  d  —  h  —  c  <  0, 

(d  —  af  —  (&  —  c)^  >  0, 

qui  expriment  que  le  pivot  où  d  et  a  s'articulent  est  à  révolution  com- 
plète; car  la  même  démonstration  s'appliquerait  à  l'autre  pivot  porté 
par  a. 

Supposons  d'abord  que  d  soit  la  plus  grande  des  quatre  tiges,  on  a 
alors,  par  hypothèse, 

a  -\-  d  -^h  -^  c; 

c'est  justement  la  première  inégalité  à  vérifier;  si  l'on  suppose,  pour 
fixer  les  idées,  &  <:  c,  comme  on  a  d  :>  c,  a  <:  6  on  trouvera 

d  —  a'>^  c  —  h, 

où  d  —  a,  c  —  h  sont  positifs,  et  en  élevant  au  carré, 

{d  —  a)«  >  (c  —  h)\ 

ce  qui  est  la  seconde  condition.  De  même  si  on  avait  b  >-  c. 

Faisons  maintenant  une  autre  hypothèse  et  supposons  que  la  plus 
grande  tige  soit  h  on  c,  c  par  exemple;  on  a  par  hypothèse 

a  +  c  —  h  —  d<0 
ou  encore 

a  +  d— &  —  c  +  2(c  —  d)<0, 

comme  c  —  d  est  positif,  il  faut  bien  que  a  -^  d  —  h  —  c  soit  négatif, 

ce  qui  est  la  première  inégalité  à  démontrer.  On  a  ensuite,  d'après 

l'hypothèse, 

c  —  b  *=z  d  —  a. 


Quadrilatères 

qui  ont 

■trois  pivots 

à  révolution 

complète. 
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OÙ  c  —  h  et  d  —  a  sont  positifs,  donc 

(c  _  hy  <  (d  _  a)\ 

ce  qui  est  la  seconde  inégalité  qu'il  fallait  prouver.  Le  cas  où  h  est  le 
plus  grand  côté  se  traite  de  même. 
Ainsi,  en  résumé  : 

SI  un  pivot  d'un  quadrilatère  est  à  révolution  complète,  il  en 
existe  un  second  qui  se  trouve  dans  les  mêmes  conditions,  et  ces 
deux  pivots  sont  aux  extrémités  de  la  plus  petite  tige;  de  plus, 
la  somme  de  la  plus  grande  et  de  la  plus  petite  tige  est  alors 
égale  au  plus  à  la  somme  des  deux  autres  tiges.  Cette  condition 
est  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  existe  des  pivots  à  révolution 
complète. 

Nos  raisonnements  n'excluent  pas  les  cas  limites,  en  sorte  que  le 
théorème  est  vrai  même  s'il  y  a  égalité  entre  les  deux  sommes  de 
l'énoncé. 

Cherchons  maintenant  s'il  y  a  des  quadrilatères  articulés  admettant 
plus  de  deux  pivots  à  révolution  complète.  Dans  ce  cas,  deux  pivots 
opposés,  A,  G  par  exemple,  sont  à  révolution  complète. 

Or,  nous  avons  trouvé  les  conditions  suivantes  pour  que  A  soit  à 
révolution  complète  (fig.  63)  : 

a  -h  d  —  h  —  c<0, 
(d—ay  —  {b  —  cy-^0; 

pour  que  C  soit  aussi  à  révolution  complète  il  faudra  avoir,  do  même, 

b  +  c  —  a  —  d<0, 

(b  —  cy  -(d-ay^O; 

le  rapprochement  de  ces  inégalités  nous  prouve  que 

a  +  d  —  b  —  c  =  0, 

(d  —  ay  —  {b  —  cy  =  0. 

11  y  a  deux  cas  à  distinguer  : 


10 

20 


^  a  +  d  —  b  —  c  =  0, 

(  d  —  a  -f  -  b  —  c  =  0  ; 

(  a  +  (/  —  fe  —  c  =  0, 

(  ,j  —  a  —  b  +  c  =  0. 
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Le  premier  cas  nous  donne  a  =  h,  d  =  c.  Nous  trouvons  donc  un 
quadrilatère  dans  lequel  les  côtés  sont  égaux  par  deux,  les  côtés 
opposés  étant] inégaux.  Un  tel  quadrilatère  s'appelle  un  rhomboïde, 
il  a  une  forme  convexe  appelée  kite  ou  cerf-volant  par  les  Anglais 
et  une  forme  uniconcave  appelée  spear-head  ou  fer  de  lance. 


Quadrilatères 

qui  ont  tous 

leurs  pivots 

à  révolution 

complète. 


CERF-VOLANT. 


Fig.  64. 


FER  DE  LANCE. 


Supposons  que  AB,  BG  soit  le  couple  des  plus   petits  côtés;  on 
vérifie  aisément  que  les  pivots  A,  B,  G  sont  à  révolution  complète,    > 
mais  que  le  pivot  D,  où  aboutissent  les  grands  côtés,  est  à  révolution 
limitée. 

2»  Examinons  la   seconde  hypothèse;   elle  nous   donne  a  =  c, 
h  =  d.  Les  côtés  opposés  du  quadrilatère  sont  égaux. 


M-ï' 


PARALLÉLOGRAMME. 


Fig.  65. 


CONTRE-PARALLÉLOORAMME. 


Le  quadrilatère  est  alors,  soit  un  parallélogramme,  soit  un  quadri- 
latère bi-concave  qui  a  reçu  le  nom  de  contre-parallélogramme.  Le 
lecteur  vérifiera  aisément  que  dans  ces  deux  derniers  cas  tous  les 
pivots  du  quadrilatère  sont  à  révolution  complète. 
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Représentation       89.  Dans  un  article  inséré  au  tome  III  du  Bulletin  des  sciences 
deM.Darboux.   mathématiques,  'ie  série,  page  109,  M.  Darboux  a  rattaché  la  question 
de  la  déformation  des  quadrilatères  articulés  à  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques.  Voici  en  quelques  mots  le  principe  de  sa  méthode  : 

Soient  a,  6,  y  les  angles  des  tiges  AB,  BC,  CD  avec  la  tige  D  A  ;  on 
a  évidemment,  en  projetant  sur  D  A  et  sur  une  perpendiculaire  à  DA, 


(4) 

d'où  l'on  tire 

(5) 


d  +  a  cos  a  +  6  cos  ^  +  c  cos  y  =  0, 
a  sin  a  +  b  sin  p  +  c  sin  v  =  0, 


d+  ae'"-    +  he'^   +  ce'^  =0. 
d  +  ae-'''-h  be-'^+  ce-''^=  0. 
Posons  X  =1  e^^,  y  =z  e^^ ,  z  =  e^^ ;  ces  équations  deviennent 

.    l    ax  4-  b?/  +  CJ  4-  d  =  0, 
(0)  \    a  h       '    c 

X         y  z 


i H-+-+d=:0. 

\      OC 


Interprétées  en  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  r,  ces  équations 
représentent  la  section  plane  d'une  surface  du  troisième  ordre,  c'est- 
à-dire  une  cubique  plane.  Or,  une  cubique  plane  est  une  courbe 
elliptique,  c'est-à-dire  du  premier  genre,  et  les  coordonnées  de  ses 
points  sont  des  fonctions  uniformes  doublement  périodiques  d'un 
paramètre.  On  pourra  donc  représenter  ainsi  x,  y,  z,  et  par  suite  cos  a, 
cos  (3,  cos  Y,  sin  a,  sin  ^,  sin  y  ;  M-  Darboux  a  développé  ces  calculs. 
La  cubique  devient  vmicursale  si  le  plan  est  tangent  à  la  surface 
cubique.  On  trouve  qu'il  faut   avoir  pour  cela  une  relation  de  la 

forme 

a±h±c±d=zO. 

Comme  il  est  impossible  qu'un  côté  égale  la  somme  des  trois  autres, 
il  faut  que  la  somme  des  deux  côtés  a  et  d  égale  celle  des  deux  autres 

a  +  d  ^  6  4-  c. 

On  peut  supposer  que  a  est  le  plus  petit  côté;  alors  d  doit  être  le 
plus  grand.  On  retrouve  donc  le  cas  limite  déjà  considéré.  Le  quadri- 
latère est  alors  constamment  circonscriptible  à  un  cercle. 

Les  quadrilatères  qui  ont  plus  de  trois  pivots  à  révolution  com- 
plète correspondent  aux  cas  où  la  cubique  se  décompose. 


■epréscntation. 
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La  méthode  précédente  fait  correspondre  des  points  imaginaires  de 
la  cubique  à  des  positions  réelles  du  quadrilatère. 

On  peut  se  proposer  de  trouver  une  représentation  où  les  rapports 
de  réalité  soient  conservés.  Nous  opérerons  comme  il  suit  : 
Autre  Nous  partons  des  équations 

c?  +  a  cos  a  +  &  cos  p  +  c  cos  Y  =  0, 
a  sin  a  +  &  sin  ^  +  c  sin  y  =  0, 

«,  h,  c,  d  étant  l'ordre  de  succession  des  côtés  du  quadrilatère. 

Ces  équations  nous  donneront  cos  y  et  sin  y  quand  cos  a,  cos  p, 
sin  a,  sin  (3  seront  connus.  Or,  nous  tirons  de  ces  équations 

{d  +  a  cos  a  +  b  cos  ^f  +  (a  sin  a  +  6  sin  ^y  =  c% 

ou  encore 

«2  .i.  52  _  c^  +  ^2  _^  <2da  cos  a  +  2cl&  cos  3 


{  +  2a&  cos  a  cos  ^  +  2a&  sin  a  sin  ^  =  0. 

Il  est  clair  qu'à  chaque  système  de  valeurs  de  sin  a,  cos  a,  sin  p, 
cos  (3  qui  vérifient  cette  équation,  il  correspond  une  forme  déterminée 
du  quadrilatère.  Si  donc  nous  posons 

2m  1  — m^        .    „         2v  „      1— u" 

(8)    sma^i 5'    cosx  =  ;j ^^    sin^^j— — ■,?  cos3=— — ,, 

^  ''  1+it^  1  +  ti*  '^      i+v-  1+ ti- 

en sorte  que  m,  v  sont  liés  par  l'équation 

a'  +  h^  —  c^  +  d'  +  2ad  •   . -,  +  Ihd  ■ -^ 

l       +  ^^^^  (1  +  tO  (1  -V  v^)  -^  ^  ""^  (1  -^  ^<')  (1  +  v^)  -  ^' 

à  chaque  système  de  valeurs  de  m,  i;  vérifiant  cette  équation  il  corres- 
pond une  forme  déterminée  du  quadrilatère.  Il  faut  observer  que 
l'équation  précédente  admet  à  la  fois  les  deux  systèmes  de  solutions 
(w,  v){ —  M,  —  v),  et  que  ces  deux  systèmes  de  valeurs  fournissent 
deux  quadrilatères  symétriques  par  rapport  à  la  droite  AD,  c'est- 
à-dire  qui  peuvent  être  amenés  en  coïncidence  par  une  rotation  de 
180"  autour  de  la  droite  AD. 

Les  formules  précédentes  reviennent  à  faire  correspondre  à  chaque 
forme  du  quadrilatère  un  point  d'une  courbe  du  quatrième  degré  du 
genre  1,  dont  it,  v  seraient  les  coordonnées  d'un  point  courant. 
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Posons,  pour  abréger, 

a  =  —  a+  h  +  c  +  d,     ^=:a  —  b-\-c~{-d,     y=za  +  b  —  c  +  d, 

o  =  a  +  h  +  c  —  d, 

ix'==d^a  —  h  —  c,     ^'  =  d  +  h  —  a  —  c,     y'=:d  +  c  —  a  —  h, 

G=:a+  h-h  c  +  d; 

réquation  précédente  rendue  entière  s'écrit 

—  By'm'v*  +  a^'M^  4-  [ia'u*  +  Sabuv  +  yz  =  0, 
et  en  résolvant  par  rapport  à  v, 


Aabu  ±  l^o  (u) 

V  = —-—  ) 

où  l'on  pose 

0  (u)  =  (a^'n^  +  Y^)  Oy'W  —  (Sa')  +  i6a^b''u\ 

Ces  formules  vont  nous  permettre  de  résoudre  la  question  suivante  : 
Avec  des  tiges  de  longueur  donnée  se  succédant  dans  un  ordre  donné 
a,b,  c,  d,  on  a  construit  deux  quadrilatères  Q,,,  Q^^,  est-on  assuré 
de  pouvoir  passer  de  Q^,  à  Qj  par  voie  de  déformation  en  faisant  varier 
les  angles  d'une  façon  continue?  Désignons  par  (tt^,  Vg)  (i<j,  t\)  les 
valeurs  de  ii,  v,  correspondant  aux  deux  quadrilatères;  il  faudra 
qu'en  suivant  de  proche  en  proche  des  valeurs  de  u,  v  vérifiant 
l'équation  ci-dessus,  on  puisse  passer  du  système  de  solutions  {vq,  Vq) 
au  système  (Uj,  t\). 

Considérons  l'ensemble  des  nombres  réels  et  soient  p,  q  deux 
de  ces  nombres;  ces  deux  nombres  réels  partagent  l'ensemble 
précédent  en  deux,  savoir  :  l'ensemble  des  nombres  tous  finis 
compris  entre  p  et  q,  et  en  second  lieu  l'ensemble  des  nombres 
qui  ne  sont  pas  compris  entre  p  et  q.  Les  premiers  nombres 
constituent  une  suite  continue;  on  peut  en  dire  autant  des 
seconds  malgré  que  l'infini  en  fasse  partie,  et  à  la  condition  de  ne 
point  regarder  comme  une  discontinuité  le  passage  brusque  de 
—  00  à  +  00  ou  inversement.  Cette  conception  est,  comme  on  sait, 
en  harmonie  avec  une  multitude  de  faits  géométriques;  nous  allons 
l'utiliser  ici  en  observant  que  le  passage  par  l'infini  de  u  ou  de  v  est 
un  fait  secondaire  qui  ne  correspond  à  aucune  discontinuité  dans  la 
déformation  du  quadrilatère.  De  même  on  peut  dire  que  quatre 
nombres  réels  p,  q,  r,  s  partagent  l'ensemble  des  valeurs  réelles  en 
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quatre  ensembles  pq,  qr,  7*s,  sp;  l'un  de  ces  ensembles  comprend 
l'infini;  ils  sont  tous  extérieurs  les  uns  aux  autres. 

Ceci  posé,  si  p,  q,  r,  s  sont  les  quatre  racines  de  ç  (u)  =  0 
supposées  réelles,  il  est  clair  que,  dans  deux  ensembles  contigus, 
ç.  (m)  acquiert  des  signes  contraires,  tandis  que  o  (u)  sera  positif 
dans  deux  ensembles  non  contigus.  Si  donc  on  prend  ii^  dans  l'un 
de  ces  ensembles,  et  u^  dans  l'autre,  il  sera  impossible  d'aller  de 
proche  en  proche  de  u^  en  u^  en  laissant  o  (u)  positif,  comme  il  doit 
l'être,  et  l'on  pourra  trouver  deux  quadrilatères  Q^,  Q^  irréductibles 
l'un  à  l'autre  par  voie  de  déformation.  Il  faut  donc  que  ç  (w)  ait 
seulement  deux  ou  même  zéro  racines  réelles. 

Or,  nous  allons  montrer  que  la  dernière  hypothèse  doit  être  écartée. 
Si,  en  effet,  le  radical  ne  s'annule  pour  aucune  valeur  réelle  de  u,  il 
sera  impossible  de  passer  du  système  de  valeurs  (v,  u)  au  système 
(u',  u)  où  V  et  v'  correspondent  l'un  au  signe  -h,  l'autre  au  signe  — • 
du  radical.  Il  sera,  par  exemple,  impossible  de  passer  d'un  quadri- 
latère Q(,  à  son  symétrique  par  rapport  à  DA.  En  résumé,  il  faut 
donc  que  o  (u)  admette  deux  racines  réelles,  qui  seront  forcément 
égales  et  de  signes  contraires.  Posons  u^  =:  U.  Le  trinôme  du  second 
degré 

devra  admettre  une  racine  positive  unique;  l'autre  racine  sera  donc 
négative,  et  par  conséquent  le  produit  des  racines  sera  négatif.  On 
eu  conclut,  a,  ^,  y,  o,  7  étant  positifs,  la  condition 

a'3'7'>0. 

On  aura  remarqué  que  les  équations  (4)  d'où  nous  sommes  partis 
ne  tiennent  pas  compte  de  l'ordre  des  côtés  du  quadrilatère.  La 
condition  précédente  est  naturellement  dans  le  même  cas,  et  les 
côtés  y  figurent  symétriquement.  Supposons  alors,  pour  fixer  les 
idées,  que  a  soit  le  plus  petit  côté  et  d  le  plus  grand;  (î',  y'  sont 
positifs  d'eux-mêmes,  et  la  condition  ci-dessus  se  réduit  à 

a'  =z  d  +  a  —  h  —  c  >*  0. 

Ainsi  nous  letombons  sur  la  même  différence  qui  nous  a  déjà  servi 
de  critérium  dans  la  question  des  pivots. 

Si  cette  condition  est  vérifiée,  on  constate  aisément  par  les  mêmes 
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raisonnements  que  ci-dessus  que  l'on  peut  toujours  passer  d'un 
^  quadrilatère  à  l'autre  par  voie  de  variation  continue  des  angles. 

Si  a'  est  nul,  la  courbe  du  quatrième  degré  devient  unicursale  et 
les  cosinus  et  sinus  des  angles  a,  [3,  y  sont  des  fonctions  rationnelles 
d'un  même  paramètre  qui,  par  sa  variation  continue  de  —  oo  à  +  oc, 
fournira  tous  les  quadrilatères  possibles  en  passant  de  l'un  à  l'autre 
par  voie  de  déformation. 

Le  seul  cas,  par  conséquent,  où  il  y  ait  deux  catégories  de  quadri- 
latères irréductibles  les  uns  aux  autres  par  voie  de  déformation,  est 
celui  où  la  différence 

d  +  a  —  h  —  c-<:0 

est  négative,  c'est-à-dire  les  quadrilatères  qui  admettent  deux  pivots 
à  révolution  complète,  et  non  circonscriptibJes  à  un  cercle. 

Transforma-         90.    Supposons  que  dans  un  quadrilatère  articulé  ABCD  on  fixe 
tion  des        ,^,^6  tige  AD;  on  peut  alors  faire  abstraction  de  cette  tige  et  se  con- 

,       ,  ^.      "     tenter  de  porter  l'attention  sur  les  pivots  fixes  A  et  D.  Les  autres 

de  rotation  au  ^  ^ 

moyen  de  tiges  AB,  BC,  CD  constituent  alors  ce  que  les  Anglais  ont  appelé 
quadrilatères  u^  trois-harres.  Dans  la  pratique,  les  tiges  AB,  DG  portent  le  nom 
de  manivelles  ;  BC  est  la  bielle. 

Si  A  et  D  sont  des  pivots  à  révolution  complète,  quand  la  tige  AB 
tournera  continûment  autour  du  point  A,  la  lige  DG  tournera  conti- 
nûment autour  de  D.  L'appareil  transforme  ainsi  un  mouvement  de 
rotation  continu  autour  de  A  en  un  autre  autour  de  D. 

Si  A  étant  toujours  à  révolution  complète,  le  pivot  D  était  au 
contraire  à  révolution  limitée,  une  rotation  continue  autour  de  A  se 
transformerait  en  une  rotation  oscillatoire  ou  alternative  autour 
du  pivot  D.  Ou  réalise  alors  avec  l'appareil  la  transformation  d'un 
mouvement  circulaire  continu  en  un  mouvement  circulaire  alter- 
natif. 

Enfin,  en  toute  hypothèse,  un  mouvement  circulaire  alternatif 
autour  de  A  se  trouvera  transformé  en  un  mouvement  circulaire 
alternatif  autour  de  D. 

Cependant  si  A  est  à  révolution  limitée  et  D  à  révolution  complète, 
et  si  l'oscillation  autour  de  A  embrasse  toute  l'étendue  de  la  révolu- 
tion limitée,  qui  peut  être  accomplie  autour  de  ce  pivot,  la  tige  DG 
tournera  continûment  autour  de  D  et  l'appareil  permettra  de  trans- 
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former  le  mouvement  oscillatoire  autour  de  D  en  un  mouvement 
continu  autour  de  A. 

Ainsi  on  peut,  au  moyen  du  trois-barres,  réaliser  la  transformation 
d'un  mouvement  circulaire  continu  en  un  mouvement  circulaire 
continu;  d'un  mouvement  circulaire  continu  en  un  mouvement 
circulaire  alternatif  et  inversement;  enfin,  d'un  mouvement  circu- 
laire alternatif  en  un  autre  mouvement  circulaire  alternatif,  et  le 
tout  autour  d'axes  parallèles. 

L'application  des  inégalités  (1)  ou  (2)  permettra,  dans  tous  les  cas, 
de  définir  la  nature  du  mouvement  ou  inversement  de  construire  un 
système  qui  transforme  l'un  dans  l'autre  deux  mouvements  donnés. 

Il  y  a  lieu  d'observer  qu'en  dehors  du  cas  du  parallélogramme  (où 

il  est  égal  à  l'unité)  le  rapport  —  des  vitesses  angulaires  des  tiges 

(i) 
AB,  DG  est  variable. 

La  tige  CB  s'appuyant  par  ses  extrémités  sur  les  cercles  de  centres 

A,  D  et  de  rayons  XB  =  a,  DC  =  c  ffig.  66),  le  centre  instantané  de 

rotation  est  le  point  de  rencontre  I  des  rayons  prolongés  AB,  DG;  si 

l'on  appelle  e  la  vitesse  de  rotation  instantanée  autour  de  I,  w,  w'  les 


,••;] 


•  Fig.  00. 

vitesses  angulaires  autour  de  A,  D,  les  vitesses  de  B,  G  auront  chacune 
deux  expressions  :  aw  =  BI .  e  pour  B  et  cw'  =  GI .  e  pour  G;  on 
en  peut  conclure 

a.o)        BI 
ou 

o>'  _  n     CI 
^~c  '  Bl' 

Cinématique.  17 


CI 
BI 

= 

AH 
AB  ~ 

AH 

c 
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Prolongeons  la  bielle  BC,  soit  H  son  point  de  rencontre  avec  la 
parallèle  AH  à  DG,  les  triangles  semblables  BIG,  ABH  donnent 

AH 


d'où 


La  ligne  AH  étant  variable,  il  en  est  de  môme  du  rapport  des 
vitesses. 

Parallé-  ^^  •  Parmi  les  trois-barres  les  plus  remarquables  on  peut  signaler 

lograuiine.  d'abord  celui  dans  lequel  ABGD  est  un  parallélogramme.  Dans  ce 
cas,  les  tiges  DG  et  AB  restant  parallèles,  leurs  vitesses  angulaires 
sont  constamment  égales.  On  peut  observer  que  dans  ce  cas  tout 
point  lié  invariablement  à  l'une  des  tiges  mobiles  et  formant  ou  non 
un  triangle  avec  elle  décrit  toujours  un  cercle  avec  la  vitesse  angu- 
laire propre  à  la  tige  AB  (ou  DG). 
Contre-parallé-  Le  mouvement  dans  le  cas  du  contre-parallélogramme  est  plus  inté- 
logiamnic.  ressant.  Pœportons-nous  à  la  figure  65  et  supposons  fixée  la  tige  AD. 
Le  centre  instantané  de  la  bielle  sera  le  point  I,  intersection  des 
rayons  (manivelles)  AB,  DG  des  cercles  décrits  par  les  extrémités 
B,  C  de  la  bielle.  Le  lecteur  prouvera  aisément  l'égalité  des  triangles 
AID,  GIB.  Cherchons  dès  lors  le  lieu  du  centre  instantané  I  dans  le 
plan  fixe  (c'est-à-dire  lié  invariablement  à  AD).  La  somme 

AI  +  DI  =  AI  +  IB  =  AB  =  a 

est  constante;  ce  lieu  est  donc  une  ellipse  E^  de  foyers  A,  D  et  dont  a 
est  le  grand  axe.  Cherchons  de  même  le  lieu  de  I  dans  la  figure 
mobile  (c'est-à-dire  par  rapport  au  segment  BC).  La  somme  CI  -h  IB 
=  CI  +  ID  ^  a  est  constante;  en  sorte  que  lejieu  de  ce  centre 
instantané  par  rapport  au  segment  BG  est  une  ellipse  E  égale  à  la 
proposée,  dont  B,  G  sont  les  foyers. 

La  bissectrice  II'  de  l'angle  DIB  est  la  tangente  commune  à  E  et  E(, 
au  point  I  ;  du  reste  la  figure  est  symétrique  par  rapport  à  cette  tan- 
gente, en  sorte  que  B  est  le  symétrique  de  D  et  G  celui  de  A..  De  la  sorte 
le  mouvement  de  la  bielle  BG  est  celui  de  l'axe  focal  d'une  ellipse  E 
qui  roulerait  sans  glisser  sur  une  ellipse  E^  égale  et  symétrique. 

Au  n^  58  nous  avons  examiné  les  roulements  de  cette  nature. 


Description 

(ies  podaires 

d'ellipses 

et  d'iiyperboles 

avec 

un  système 

articulé. 


Duplicateur 

de  tours 
(le  Reuleaux. 
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Nous  savons  qu'un  point  quelconque  de  la  figure  mobile  décrit 
une  podaire  (amplifiée  dans  le  rapport  2)  de  la  roulette  fixe  par 
rapport  à  un  point  fixe  du  plan.  Donc,  dans  le  cas  présent,  tout  point 
lié  à  la  bielle  BG  décrira  une  podaire  d'ellipse.  Les  points  B,  G,  en 
particulier,  décrivent  des  cercles  ;  cela  concorde  avec  ce  fait  que,  dans 
l'ellipse,  la  podaire  du  foyer  est  un  cercle. 

Le  lecteur  prouvera  aisément  qu'en  fixant  la  tige  GD  au  lieu  de  la 
tige  AD,  on  obtient  un  mouvement  dans  lequel  tout  point  lié  à  la 
bielle  AB  décrit  une  podaire  d'hyperbole. 

Les  lieux  du  centre  instantané  F  dans  la  figure  mobile  et  dans  le 
plan  fixe  sont,  en  effet,  deux  hyperboles  égales  qui  roulent  en  restant 
symétriques  par  rapport  à  leur  tangente  commune. 

On  doit  à  Reuleaux  un  autre  dispositif  très  curieux.  Il  consiste 
en  un  rhomboïde  ffig.  61)  dans  lequel  les  deux  grands  côtés  égaux 
BG=:BA  sont  doubles  des  deux  petits  côtés  AD  =:  DG.  Fixons 
un  des  petits  côtés,  par  exemple  AD,  et  faisons  tourner  AB  à 
partir  de  la  position  AB„,  DC  est  alors  couché  sur  DA.  Quand  B 
déorit  l'arc  B^BB^  égal  à  180°  —  60°  =  120°,  le  point  G  décrit 


B,,- 


Firj.  61. 

la  demi-circonférence  ACCj.  Quand  ensuite  B  décrit  l'arc  de  60°, 
BjBjGj,  le  point  G  décrit  la  demi-circonférence  GjG^A,  et  lorsque 
AB  est  couché  sur  AGj,  DG  est  de  nouveau  couché  sur  DA.  Ainsi, 
après  un  demi-tour  de  AB^,  GD  a  fait  un  tour  complet.  On  consta- 
tera ensuite  aisément  que  AB  continuant  son  tour,  DG  en  recom- 
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mence  un  autre;  ainsi,  AB  étant  en  ABj,  DG  est  en  DC3.  Quand  B 
aura  la  position  symétrique  de  B^  par  rapport  à  AD,  DG  sera  de 
nouveau  en  DGj,  et  finalement  AB,  revenant  en  AB,,,  DG  reviendra 
encore  en  DA.  En  résumé,  après  un  tour  complet  de  AB,  GD  aura 
fait  deux  tours. 

La  théorie  analytique  de  cet  appareil  est,  du  reste,  des  plus  faciles. 

Désignons  par  G  l'angle  de  AB  avec  AB^,  par  0  celui  de  DG 

avec  DA;  dans  le  triangle  ADB,  l'angle  ADB  vaut  |  et  l'angle  DBA 

0  1  " 

vaut  0  —  ^;  comme  D  A  =  -  AB,  on  a  donc 


\ 

V 

1 

DA       1 

.       0 

sin-^ 

~AB~2 

,        1 

tang  -  ? 

=z 

2  sin  0 

2 

cos  6  +  1 

ou 

(10) 

La  discussion  de  cette  formule  conduit  aux  résultats  précédents. 

Cas  général  II  y  a  lieu  d'observer  que  siDA  =  detAB  =  a  sont  quelconques, 

•^  "^"  la  môme  méthode  nous  donnera 

rhomboïde 

quelconque.  /  ,\ 


(11)         "-V"  ^^= 

.       0 

sm^ 

DA       d 
AB       a 

et  la  formule  précédente  deviendra 

1 

sin  0 

(12)  tang  -  ç  = 


2  '  d' 

cos  Oh — 
a 

c'est  la  formule  qui  convient  à  la  déformation  d'un  rhomboïde  quel- 
conque (1).  Soit  P  un  point  lié  invariablement  à  la  bielle  BG  ;  M.  Gayley 
a  fait  voir  que  sa  trajectoire  est  une  courbe  du  quatrième  ordre 

(•)  La  propriété  si  curieuse  fie  duplication  appartient  au  cas  d'un  rhomboïde 
quelconque.  Les  courbes  roulettes  pour  la  bielle  sont  'es  limaçons  de  Pascal  dont 
un  seul  possède  une  boucle  rentrante. 
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bi-circulaire  à   point  double  et,  par  conséquent,    une  podaire  de 
conique. 

Ce  résultat  est  intéressant  si  on  le  rapproche  de  celui  qui  a  été 
obtenu  pour  le  cas  du  contre-parallélogramme. 

Prenons  AB^  pour  axe  des  x,  une  perpendiculaire  en  A  pour  axe 
des  y,  appelons  Q  la  projection  du  point  P  sur  BG  et  désignons  par 
p,  q  les  distances  BQj  QP;  soit  enfin  ^  l'angle  de  BC  avec  la  paral- 
lèle BH  à  AD,  l'examen  du  triangle  BGH  nous  fait  voir  que  l'on  a 
<p  =:  6  +  ({^.  De  la  sorte,  l'équation  (11)  devient,  par  l'introduction 
de  4»  au  lieu  de  ç ,  . 

.    /^-^\ 

oir»   i    L  I 

d 


ou  encore 

Projetons  sur  les  axes  le  contour  ABQP;  nous  avons  ainsi  les  coor- 
données x,  y  du  point  P. 

X  =z  a  cos  G  —  p  cos  'b  —  q  sin  »!/, 
y  =z  a  sin  a  —  p  sin  J;  +  q[  cos  4». 

Posons  7n  = >  tang  -  =:=  t,  et  nous  aurons 

d  -h  a         "2         ' 


l_fs  t^  —  w}  2t 


(14) 


1  +  r  V  -h  m}  V  -\-  m* 


On  constate  aisément  qu'en  faisant  t  =  —  i  ou  t  =  î)iî  on  obtient 
dans  les  deux  cas  le  même  point  à  l'infini  dans  la  direction  y  +  ix 
=  0;  de  même  t  =  -f-  i,t  =  —  mi  donnent  un  point  à  l'infini  dans 
la  direction  y  —  ix  :=0.  On  peut  en  conclure  que  les  formules  (14) 
représentent  une  courbe  unicursale  du  quatrième  degré  bi-circulaire, 
c'est-à-dire  qui  possède  trois  points  doubles,  dont  un  est  à  distance 
finie  et  les  deux  autres  coïncident  avec  les  points  circulaires  à 
l'infini. 

Le  même  problème  a  été  traité  dans  le  cas  général  d'un  quadri- 


262  LEÇONS   DE   CINÉMATIQUE. 

latère  articulé  quelconque  par  M.  Roberts  et  par  M.  Gayley(i)  (Pro- 
ceedings  of  the  London  mathematical  Society,  t.  VII).  La  courbe 
trajectoire  est  en  général  du  sixième  degré  et  admet  comme  points 
triples  les  points  circulaires  à  l'infini.  Elle  admet  en  outre  trois  points 
doubles  à  distance  finie. 

Transformateurs  articulés. 

92.  Les  quadrilatères  articulés  dont  on  a  fixé  une  tige  constituent 
des  systèmes  à  liaisons  complètes.  Nous  pourrions  continuer  dans 
celte  voie  et  considérer  des  systèmes  articulés  plus  compliqués  et 
également  à  liaisons  complètes,  mais  il  vaut  mieux  rattacher  la  consi- 
dération de  ces  systèmes  à  celle  des  transformateurs  articulés.  Nous 
allons  expliquer  ce  que  nous  entendons  généralement  par  là. 

Considérons  un  système  articulé  qui  ne  soit  pas  à  liaisons  com- 
plètes, c'est-à-dire  tel  que  si  l'on  fixe  un  de  ses  membres,  le  mouve- 
ment des  autres  membres  dépende  de  plus  d'un  paramètre.  Nous 
nous  en  tiendrons  d'ailleurs  au  cas  de  deux  paramètres  indépen- 
dants. 

Soient  deux  points  P,  P'  liés  chacun  à  l'un  des  membres  du 
système,  en  sorte  que,  sauf  les  limites  résultant  des  dimensions  finies 
de  l'appareil,  P  et  P'  puissent  décrire  une  figure  arbitraire  du  plan. 
Quand  P  décrira  une  certaine  figure  d'un  mouvement  continu,  P'  en 
décrira  une  seconde  qui  sera  la  transformée  de  la  première. 

Nous  allons  éludier  quelques  transformations  que  l'on  peut  ainsi 
réaliser  au  moyen  de  systèmes  articulés. 

Nous  arriverons  à  ce   résultat  curieux  qu'au  moyen  de  simples 
quadrilatères  articulés  on  peut  réaliser  la  similitude,  les  rotations,  les 
translations,  l'inversion,  toutes  transformations  qui  sont  anallagma- 
tiques,  c'est-à-dire  qui  changent  un  cercle  du  plan  en  un  autre. 
l^aiitoj?rapho         Le  parallélogranfmie  articulé  va  nous  fournir  le  pantograplic. 

Soit  un  parallélogramme  articulé  dont  nous  imaginerons  les  côlés 
suffisamment  prolongés;  considérons  quatre  points  P,  Q,  R,  S  pris 
sur  les  côtés  de  ce  parallélogramme  et  supposons  que  ces  quatre 
points  se  trouvent  en  ligne  droite  dans  une  certaine  position  du  paral- 


du 
P.  Scheiner. 


(1)  D'après  M.   Haton   [Mécanismes,  p.  193),  l'équation  de  la  courbe  aurait  été 
d'abord  obtenue  par  M.  de  Prony. 
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lélogramme.  Nous  allons  prouver  qu'ils  sont  toujours  en  ligne  droite 
quand  le  parallélogramme  vient  à  se  déformer. 

En  effet,  puisque  ces  quatre  points  sont  une  fois  en  ligne  droite, 
les  segments  constants  PA,  QA,  PB,  BR  vérifient  la  proportion 


PA 
QÂ 


PB 
BR 


Maintenant,  cette  proportion  étant  consfamment  satisfaite,  il  on 


Fig.  68. 
résulte  inversement  que,  dans  toute   position  du  parallélogramme, 
les  triangles  PAQ,  PBR  sont  semblables  et  alors  les  points  P,  Q,  i\ 
sont  en  ligne  droite.  Même  démonstration  pour  les  points  P,  R,  S, 
en  sorte  que  les  quatre  points  P,  Q,  R,  S  sont  en  ligne  droite. 

On  remarquera  que,  d'après  la  similitude  constante  des  triangles 
APQ,  BPR,  GRS,  les  longueurs  variables  PQ,  PR,  PS,  sont  entre 
elles  dans  des  rapports  constants. 

Si  donc  on  place  en  Q  un  pivot  autour  duquel  le  côté  A  D  du  parallé- 
logramme pourra  tourner,  en  faisant  décrire  une  figure  à  la  pointe 
d'un  style  placé  en  S,  le  point  R,  muni  d'un  tracoir,  décrira  une 
figure  homothétique  et  Q  sera  le  centre  d'homothétie.  On  pourrait 
aussi  placer  le  pivot  en  P,  et  le  style  et  le  traçoir  en  l'un  quelconque 
des  autres  points  Q,  R,  S, 

Cet  appareil  est  très  connu  sous  le  nom  de  pantograplw. 

Sylvester  a  imaginé  un  autre  pantographe. 

Sur  les  c(Més  CD  et  BC  d'un  parallélogramme  articulé  construisons 
deux  triangles  semblables  BEC,   CDF  dans    lesquels   les   couples 
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d'angles  égaux  sont 

fBG  =  CBE,      FGD  =  CEE,      DFG  =  ÊCB. 
Supposons  que  l'on   fixe  le   parallélogramme   par  son    sommet 
H  A   et   que    l'on    réalise   sous 

forme  de  plaques  rigides  les 
deux  triangles  BGE,  CDF; 
nous  allons  prouver  que  si 
l'on  fait  décrire  une  certaine 
figure  au  point  E,  le  point  F 
décrira  une  figure  homothé- 
tique  qui  aurait  tourné  d'un 
angle  constant. 

La  similitude  des  triangles 
CDF  et  BGE  nous  donne,  en 
effet, 


DF 
DC 


BG 
BË 


et  comme 

DC=:  AB,  BG  =  AD, 


nous  pouvons  écrire 


DF 
AB 


AD 
BE 


Comme  les  angles  en  D  et  B  des  triangles  FDA,  EBA  sont  égaux, 
cette  proportion  prouve  la  similitude  de  ces  deux  triangles,  et  l'on  a, 
par  conséquent, 

AF       DF       AD 

ÂË=ÂB  =  BË  =  ''"'*'^^'' 

J'ajoute  que  l'angle  FAE  est  égal  à  l'angle  constant  CBE.  Car 
l'angle  DAE,  à  cause  du  parallélisme  deBCet  de  AD  vaut  la  somme 
des  angles  AEB,  CBE.  Or  il  se  compose  de  deux  parties  dont  l'une 
DAF  est  égale  à  AEB;  donc  la  seconde  partie  FAE  est  bien  égale 

à  CBE. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

/"\  DF 

Si  l'on  appelle  a  l'ang'e  FDG  et  r  le  rapport  — -  '  on  voit  qu'en 
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menant  par  A  deux  axes  rectangulaires  Ax,  Ay,  et  regardant  E,  F 
comme  les  points  représentatifs  de  deux  variables  imaginaires  Z,  Z^, 
l'appareil  précédent  réalise  la  transformation 

Zj  =  HZ, 

où  H  est  une  constante  imaginaire  dont  r  est  le  module  et  a  l'argument. 

Réalisation  Le  même  appareil  permet  de  réaliser  une  rotation.  Si,  en  efTet,  le 

d'une  rotation,   triangle  GDF  et,  par  suite,  le  triangle  GBE  sont  isocèles,  AF  est 

égal  à  AE.  Dès  lors,  lorsque  le  point  E  décrira  une  figure,  le  point  F 

décrira  la  même  figure,  qui  aurait    seulement  tourné  d'un  angle 

a  =  FDC. 

Application         On  trouve  une  intéressante  application  du  pantographe  de  Syl- 

a  la  courbe      yester  dans  la  démonstration  d'un  très  remarquable   théorème  dû 
clecnte  par  un 

point  à  ^'  Roberts,  et  d'après   lequel   la  courbe  décrite   par  un   point 

d'une  bielle,     lié  à  une  bielle  peut  être  engendrée  de  deux  autres  manières  au 
moyen  de  deux  autres  trois-barres. 

Reportons-nous  à  la  figure  69;  supposons  que  le  point  E  décrive 
un  cercle  de  centre  G  et  de  rayon  GE,  le  point  F  décrira  un  autre 
cercle  de  centre  H  et  de  rayon  H  F.  Gonstruisons  les  parallélo- 
grammes ECKG  et  GFHL.  Joignons  les  points  L  et  K,  nous  for- 
mons ainsi  un  triangle  dont  l'angle  KGL  est  égal  à  l'angle  constant; 

a=:FDG  =  FAE.  En  effet,  les  deux  rayons  homologues  GE,  H  F 
font  entre  eux  l'angle  a;  or,,  ils  sont  parallèles  à  KG  et  L  G.  De  plus, 
les  côtés  KG,  CL  de  ce  triangle  sont  constants;  le  triangle  a  donc  une 
forme  invariable;  on  peut  même  remarquer  qu'il  est  semblable  aux 
triangles  GDF  et  EBC,  car  FH,  EG  sont  dans  le  rapport  de  D F  et 
de  DG.  On  pourra  donc,  sans  introduire  aucune  gêne  au  mouve- 
ment des  points  E,  F  sur  leurs  cercles,  réaliser  la  plaque  triangu- 
laire LKG  et  l'articuler  en  G  au  parallélogramme  ABGD,  en  K  et  L 
aux  parallélogrammes  GEGK,  GLHF. 

Geci  posé,  envisageons  le  mouvement  du  point  G. 

Nous  pouvons  considérer  le  point  G  comme  sommet  du  triangle 
GDF  lié  à  la  bielle  F  D  dans  le  trois-barres  AD  FH,  lequel  est,  au  fond, 
un  trois-barres  quelconque. 

Mais  nous  pourrons  aussi  bien  regarder  le  point  G  comme  étant  le 
sommet  du  triangle  BGE  lié  à  la  bielle  BE  dans  le  trois-barres 
ABEG,  ou  bien  regarder  le  point  G  comme  étant  le  sommet  du 
triangle  LKG  lié  à  la  bielle  LK  dans  le  trois-barres  G  KL  H. 


Principe 
de  l'échange 

de  bielle 
et  manirello. 


Autre 

démonstration 

du  théorème 

de  Cayley. 
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Ainsi  se  trouve  établie  la  triple  généi'ation  découverte  par 
M.    iloberts  {'). 

Le  pantographe  de  Sylvester  donne  encore  lieu  à  une  remarque 
intéressante  connue  sous  le  nom  de  principe  de  l'échange  de  bielle  et 

,B     manivelle. 

Soit  un  trois-barres  quelconque 
ABGD,  où  DC,  AB  sont  les  mani- 
velles et  BG  la  bielle. 

Construisons  le  parallélogramme 
^^    DG'BG,  dont   le    sommet   D   sera 
fixe. 

Nous   venons   de   voir   qu'à   tout 
point  E  lié  à  BC  on  peut  faire  cor- 
^^3-  '^^-  respondre  un  point  F  lié  à  BG'  et 

tel  que  les  points  E,  F  décrivent  des  courbes  semblables. 

Si  donc  on  remplace  les  deux  tiges  DG,  GB  par  les  deux  tiges 
DG',  G'  B,  ce  qui  revient  à  échanger  la  bielle  BG  contre  la  manivelle 
CD,  on  voit  que  l'ensemble  des  courbes  décrites  par  des  points  liés 
à  la  nouvelle  bielle  sera  composé  de  courbes  semblables  à  celles  que 
décrivent  les  points  liés  à  la  bielle  primitive. 

Cette  remarque  si  simple  nous  fournit  une  démonstration  intui- 
tive du  théorème  démontré  par  M.  Cayley  au  moyen  du  calcul  sur  les 
trajectoires  dans  le  cas  du  rhomboïde.  En  effet,  reportons-nous  à  la 
figure  70  qui,  pour  ne  pas  multiplier  les  figures,  a  été  construite 
dans  l'hypothèse  où  ABCD  est  un  rhomboïde. 

Si  nous  échangeons  la  bielle  BG  et  la  manivelle  DG,  nous  obte- 
nons le  contre-parallélogramme  ADC  B. 

Nous  savons  que  tout  point  lié  à  BC,  dans  le  mouvement  du 
contre-parallélogramme,  décrit  une  podaire  de  conique  à  centre; 
donc  il  en  est  de  même,  dans  le  mouvement  du  rhomboïde,  pour 
tout  point  lié  à  BC. 

Cette  remarque  nous  permettrait  même  au  besoin  de  déterminer 
la  conique  et  le  point  double  de  la  courbe. 

Si  BC  est  plus  grand  que  AD,  la  conique  sera  une  ellipse;  elle 
sera  une  hyperbole  dans  le  cas  contraire. 

(')  Cette  démonstration  est  empruntée  à  l'excellent  petit  traité  Kinematik  de 
M.  Petersen.  Les  trois  pivots  A,  G,  H  sont  les  points  de  rencontre  des  asj'mptotes 
isotropes  imaginaires  conjuguées  (foyers  singuliers). 


Inverseur  de 
Hart. 
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93.  Soit  ABGD  un  confre-parallélogramine  et  P,  Q,  R,  S  quatre 
points  qui,  pour  une  forme  du  contre-parallélogramme,  soient  sur  une 
môme  parallèle  à  la  direction  commune  des  diagonales  AG,  BD.  On 
constate  facilement  que  ces  points  restent  toujours  sur  une  même 
parallèle  aux  diagonales  quand  on  vient  à  déformer  le  contre-parallé- 
logramme. 

Les  triangles  semblables  APQ,  ADB  et  DPR,  DAG  nous  donnent 


PQ 
AP 


BD 

âd' 


PR 
PD 


AG 
AD^ 


d'où 


PA.PD 
PQ.PR  =  — =-  .BD.AG. 
AD 


Fig.  7i. 


Or,  menons  BI  parallèle  à 
DA;  la  figure  AIBD  est  un 
parallélogramme,  en  sorte  que 
BD  =  AI  et  IBG  est  un  trian- 
gle isocèle,  en  sorte  que  le 
Q  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  B  sur  IG  est  le 


milieu  0  de  IG.  Nous  avons,  dès  lors, 

BD  .  AG  =  AI .  AG  =  (AO  —  01)  (AO  +  01)  =  Âô'  —  Ôl*, 
mais  les  triangles  rectangles  BAO  et  BIO  nous  donnent 

âb'  =z  Iô'  +  ôb' 
BG'  =  Bi'  =  Ôî'  +  Ob', 
donc,  par  soustraction 

Âb'  -  BC'  =  ÂÔ'  _  ôl'  rrr  BD  .  AG. 

On  a  donc,  en  définitive, 

PA.PD 
PQ.PR=-^^rr-(ÂB'_ÂD*). 
AD       ^  ^ 

Il  est  ainsi  prouvé  que  le  produit  PQ  .  PR  est  constant. 

Si  donc  on  assujettit  la  tige  AD  à  tourner  autour  d'un  pivot  placé 
en  P,  et  si  l'on  fait  décrire  une  figure  au  point  Q,  le  point  R  décrira 
une  figure  inverse  de  la  première. 


Inverseur 
de  Peaucellier 
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On  démontrerait  de  même  que  le  produit  QP .  QS  est  constant,  en 
sorte  que  si  Ion  place  en  Q  le  pivot,  les  points  P,  S  décrivent  encore 
deux  figures  inverses,  mais  avec  une  puissance  négative  d'inversion. 

Un  autre  inverseur,  qui 
est  le  premier  dans  l'ordre 
historique,  est  dû  à  Peau- 
cellier. 

11  se  compose  d'un  losange 
BGDC,  aux  sommets  B,  D 
duquel  s'articulent  deux  bri- 
^  des  égales  AB,  AD,  libres  de 
tourner  autour  d'un  même 
pivot  A. 

Les  sommets  G,  C   sont 
Fig-  72.  constamment  alignés  sur  le 

point  A  ;  de  plus  on  a 

AG .  AG'  =  (AE  +  EG)  (AE  —  EC) 


=  ÂË' 


EG". 


Or,  les  triangles  rectangles  ADE,  DEG  nous  donnent 


d'où 


AE  =AD  —  DE,       EG  =DG  —  DE, 


AG.AG'=AE  —  EG   =  AD   —  DG  =  constante. 


Généralisation 

de  l'inverseur 

Peaucellier. 


Il  en  résulte  que  lorsque  le  point  G  décrit  une  figure,  le  point  G' 
décrit  une  figure  transformée  de  la  première  par  rayons  vecteurs 
réciproques. 

La  grandeur  relative  des  brides  AD,  AB  et  des  côtés  du  losange 
est  sans  importance;  ainsi,  l'on  pourrait  prendre  comme  brides  les 
liges  A'B,  A' G  plus  courtes  que  les  côtés  du  losange;  mais  alors  la 
puissance  d'inversion  serait  négative  et  les  points  G,  G'  seraient 
constamment  de  part  et  d'autre  du  pôle  A'  d'inversion. 

On  a  généralisé  l'inverseur  Peaucellier  en  remplaçant  le  losange 
BGDG'  par  un  rhomboïde  BGD'  G'. 

Rappelons  d'abord  que  si  dans  un  quadrilatère  la  somme  des 
carrés  de  deux  côtés  opposés  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des 
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deux  autres  côtés,  les  diagonales  de  ce  quadrilatère  sont  rectangu- 
laires. La  condition  est  nécessaire  et  suffisante  (*). 

Dès  lors,  si  l'on  déforme  un  tel  quadrilatère,  ses  diagonales  restent 
rectangulaires  ;  tel  est  le  cas  du  losange,  du  rhomboïde. 

Prenons  alors  (fig.  72J  un  rhomboïde  BGD'C  et  un  quadrilatère 
à  diagonales  rectangulaires  ABCD'  ayant  avec  lui  en  commun  les 
côtés  BG  et  CD';  les  diagonales  GC,  CA  devant  être  toujours  nor- 
males à  la  diagonale  commune  BD',  sont  toujours  coïncidentes;  les 
points  G,  G'  sont  en  ligne  droite,  et  l'on  constate  encore,  comme  plus 
haut,  que  le  produit  AG,  AG'  est  constant. 

Kempe  et  Sylvester  ont  généralisé  également  l'appareil  de  Hart  en 
considérant  des  points  pris  en  dehors  des  tiges  d'un  contre-parallélo- 
gramme. Ges  géomètres  sont  ainsi  parvenus  à  réaliser  d'un  même 
coup  une  inversion  et  une  rotation,  comme  cela  a  lieu  déjà  pour  la 
similitude  dans  le  pantographe  oblique.  Mais  nous  renverrons  le 
lecteur  à  deux  articles  insérés  dans  les  tomes  II  et  III  de  la  Nouvelle 
Correspondance . 


94.  Soient  deux  parallélogrammes  articulés  ABGD,  BPP'G  ayant 
im  côté  commun  BG;  fixons  les  sommets  A  et  D;  si  l'on  fait  décrire 


Fig.  73. 


Fig.  74. 


une  figure  au  point  P,  il  est  clair  que  le  point  P'  décrit  une  figure 
qui  se  déduit  de  la  précédente  par  une  simple  translation. 


(1)  Pour  les  propriétés  des  quadrilatères  à  diagonales  rectangulaires,  on  pourra 
voir  ce  qu'en  dit  M.  Darboux  dans  le  mémoire  du  Biil'etin  des  Sciences  mathématiques 
déjà  cité. 


Réverseur 
de  Kenipe. 


Réalisation   de 
Ja  symétrie. 


Multiplicateur 
de  Kempe. 


Additeur 

et  soustracteur 

de  Kempe. 
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Proposons-nous,  étant  données  deux  tiges  A,  A'  articulées  en  A 
ffig.  74J  d'en  guider  une  troisième  A'  articulée  aussi  en  A  et  assu. 
jettie  à  rester  symétrique  de  A  par  rapport  à  A'. 

Prenons  sur  A,  A'  deux  longueurs  AB,  AD  et  achevons  le  contre- 
parallélogramme  ABGD,  qui  sera  articulé  en  ses  sommets.  L'intro- 
duction de  ces  nouvelles  tiges  ne  gêne  en  rien  le  mouvement  relatif 
des  tiges  A,  A'.  Prenons  ensuite  sur  DG  une  longueur  DE  telle  que 

DE_DA 
DÂ  "■  DG 

et  achevons  le  contre-parallélogramme  ADEF,  articulé  lui  aussi  en 
ses  sommets.  Ce  nouveau  contre-parallélogramme  sera,  d'après  la 
proportion  précédente,  semblable  au  premier,  et  la  tige  AF  ou  A' 
fera  avec  A'  le  même  angle  que  A'  fait  avec  A. 

Le  réverseur  de  Kempe  peut  servir  à  réaliser  la  symétrie  par 
rapport  à  une  droite  A'.  Supposons,  en  effet,  qu'avec  deux  de  ces 
appareils  on  ait  réalisé,  outre  le  couple  de  tiges  A,  A'  un  second 
couple  Aj,  Aj  indépendant  du  premier,  mais  dans  lequel  les  tiges 
Aj,  Aï  s'articulent  encore  en  A,  tout  en  restant  symétriques  par 
rapport  à  A'.  Il  est  clair  que  l'on  peut  construire  sur  A  et  A^  d'une 
part,  sur  A"  et  Aj  d'autre  part,  deux  parallélogrammes  qui  ne  cesse- 
ront pas  d'être  symétriques  par  rapport  à  A' .  Les  sommets  P,  Q  de 
ces  parallélogrammes  opposés  au  sommet  A  seront  sans  cesse  symé- 
triques par  rapport  à  la  droite  A'. 

Le  réverseur  peut  être  considéré  à  un  autre  point  de  vue;  il 
permet  de  guider  une  tige  A'  qui  fasse  avei  une  tige  A  un  angle 
double  de  celui  que  fait  avec  A  une  autre  tige  A'.  A  cet  égard,  il 
peut  donc  servir  de  duplicateur  d'angles. 

Mais  on  peut  aller  plus  loin  ffig.  74J.  Sur  le  contre -parallélo- 
gramme ADEF,  construisons-en  un  second  AFGH  comme  ADEF 
avait  été  construit  sur  ABGD,  c'est-à-dire  en  prenant 

FG_  AF 
ÂF"~FÊ' 

la  tige  AH  ou  A'"  fait  avec  A  un  angle  triple  de  l'angle  0  de  A'  avec  A. 
En  continuant,  on  aperçoit  la  possibilité  de  guider  une  tige  A'"'  arti- 
culée en  A,  et  faisant  avec  A  un  angle  égal  à  nO. 

Enfin,  le  réverseur  permet  encore  d'obtenir  l'addition  ou  la  sous-, 
traction  des  an'des. 
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Supposons,  en  effet,  que  l'on  ait,  par  l'emploi  de  deux  réverseurs, 
obtenu  que  les  tiges  A,  1"  demeurent  symétriques  par  rapport  à  une 

tige  A',  ainsi  que  deux  autres 
Al,  Ai'.  Si  l'on  appelle  0,  ç  les 
angles  de  ^^,  ![  avec  A,  il  est 
clair  que  A"  fait  avec  A  un  angle 
égal  à  0  +  ç. 

Si  donc  les  tiges  A„  A^,  A  sont 
données,  on  pourra,  par  l'intro- 
duction de  la  tige  auxiliaire  A'  et 
par  le  moyen  de  deux  réverseurs 
guider  une  tige  A"  qui  fasse  avec  A 


Fig.  75 


un  angle  égal  à  la  somme  des  angles  de  A,,  AJ  avec  A. 

Si,  au  contraire,  on  regarde  comme  données  les  tiges  A,  A',  A  ,  on 
pourra,  par  l'introduction  de  la  tige  auxiliaire  A',  guider  une  ti'^e  A" 
qui  fasse  avec  A  un  angle  égal  à  la  différence  des  angles  que  font 
avec  A  les  tiges  A"  et  A^;  on  a,  en  effet, 

a;aa  =  a''aa-\aa. 

Sur  la  considération  de  ces  simples  appareils,  Kempe  a  fondé  la 
démonstration  de  ce  remarquable  théorème  : 

On  peut  toujours  trouver  un  système  articulé  dont  un  point 
décrive  une  courbe  algébrique  donnée  à  l'avance. 

La  démonstration  de  cette  proposition  offre  un  exemple  curieux  des 
raisonnements  généraux  que  l'on  peut  faire  sur  les  systèmes  articulés. 
Soit  donc  une  courbe  algébrique  C,  P  un  de  ses  points,  0  un  point 
fixe  du  plan  et  Oa;,  Oy  deux  axes  rectangulaires. 

Construisons  un   parallélogramme  articulé  dont    les   côtés  p,   q 

auront  des  longueurs  bien  déter- 
minées et  dont  0,  P  seront  deux 
sommets  opp(îsés.  Quand  le  point 
P  décrira  la  courbe  C,  le  parallé- 
logramme se  déformera  et  les  an- 
gles 0,  ç  que  font  ses  côtés  avec 
l'axe  Ox  varieront  en  restant  liés 
par  une  certaine  relation  facile  à 
Fig.  16.  former. 
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Soient  x,  y  les  coordonnées  du  point  P,  on  a 

X  =  p  cos  6  +  g  cos  9, 
y  =  p  s'm  <)  +  q  s'in  o; 

si  donc  f(x,  y)  =  0  est  l'équation  entière  et  rationnelle  en  x,  y  de 
la  courbe,  f{x,  y)  pourra  s'écrire  sous  la  forme  d'un  polynôme  entier 
en  cos  6,  sin  6,  cos  o,  sin  ç  et,  remplaçant  partout  les  puissances  des 
sinus  et  cosinus  par  des  cosinus  ou  des  sinus  des  multiples  des  arcs, 
nous  arriverons  à  mettre  cette  équation  sous  la  forme 

(15)  V  A  cos  (mO  ±  n<f  +  a)  =  0, 

où  m,  n  sont  des  entiers,  A  un  coefficient  positif  constant  et  a 

désigne  soit  zéro,  soit  ±  ^)  soit  ::. 

Gomme  6  est  l'angle  de  OM  avec  Ox  et  o  celui  de  ON  avec  le 
môme  axe,  nous  saurons,  au  moyen  de  réverseurs  employés  comme 
multiplicateurs,  additeurs  ou  soustracteurs,  réaliser  le  guidage  d'une 
droite  A,  ,  .  qui  s'articule  en  0  et  fasse  avec  Ox  l'angle 
w6  ±  nç  +  a,  tandis  que  OM,  ON  tournent  autour  de  0  (^). 

Supposons  donc  construits  tous  les  axes  qui  correspondent  ainsi 
chacun  à  un  terme  de  l'équation  (15),  et  portons  sur  chacun  d'eux,  à 
partir  de  0,  un  segment  OH.  _^^  ,^  dont  la  longueur  soit  propor- 
tionnelle au  coefficient  A  du  terme  cos  (mO  dr  nç  +  a)  dans  l'équa- 
tion (15). 

L'équation  (15)  exprime  que  la  somme  des  projections  sur  Ox  de 
tous  ces  segments  est  nulle. 

Pour  éviter  la  complication  des  notations  précédentes,  dénotons 
par  OGj,  OGg,  ...,  OG^.  les  segments  précédents. 

Sur  OGi  construisons  le  parallélogramme  articulé  OG,LjKj  et 
puis  le  parallélogramme  articulé  LjKjO'GÎ;  le  segment  O'G^  est 
constamment  égal,  et  parallèle  à  OGj.  De  même,  construisons  les 
deux  parallélogrammes  articulés  OGjLjK,  et  K^LjGgGJ,  le  segment 
G^Gj  sera  constamment  équipollent  au  segment  OG^.  On  pourra 

(1)  Si  a  est  égal  à  +  -,  il  faudra  supposer  la  tige  A„,_  +„^^  calée  perpendiculai- 

rement  à  la  tige  A,„,  +  ,j,  qui  fait  avec  Oa;  l'angle  wO  +  «ç,  et  dont  le  guidage  est 
obtenu  au  moyen  de  réverseurs.  Si  a  =  u,  on  devra  substituer  à  A„,+„  son  prolon- 
gement. 


Fig.  77. 
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continuer  ainsi  et  construire  une  figure  polygonaleO'G[G2...G[!i_iG[i, 

dont  chaque  côté  sera 
équipoUent  à  l'un  des 
segments  OGi,  OG^, 
...  ÔG'^. 

On  pourra  sans  gê- 
ner le  mouvement  des 
tiges  0G„  0G„  ..., 
OGu  fixer  le  point  ini- 
tial 0' .  Cela  posé,  pour 
que  l'équation  (15)  soit 
satisfaite,  c'est-à-dire 
pour  que  le  point  P 
décrive  la  courbe  C,  il  sera  nécessaire  et  suffisant  que  le  point 
extrême  G'^  décrive  la  droite  issue  de  0',  perpendiculaire  à  Ox. 
Si,  en  effet,  cela  a  lieu,  la  somme  des  projections  du  contour 
0'GiG2  ...  G^  sur  Ox  sera  égale  à  zéro.  Or,  nous  allons  voir  qu'on 
peut  toujours  réaliser  par  un  système  articulé  le  guidage  rectiligne 
d'un  point,  et,  par  suite,  obliger  le  point  G^  à  décrire  la  droite 
considérée.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

A  une  époque  on  a  pu  douter  même  de  la  possibilité  du  guidage  recti- 
ligne d'un  point.  Le  théorème  de  Kempe  résout  donc  par  l'affirmative 
une  question  qui,  a  fortiori,  pouvait  être  l'objet  d'un  doute  (i),  celle 
du  guidage  d'un  point  sur  une  courbe  algébrique  d'ordre  quelconque. 
Il  faut,  du  reste,  bien  remarquer  que  jamais  un  système  articulé 
ne  permettra  de  décrire  une  courbe  transcendante,  puisque  toutes  les 
relations  qui  existent  à  chaque  instant  entre  les  lignes  et  les  distances 
des  points  du  système  sont  d'ordre  essentiellement  algébrique. 

Du  guidage  exact  ou  approché  du  mouvement 
rectiligne  d'un  point. 

Balancier  et         95.  Le  guidage  approché  du  mouvement  rectiligne  d'un  point  se 

contre-         trouve  réalisé  dans  l'un  des  plus  anciens  systèmes  articulés,  le  parai- 
balancier. 


(1)  Voir  la  Cinémati'jue  de  Laboulaye,  3«  édition,  p.  546.  Lire  notre  remarque 
de  la  page  279. 


Cinématique. 
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lélogramme  de  Watt.  Ce  mécanisme  offre  une  application  du  mou- 
vement du  trois-barres,  combinée  avec  le  panlographe  de  Scheiner. 

Le  dispositif  que  l'on  désigne  sous  le  nom  de  balancier  et  contre- 
balancier  nous  fournira  tout  d'abord  le  cas  du  trois-barres  utilisé 

dans  le  parallélogramme 
de  Watt. 

Figurons  deux  tiges 
horizontales  égales  OBq, 
GAq,  reliées  à  leurs  ex- 
trémités par  une  tige 
plus  courte  que  la  dis- 
tance OC.  La  tige  OB^, 
mobile  autour  du  point 
0,  constitue  le  balan- 
cier, tandis  que  la  tige 
CAq,  mobile  autour  de 
G,  constitue  le  contre- 
/  balancier.  Le  milieu  M 

F'ig.  18.  de  la  bielle  A  B  décrit 

une  courbe  qui  a  reçu  le  nom  de  courbe  à  longue  inflexion. 

Nous  allons  former  en  quelques  lignes  l'équation  de  cette  courbe 
en  prenant  pour  origine  la  position  M^  du  point  M  correspondant  à 
la  position  A^B^  de  la  bielle;  les  axes  de  coordonnées  seront  M^a; 
l'horizontale  et  M^y  la  verticale  du  point  M^. 

Comme  M^  est  le  milieu  de  OC,  si  (/i,  h)  sont  les  coordonnées  du 
point  0,  celles  du  point  G  seront  ( —  h,  —  k);  désignons  encore  par 
a  la  longueur  commune  du  balancier  et  du  contre-balancier.  On 
constate  aisément  que  la  bielle  A^B^  a  pour  longueur 


Supposons  que  OB^  s'élève  en  OB  et  OA^  en  OA,  en  décrivant 
respectivement  les  angles  6,  o.  Les  coordonnées  des  points  B,  A  seront 

a;'  =  —  h  +  a  cos  ç, 


(   X  :=  h  —  a  cos  0, 
(   y  =z  k  -h  a  s'm  0, 

d'où,  pour  la  distance  AB 


y 


a  sm  ç, 


AB  =  2 


»/(■ 


0-h? 
•a  cos — — —  cos 


0  — 0 
2 


'M 


a  cos  — — -^  sin 


^•)' 
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Exprimons  que  AB  =  A^Bg  =  21  \^{a  —  /))*  +  /c%  il  viendra, 
après  quelques  simplifications, 

(16)    a  sin*  — ^  +  2  (  /i  ces  — — :  —  k  sm  — — ^  j  cos  — -^^  =  2/1. 


Or,  d'autre  part,  les  coordonnées  du  point  M  ont  pour  valeurs 
(17) 


a  ,  ,,  .0  —  5.0  +  0 

x=  -  (cos  ç  —  cos  0)  =  a  sui 


a,.,  .      ^  0  —  0.0  +  0 

y  =  -  (sm  0  +  sm  «f)  r=  a  cos  — - — '  sm  — — -'  • 

Il  est,  dès  lors,  très  facile  d'introduire  x,  y  dans  la  relation  (16). 
On  trouve 

(18)      (x^  +  if  —  '2ahy(x'^  +  7/)  =  i(hy  —  kxy{a^  —  x'  —  y'). 

On  obtient  donc  une  courbe  tricirculaire  du  sixième  degré  (fin  du 
paragraphe  91)  qui  a  pour  centre  et  pour  point  double  le  point  M^. 
Elle  a  la  forme  d'un  huit  allongé  dont  une  branche  touche  en  Mj,  la 
verticale  de  ce  point  et  y  présente  une  inflexion.  Elle  coupe  la  verti- 
cale, outre  le  point  Mg,  en  deux  autres  points  M^,  Mj  situés  de  part 
et  d'autre  de  M^  à  une  distance  2  |//i  (a  —  h)  de  ce  point. 

Si  l'on  va  de  Mj  à  Mj  en  suivant  la  branche  qui  touche  en  M^  la 
verticale,  on  passe  par  trois  points  d'inflexion,  dont  le  point  M^  et 
deux  autres  points  symétriques  par  rapport  ù  M^.  De  là  le  nom  de 
courbe  à  longue  m  flexion.  , 

Nous  allons  montrer  que  si  l'on  suit  la  branche  en  question, 
l'écart  de  la  courbe  avec  la  verticale  est  extrêmement  petit. 

Nous  nous  servirons  pour  cela  du  principe  de  l'échange  de  bielle  et 
manivelle. 

Je  construis  le  parallélogramme  CDBA  en  introduisant  les  tiges 
articulées  CD,  DB,  et  je  prolonge  DB  d'une  quantité  égale,  BN  =  DB. 
Le  point  N  est  par  rapport  au  point  G  l'homothétique  de  M,  le  rap- 
port d'homothétie  est  égal  à  2.  Le  point  N  décrit  donc  une  courbe  à 
longue  inflexion,  qui  a  au  point  0  une  tangente  d'inflexion  verticale, 
ON,  et  qui  coupe  cette  verticale  en  un  point  N^  homologue  du  point 
Mj  ci-dessus  défini. 

Joignons  D,  N  au  point  0;  comme  BO  =  DB  =  BN,  il  en  résulte 
que  l'angle  DON  est  droit;  abaissons  NP  perpendiculaire  sur  ONj  et 
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DH  perpendiculaire  sur  ODq.  Les  triangles  DHO,  NPO  sont  sem- 
blables et  nous  avons  ]  N, 


PN  = 


DH.OP 
OH     '■ 


P>,N 


Fig.  18  bis. 

Le  point  D  décrit  un  cercle  de  centre  C  et  de  rayon  ï  =  CD  =  AB 
=  2  V{a  —  h)"-  +  h^.  Quand  N  est  en  0,D  est  sur  le  cercle  au  point  D^ 
le  plus  éloigné  de  0,  où  ce  cercle  coupe  l'horizontale  de  ce  point. 

Quand  N  vient  en  Np  OD  devient  horizontal,  le  point  D  vient  en 
Dj.  Dans  l'intervalle,  le  point  D  décrit  l'arc  D(,EDi. 

La  plus  grande  valeur  de  DH  est  donc  la  flèche  EF  de  cet  arc,  la 
plus  petite  valeur  de  OH  est  ODj  et  la  plus  grande  valeur  de  OP  est 
ONp  car  on  constate  aisément  que  la  distance  de  N  à  l'horizontale 
OH  va  sans  cesse  en  croissant  de  zéro  à  ON^. 

On  peut  donc  écrire 

EF.ONi 


PxN 


OD, 


Calculons  ON, ,  OD,,  EF. 

On  a  d'abord,  FD,  =  OD^  —  OF  =  2a  —  2/j  =  2  (a  —  h),  car 
ODo  =  2a;doncOD,  =  OF  — FD,  =  OF 
=  2  (2/i  —  a). 

Ensuite,  puisque  la  distance  D,X,  =  2  a,  il  vient 


FD„=2/i  — 2(a  — /() 


ON,  =  V^D,N,*  —  OD,*  =  4  Vh  (a 


/'); 
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enfin 


etl'on  se  souvientque  Z— 2  |/(a— /i)«  + /c%  d'où2/c=:  Ki*  — 4(a  — /l)^ 
On  peut  donc  écrire 

2  /(-  —  a 

mais  pour  la  courbe  lieu  du  point  M,  qui  se  déduit  du  lieu  de  N  en 
réduisant  de  moitié,  l'écart  sera  inférieur  à  la  moitié  de  cette  limite. 


i  _  J/p  _  4  (a  _  hy 


1h—  a 


y  h  {a  — h). 


Si  a  —  h  est  petit  vis-à-vis  de  l  et  de  h,  l'écart  c  sera  lui- môme 
très  petit. 
Watt  adoptait  les  proportions  suivantes  : 

Zr=24,       a  =  37,       2/^  =:  72, 
d'où 


a  —  h=z\,      yh{a  —  li)  =  Q,      2/i-  — a  =  35; 
on  trouve  d'autre  part 

l  —  Kr  —  4  (a  —  Kf  <  i,      d'où      l  <;  —^ —  <  L. 
^  ^11  11  X  35       64 

Supposons,  par  exemple,  que  a  =:  1™85,  ce  qui  revient  à  supposer 
que  les  nombres  précédents  expriment  des  vingtièmes  de  mètre;  on 

1 
aura,  en  mètres,  o  <:  -r^rpr^y  c'est-à-dire  encore  moins  qu'un  milli- 
1280  ^ 

mètre.  Si  l'on  tient  compte  du  jeu  nécessaire  au  fonctionnement  de 
l'appareil,  l'écart  doit  être  regardé  comme  pratiquement  nul. 

La  figure  78  his,  que  nous  avons  tracée  pour  démontrer  la  pro- 
priété  si  curieuse  de  la  courbe  à  longue  inflexion  représente  un  méca- 
nisme (tiges  CD,  OB  et  DBN)  qui  fait  décrire  au  point  N  la  courbe  à 
longue  inflexion.  Or,  ce  mécanisme  a  été  réalisé  par  Oliver  Evans. 
On  prend  l  assez  grand  et  h  très  voisin  de  a;  alors  DH  reste  très 
petit,  et  l'arc  D^EDi  se  confond  avec  sa  corde.  Le  point  D  se  meut 
sensiblement  sur  l'borizontale  du  point  0,  tandis  que  N  décrit, 
approximativement  la  verticale  ONj.  On  produit  donc  approxima- 
tivement le  mouvement  de  l'ellipsographe. 
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Arrivons  au  parallélogramme  de  Watt. 

Le  système  du  balancier  et  du  contre-balancier  aurait  l'inconvé- 
nient  de  ne  fournir  pour  la  course  du  point  M,  milieu  de  AB,  que 
de  trop  petites  amplitudes.  Une  application  du  pantographe  nous  a 
conduit  au  balancier  d'Oliver  Evans  qui  atteint  ce  résultat;  une  autre 
application  du  même  principe  nous  conduira  à  l'appareil  bien  plus 
ancien  et  bien  plus  parfait  dû  à  Watt. 

Prolongeons  le  balancier  OB  d'une  quantité  BE  =  OB  et  achevons 
le  parallélogramme  ABEP;  ce  parallélogramme  sera  articulé  en  ses 
sommets.  Tirons  la  ligne  idéale  OP,  cette  droite  passe  au  milieu  M 

du  côté  AB,  et  d'après  la 
propriété  essentielle  du  pan- 
tographe de  Scheiner,  le 
point  P  va  décrire  une 
courbe  homothétique  à  la 
trajectoire  de  M;  le  rap- 
port d'homothétie  est  égal  à 
2  et  0  est  le  centre  de  simi- 
^X  Fig.  70.  litude.  Le  point  P  décrira 

donc  sensiblement  une  verticale  et  l'amplitude  de  son  déplacement 
sera  le  double  de  l'amplitude  du  déplacement  du  point  M. 

Dans  la  pratique,  on  utilise  à  la  fois  le  mouvement  sensiblement 
rectiligne  du  point  P  et  celui  du  point  M  (i). 
Autre  guidage  On  a  proposé   d'autres   guidages 

approché.  a —  a  approchés     du     mouvement     recti- 

ligne d'un  point.  En  voici  un.  Soit 
ABGD  un  trapèze  isocèle  articulé 
dans  lequel  AB  est  double  de  CD,  et 
CMD  un  triangle  isocèle  lié  inva- 
riablement à  sa  base  DC;  le  point  M 
tombe  au  milieu  de  AB.  Lorsque  le 
M  B   système  se  déforme,  le  point  M  dé- 

Fig,  80.  crit  une  courbe  qui  se  confond  par- 

tiellement avec  le  segment  A  B.  On  voit  immédiatement  que  la  courbe 
passe  aux  points  A  et  B  ainsi  qu'au  milieu  de  AB. 


(•)  On  trouvera   à  la  fin  du   volume    uno  note   relatant  quelques   travaux   de 
Tchebicheff  sur  le  parallélogramme  de  Watt. 


Solutions 

exactes 

he  PeauccUier 

et  (le  Hart. 
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Le  guidage  exact  du  mouvement  rectiligne  d'un  point  a  été  résolu 
par  Peaucellier  et  puis  par  Lipkine  au  moyen  d'un  même  appareil. 
Observons  tout  d'abord  que  tout  inverseur  fournit  le  moyen  de 
réaliser  le  guidage  rectiligne  d'un  point.  Il  suffit,  en  effet,  au  moyen 
d'une  bride  d'obliger  un  point  à  décrire  un  cercle  passant  au  centre 
d'inversion,  pour  que  le  point  inverse  décrive  un  segment  de  droite. 
L'inverseur  de  Peaucellier  et  celui  de  Hart  fournissent  donc  une 

solution  immédiate 
du  problème.  Par 
exemple,  dans  le 
•Q  cas  de  l'appareil  de 
Peaucellier  (fig.81), 
on  introduira  une 
bride  0'  D  articulée 
en  0'  et  D,  dont  la 
longueur  soit  égale 
à  00'.  Le  point  D 
^'^9-  8i.  décrira    un    cercle 

passant  au  point  0'  et  le  point  B  un  segment  de  droite. 

Il  peut  sembler  paradoxal  qu'un  point  soumis  à  des  conditions 
géométriques  décrive  non  une  droite  entière,  mais  seulement  un  seg- 
ment fini.  Le  môme  fait  se  produit  forcément  à  propos  des  courbes 
algébriques  à  branches  infinies;  le  théorème  de  Kempe  nous  prouve 
qu'on  peut  décrire  un  arc  de  cette  courbe,  mais  le  jeu  même  de 
l'appareil  articulé  exige  que  cet  arc  soit  limité. 

Il  n'y  a  là  rien  qui  doive  surprendre,  et  la  géométrie  descriptive,  à 
l'occasion  des  projections  des  intersections  des  surfaces,  nous  offre  des 
exemples  analogues. 

La  remarque  suivante  explique  comment  ce  fait  peut  arriver.  Sup- 
posons qu'un  point  M  d'une  figure  décrive,  par  exemple,  un  segment 
de  droite;  un  point  M'  voisin  de  M  décrit  alors  une  courbe  fermée 
allongée,  qui,  lorsque  M'  se  rapproche  de  M,  va  en  s'aplatissant  de 
plus  en  plus  jusqu'à  se  réduire  au  segment  de  droite.  Tel  est  le  cas 
du  mouvement  de  l'ellipsographe.  Tous  les  points  de  la  figure  décri- 
vent des  ellipses  qui  s'aplatissent  indéfiniment  et  deviennent  des 
segments  de  droites  quand  le  point  décrivant  est  très  voisin  de  la 
circonférence  qui,  dans  le  mouvement,  roule  sans  glisser  dans  une 
circonférence  de  rayon  double. 


Double 
rhomboïde 
do  Konipe. 


Autre 

appareil 

de  Keiïipe 
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Kempe  et  Hart  ont  fait  connaître  plusieurs  autres  appareils  à  ligne 
droite. 


Soit  ABGD  un  rhomboïde  articulé  et  prenons  EB 


AB 


articu- 


lons en  E  une  tige  EF  égale  à  EB  et  introduisons  enfin  une  tigo 
CF  =  BG  articulée  en  F  et  G.  Nous  aurons  ainsi  réalisé  un  second 
rhomboïde  semblable  au  premier.  Les  droites  DG  et  G  F  sont  égale- 
ment inclinées  sur  le  côté  AB,  car  l'angle  des  côtés  opposés  du  grand 
rhomboïde,  DC,  AB,  est  égal  à  celui  des  côtés  opposés  GF  et  BE  du 

petit  rhomboïde.  La 
bissectrice  de  l'angle 
G  du  triangle  DGF 
est  donc  parallèle  à 
AB  et,  par  suite,  la 
base  DF  de  ce  trian- 
gle est  perpendiculaire 
àAB. 

Introduisons  alors  une  bride  BG,  pivotante  autour  de  G,  égale  àAB 
et  fixons  le  point  D  à  une  distance  de  G  égale  aussi  àAB.  Le  quadri- 
latère ABCrD  est  un  losange,  et  dès  lors  DF  restant  perpendiculaire 
à  AB,  c'est-à-dire  à  DG,  le  point  F  décrit  une  droite  perpendiculaire 
àGD. 

Reportons-nous  à  la  figure  82;  imaginons  abaissée  du  point  G  une 
perpendiculaire  sur  AB,  et  prenons  les  tiges  symétriques  des  tiges 
déjà  construites  (sauf  BG)  par  rapport  à  cette  perpendiculaire.  Nous 
construisons  ainsi  un  second  double  rhomboïde  dans  lequel  les  tiges 
GD',  G  F'  sont  les  prolongements  des  tiges  G  F,  GD.  Remarquons 
alors  que  si  l'on  fixe  le  côté  AB  du  premier  double  rhomboïde,  la 
tige  A'B'  demeure  dans  le  prolongement  de  AB  et  tous  les  points  de 
A'B'  décrivent  ce  prolongement. 

On  peut  observer  que  ce  procédé  permet  de  réaliser  une  translation 
rectiligne  quelconque  d'une  figure  liée  au  segment  A'  B'  (^). 


(1)  A  l'égard  des  mouvements  réalisables  par  des  systèmes  articulés,  on  peut 
émettre  la  proposition  g-énérale  que  voici  :  Tout  mouvement  plan  algébrique,  c'est- 
à-dire  dont  les  trajectoires  de  tous  les  points  &ox^i  A\géhv\([Mi^ii.  peut  être  gvidé  par 
lin  système  ariinilé.  On  peut,  eu  effet,  comme  nous  savons,  guider  par  des  systèmes 
articulés  le  mouvement  de  deux  points  de  la  figure;  cela  suffit  pour  établir  le 
théorème.  (Voir  aussi  mes  notes  de  1S95  aux  Comptes  reiubts  de  l'Académie  des 
Sciences.) 
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Soit  un  quadrilatère  ABC D, 

AB  =  a,      BG  =  b,      CD  =  c,      I)A  =  d. 

Prenons  E  arbitrairement  sur  AB  et  construisons  le  quadrilatère 
BEFG  semblable  au  quadrilatère  primitif;  l'angle  en  B  étant  le 
même  dans  les  deux  et  l'angle  en  G  égal  à  l'angle  en  A,  l'angle  en  E 
égal  à  l'angle  en  G  et  l'angle  en  F  à  l'angle  en  D. 

On  prend  sur  AD  un  point  P  et  sur  EF  un  point  Q,  tels  que 


AP 
ËQ 


a.d 
hTc' 


Projetons  P  en  P'  et  Q  en  Q'  sur  AB.  La  distance  P'Q'   est 
constante  quand  le  système  se  déforme. 
D 


P'Q'  =  AE  — (AP'  +EQ'). 
Or,  si  1  on  pose  AP  =  -— ,  EQ  —  —  ,  on  a 

A  A 

AP'=APcosA  =  ?^cosA, 

hc 


d'où 


EQ'  =  EQ  cos  (180  _  G)  =  -  ^  cos  G, 

A 


AP'  +  EQ'  =  -  [ad  cos  A  —  hc  cos  G]. 
D'autre  part,  le  carré  de  la  diagonale  BD  a  cette  double  expression 
BD   =a'  +  d^  —  1adco%  k  =  W  +  c»— '26c  cos  C, 
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d'où 

a  cl  cos  A  —  oc  cos  L  = 


Hart. 


et,  par  suite, 

AF  +  EQ'  =^(a'  +  d'  —  h'-  c'O, 
et  finalement 

P'  Q'  =  AE  —  ^  («^  +  cP  —  h'  —  c^). 

Ainsi  la  longueur  P'  Q'  reste  constante  quand  le  sextilatère 
(ABGD,  EFG)  se  déforme.  Supposons  alors  qu'on  prenne  un  point 
R  à  une  distance  de  P  égale  à  AB  et  qu'on  relie  R  à  B  par  une  bride 
RB  égale  et  parallèle  à  AP;  si  l'on  fixe  en  même  temps  le  point  P 
par  un  pivot,  A,  B,  R,  P  sont  les  sommets  d'un  parallélogramme  et 
la  droite  AB  se  meut  parallèlement  à  elle-même;  la  distance  du  point 
P  à  la  droite  QQ'  demeure  constante,  puisqu'elle  égale  P'  Q',  de  plus, 
comme  QQ'  a  une  direction  constante,  elle  est  fixe  dans  le  plan  et  le 
point  Q  décrit  cette  droite. 
Autre  ^^  ^oi*^  ^  ^^^^  "^  autre  appareil  à  ligne  droite,  étudié  aussi  par 

appareil  dû  à  Kempe  (Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society),  qui  a 
été  l'objet  d'un  mémoire  de  M.  Darboux,  inséré  au  Bulletin  des 
Sciences  ^nathématiques  (2^  série,  t.  III),  et  réimprimé  dans  la 
Mécanique  de  Despeyrous. 

Soient  OA,  OA'  deux  segments  de  longueurs  a,  a'  issus  d'un 
point  0,  AB,  A'B'  deux  autres  segments  de  longueurs  ma,  m'  a' 
issus  de  A,  A'  respectivement  et  faisant  avec  OA,  OA'  un  même 
angle  0. 

Si  l'on  prend  le  point  0  pour  origine  d'un  système  de  coordonnées 
> rectangulaires,  on  pourra  regarder  A,  A'  comme  les  points  représen- 
tatifs de  deux  variables  imaginaires  Z.^,  Z^'  dont  a,  a'  sont  les 
modules  et  dont  nous  appellerons  9,.  5'  les  arguments.  Le  produit  de 
Za  par  le  facteur  me'^  se  représente  par  un  point  qui  est  l'extrémité 
d'un  segment  d'origine  0,  équipollent  à  AB  ;  il  en  résulte  que  l'affixe 
du  point  B  sera 

Zb  =  Za  4-  Z., .  me'^  =  Za  (1  +  me'^)  =  ae'?  (i  -+-  mé'^); 

de  même 

Zu-  =  Zv  (1  +  W  e'^)  =  a'  éf  (1  +  mè% 

sera  l'affixe  du  point  B' . 
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Cherchons  à  exprimer  que  la  distance  BB'  est  constante  et  égale  à 
une  longueur  l;  si  nous  appelons  Z^,  7.^.  les  quantités  conjuguées  de 
Zjj ,  Zu' ,  il  faudra  écrire  que 

P  =  (Za  -  Z,0  (Z»  -  z«o 

7    70  _i_  7    70,         7    70   7  ,70 

c'est-à-dire 

P  =  ««  (1  +  me'^)  (1  -i-  we-*^)  +  a'*  (1  -+-  m'e'^)  (1  +  w'e-'^) 

—  aa'  e'^f-f'^  (1  +  we''^)  (1  +  m'e-'^) 

—  aa'e-''(î'-î''Hl +we-'^)(l -^  w'e'^), 

ou  encore,  en  faisant  à  =  <f  —  cp'  =  AOA', 

a-  (i  +  m^)  +  a'*  (1  +  m'*)  —  i*  +  2  (a* m  +  a'^m')  cos  0 
—  2aa'  (1  -4-  ï7nn')  cos  <l)  —  2aa'  m  cos  {^  +  6) 

—  2aa'  m'  cos  (<i  —  0)  =  0. 


Fl'j.  8 


Si  l'on  suppose  articulées  en  0,  A,  B,  A',  B'  les  cinq  tiges  OA, 
OA',  AB,  A'B',  BB',  nous  obtenons  un  pentagone  articulé  dont  les 
angles  variables  sont  liés  par  la  relation  précédente,  en  y  ajoutant 
l'égalité  supposée  des  angles  OAB,  O'A'B',  dont  nous  avons 
désigné  par  0  la  valeur  commune.  Sans  cette  égalité  supposée  la 
déformation  du  pentagone  dépendrait  de  deux  paramètres. 

Cette  condition  d'égalité  d'angles  peut  être  réalisée  ici  d'une  façon 
très  simple;  on  va  prouver,  en  effet,  que  deux  autres  points  C,  C 
pris  sur  AB,  A'B'  sont  à  une  distance  invariable,  et  dès  lors  il  suf- 
fira d'introduire  une  tige  GC  articulée  en  C,  C'  aux  tiges  AB,  A'B' 
pour  réaliser  l'égalité  d'angles  supposée. 
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Ce  couple  de  points  C,  G' ,  s'il  existe  vraiment,  sera  analogue  au 
couple  de  points  B,  B',  et  si  l'on  désigne  par  \j.,  [jJ  les  valeurs  de 
m,  m'  qui  lui  correspondent,  par  X  la  distance  GC,  nous  devrons 


avoir 


«'  (1  +  ;j.«)  +  a"  (i  +  1^;')  —  K^   +  2  {a\j.  +  a"ijJ)  cos  0 
—  2aa'  (1  +  [j.\j.')  cos  'b  —  2aa'  [).  cos  (^  +  0) 

—  laa'i).'  cosi'b  —  6)=0; 

équation  qui  devra  avoir  lieu  en  même  temps  que  la  précédente,  s'il 
est  vrai  "que  a  soit  constant.  Or,  l'identification  nous  donne 

^  _  [j.'  __  i  -\-  \j.\)J    __  a^y.  +  g'V 
w       m'       14-  mm'        a^ra  +  a''^m' 

~  a^(i+m^)+ a'^{[  +m'^)  —  l'' 
les  trois  premières  équations  se  réduisent  à 

'        m  m 

et  la  dernière  équation  nous  fait  connaître  1  par  la  formule 

«' (i -H  ±)^.."(i -.!)-)-'_  , 

«2  (1  +  |7^î)  +  a'*  {i  -h  w'*)  —  i'  mm'' 

qui  fournit  pour  X'  une  valeur  constante 

''  ~  îîZDi'  w»i'  yw       m'  ]  ' 

nous  pourrons  donc,  au  moyen  de  la  tige  auxiliaire  GG',  réaliser 

l'égalité  conètante  des  angles  OAB,  OA'B'.  ^ 

Galculons  les  carrés   des   modules  de  Zn,  1»<  ou  OB    =  Zn.Z?,, 

ôïv'  =  z,,.z,v 

Nous  avons  déjà  calculé  ces  expressions  en  calculant  1%  on  trouve 

Ôb'  =  a*  (1  +  w*  +  1m  cos  G), 
OB'*  =:a"  (1  +  m'*  +  2m' cos  0), 
en  sorte  qu'entre  OB,  OB'  a  lieu  l'équation 

!!!l^  .  ÔB*  —  —  Ôf'  =  (m'  —  w)  (1  —  wm'). 
a*  a'* 
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Dans  ces  conditions,  si  l'on  fixe  la  tige  BB'  et  si  l'on  déforme  le 
système  articulé,  on  constate  que  le  point  0  décrit  un  cercle.  Cepen- 
dant si  les  coefficients  — - ,  --  sont  égaux,  ce  cercle  se  réduit  à  une 
ligne  droite  perpendiculaire  à  BB'. 

En  réalisant  ces  conditions  on  a  donc  le  moyen  de  décrire  une 
droite  au  moyen  de  cinq  tiges  articulées. 

C'est  à  dessein  que  nous  avons  choisi  la  méthode  précédente,  qui 

montre  le  parti  que  l'on  peut  tirer  des  imaginaires  ou,  ce  qui  revient 

au  même,  du  calcul  des  équipollences  dans  la  théorie  des  systèmes 

articulés. 

Description          On  peut  s'arranger  de  sorte  que  la  droite  décrite  par  le  point  0 

au"movenT     ^^"^  ^^^^^^  ^"    P°"^*  ^' '    ^'    ^^"^  P°"^   ^^^^   ^"^  ^'*^"   P^^^^e   avoir 
cinq  tiges.       ^^'  =  0,  OB  =:  l,  ce  qui  donne 


m' 


i*  =  (m'  —  m)  (1  —  mm'). 


r.  -,         .a         a  * 
boit  pose  —  =  —  =  g\'û  viendra 
m         m 


p  —  («2  _  a'^)  (i 


Supposons  de  plus  que  A'B'  égale  OA'  ou  que  m'  =  1,  on  a  donc 
0^  =  a%  en  sorte  que 


P 


(^T 


Dans  ces  conditions,  le  segment  mobile  OA'  s'appuie  par  ses  extré- 
mités sur  une  droite  fixe  B'O  et  sur  un  cercle  de  centre  B'  dont  le 
rayon  B'  A'  =  OA'  lui  est  égal;  si  donc  on  prolonge  OA'  d'une  quan- 
tité égale  jusqu'en  K,  en  sorte  que  A'  est  le  milieu  de  OK,  le  point  K 
décrira  une  droite  perpendiculaire  en  B'  à  B'  0,  et  qui  n'est  autre 
dès  lors  que  BB' .  La  tige  OK  glisse  donc  par  ses  extrémités  sur  deux 
droites  rectangulaires  et  un  quelconque  de  ses  points  décrit  une 
ellipse.  Ce  système  de  cinq  tiges  permet  ainsi  de  décrire  une  ellipse 
et  de  réaliser  rigoureusement  le  mouvement  de  l'eliipsographe  que  le 
balancier  d'Oliver  Evans  réalisait  approximativement. 
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Des  mouvements  et   des  transformations  que 
peut  réaliser  un  même  système  articulé. 


Avec 

un  système 

articulé  on 

peut  produire 

plusieurs 
mouvements. 


Plusieurs 
transforma- 
tions. 


Autre  usage 
des  inverseurs. 


96.  Soit  un  système  articulé  à  liaisons  complètes.  On  peut,  avec 
cet  appareil,  réaliser  plusieurs  mouvements  et  plusieurs  transfor- 
mations. 

1°  Plusieurs  mouvements,  car  on  peut  fixer  l'un  quelconque  des 
membres  du  système  et  considérer  la  trajectoire  d'un  point  de  l'un 
quelconque  des  autres  membres.  Par  exemple,  dans  le  cas  du  rhom- 
boïde, suivant  que  le  côté  fixé  sera  un  des  deux  grands  ou  un  des 
deux  petits  côtés,  le  lieu  d'un  point  lié  à  la  bielle  sera  une  podaire 
d'hyperbole  ou  bien  d'ellipse.  Ainsi  encore  dans  le  contre-parallélo- 
gramme. 

2°  Plusieurs  transformations  :  fixons,  en  effet,  par  un  pivot  un 
point  0  d'un  membre  du  système  articulé;  choisissons  ensuite  un 
point  M  et  un  point  N  liés  chacun  à  l'un  des  membres  (ou  bien 
même  servant  de  pivot  à  deux  ou  plusieurs  membres  du  système). 
Le  point  M  sera  le  point  directeur  et  N  le  point  traceur. 

Si  l'on  fait  décrire  au  point  directeur  M  les  contours  d'une  figure, 
le  point  N  tracera  les  contours  correspondants  de  la  figure  trans- 
formée. Or,  on  voit  que  l'on  peut  choisir  arbitrairement  les  points 
0,  M,  N  dans  le  système  et  réaliser  ainsi  diverses  transformations. 
Toutes  ne  seront  pas  également  intéressantes,  mais  dans  certains  cas, 
cependant,  on  pourra,  avec  le  même  système,  obtenir  plusieurs 
résultats  utiles. 

Ainsi  reprenons  le  contre-parallélogramme  qui  nous  a  déjà  servi  à 
décrire  des  podaires  d'ellipses  et  des  podaires  d'hyperbole,  nous 
savons  que  Hart  l'a  utilisé  comme  inverseur  en  fixant  un  point  0  sur 
un  côté  et  prenant  sur  les  deux  côtés  adjacents  deux  points  M,  N 
qui  restent  alignés  sur  le  point  0. 

On  a  alors  OM.ON  =  constante. 

Mais  au  lieu  de  fixer  le  point  0,  fixons  le  point  M,  la  relation 
ci-dessus  s'écrit 

MO  (M N  —  MO)  =  A;  =  constante, 
et  la  relation  entre  MO  et  MN  exprime  une  transformation  de  la 


forme 
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où  p,  Pj  sont  les  rayons  vecteurs  MN  et  MO. 

Par  exemple,  si  le  point  0,  considéré  comme   point  directeur, 
décrit  une  droite  p  cos  9  =  p,  on  trouve  que  le  point  N,  considéré 


Description 
des  cubiques 

circulaires 
iinicursalos  à    comme  traceur,  décrit  la  cubique  circulaire 


de  symétrie. 


Utilisation 

iiu  mouvement 

inverso. 


(x  —  p)  (x*  -+-  i/)  =  -  x^, 
P 

cette  courbe  a  un  point  double  et  un  axe  de  symétrie;  si,  k  étant 
négatif,  on  prend  p  =  V—  /c  on  a  une  cissoïde,  et  une  strophoïde 

droite  si  _p  =  l/ . 

Si,  après  avoir  fixé  un  membre  A  d'un  système  articulé  à  liaison 
complète,  on  constate  qu'un  point  M  d'un  autre  membre  décrit  une 
courbe  G  par  rapport  au  membre  A,  il  est  clair  qu'en  supposaiat  cette 
ligne  tracée  sur  le  membre  A,  elle  ne  cessera  pas  de  passer  par  le 
point  M  lorsque,  ayant  rendu  libre  le  membre  A,  on  aura  fixé  le 
point  M  par  un  pivot;  le  même  appareil  nous  permettra  donc  de 
réaliser  le  fait  d'une  plaque  plane  A  assujettie  à  cette  seule  condition 
qu'une  courbe  C  tracée  sur  cette  plaque  aille  passer  par  un  point  fixe 
du  plan. 

Exemple.  —  Nous  savons  guider  au  moyen  d'un  système  arti- 
culé le  mouvement  rectiligne  d'un  point,  nous  saurons  donc,  avec  le 
même  instrument,  réaliser  le  guidage  d'une  figure  plane  assujettie  à 
l'unique  condition  qu'une  de  ses  droites  glisse  sur  un  point  fixe. 

Prenons  l'appareil  à  ligne  droite  de  Peaucellier;  on  supposera  les 
deux  pivots  fixes  0,  0'  réunis  par  une  tige  qui  constituera  avec  le 
double  rhomboïde  {f\g.  85,  page  288)  et  la  bride  O'B  un  système 
articulé  tel  que  si  l'on  fixe  le  membre  00'  le  point  M  décrira  une 
droite  A  perpendiculaire  à  00'  et  coupant  00'  en  son  prolongement 
en  un  point  fixe  Q. 

Concevons  qu'on  ait  réalisé  un  segment  RR'  de  cette  droite,  calé 
perpendiculairement  à  00'  (prolongée  s'il  le  faut).  Le  segment 
RR'  et  la  tige  00'  ne  forment  qu'un  seul  et  même  membre.  Si 
l'on  vient  à  fixer  par  un  pivot  le  point  M  et  à  rendre  sa  liberté  au 


Protracteur. 


Description 

des 
conchoides. 
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membre  00',  ce  membre  se  trouvera   assujetti   à   cette  condition 
unique  que  la  lige  RR'  qui  lui  est  liée  aille  passer  au  point  M. 

C 

."M 


Fig.  85. 


Cet  appareil  permet  alors  de  réaliser  une  transformation  nouvelle. 

Si,  en  effet,  on  amène  le  point  R'  en  un  point  V  du  plan,  le  point 
R  viendra  en  un  point  V  situé  sur  le  même  rayon  vecteur  MV  que  le 
point  V ,  seulement  ce  rayon  vecteur  aura  été  accru  d'une  quantité  cons- 
tante R'  R.  Cet  appareil  réalise  donc  la  transformation  qui  a  pour  effet 
d'augmenter  (ou  de  diminuer)  d'une  quantité  constante  tous  les  rayons 
vecteurs  d'une  courbe.  Cet  appareil  a  reçu  le  nom  de  protracteur. 

Si  le  point  R'  vient  à  décrire  une  courbe,  le  point  R  décrit  une 
conchoïde  de  cette  courbe. 

Les  exemples  précédents  suffisent  pour  montrer  de  quel  genre  sont 
les  questions  qui  peuvent  se  présenter  à  propos  des  réalisations  des 
transformations  au  moyen  des  systèmes  articulés. 


Applications  des  systèmes  articulés  à  la  réso- 
lution des  équations  et  à  la  représentation 
des  fonctions. 


97.   On  a  fait  la  remarque  que  les  systèmes  articulés  pouvaient 
servir  à  représenter  des  fonctions  ou  à  résoudre  des  équations.  Nous 
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ne  dirons  que  quelques  mots   de  cette  application    qui   est    plutôt 
curieuse  que  vraiment  pratique. 

Fixons  une  tige  A  d'un  système  articulé,  à  liaisons  complètes;  un 
point  M  d'un  membre  du  système  décrit  une  courbe  qui  coupe  A  en 
certains  points,  dont  les  distances  à  un  point  pris  pour  origine  sur  A 
sont  racines  d'une  certaine  équation  algébrique.  Si  donc  on  a  gradué  A, 
il  suffira  de  noter  les  cotes  des  points  de  A  où  peut  être  amené  le 
point  M  par  la  déformation  du  système  articulé;  on  connaîtra  ainsi  les 
racines  de  l'équation  proposée. 

Les  coefficients  de  cette  équation  sont  des  paramètres  qui  figurent 
dans  la  définition  du  système  articulé;  les  racines  de  l'équation  cons- 
tituent les  valeurs  d'une  fonction  algébrique  de  ces  paramètres  indé- 
pendants, et  à  cet  égard  le  système  articulé  fournit  une  représen- 
tation des  valeurs  de  cette  fonction  algébrique,  au  moins  dans 
certaines  limites  de  variation  des  paramètres. 

Si  l'on  sait  trouver  facilement  les  longueurs  des  tiges  qui  font 
prendre  aux  coefficients  de  l'équation  des  valeurs  numériques  don- 
nées, et  contenues  entre  certaines  limites,  on  aura  une  classe  d'équa- 
tions résolubles  au  moyen  du  système  articulé  proposé. 

A  ce  procédé  de  résolution  mécanique  on  peut  d'abord  adresser  le 
reproche  de  ne  fournir  qu'avec  une  faible  approximation  les  racines 
cherchées;  mais  à  cet  inconvénient  s'en  ajoute  un  autre. 

Nous  avons  vu  qu'il  est  des  quadrilatères  qui,  par  déformation  con- 
tinue, ne  peuvent  prendre  qu'une  partie  des  formes  que  l'on  peut 
obtenir  en  construisant  tous  les  quadrilatères  imaginables  dont  les 
côtés  ont  des  longueurs  données  et  un  ordre  de  succession  déterminé. 
Imaginons  que  notre  système  articulé  offre  une  circonstance  analogue; 
alors,  par  une  déformation  continue,  le  point  décrivant  M  ne  décrira 
qu'une  partie  de  sa  trajectoire  et  il  pourra  arriver  que  l'appareil  ne 
fournisse  qu'une  partie  des  racines  qu'il  s'agit  de  trouver. 

97  *«.  Soit  un  quadrilatère  ABCD  dans  lequel  nous  prolongeons  les 

côtés  AB,  CD  jus- 
(fu'à  leur  renconti'e 
en  E;  appelons  0 
Tanglo  DKA,  nous 
avons 

âd'=ëdVëâ' 

—  2ED.EACOS  0, 
Cine)natique.  44 
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BC' =  Ëg' +  Ëb' —  2EG.EB  cos  0; 
d'où,  en  éliminant  cos  0, 
(Ëd'  +  ËÂ'  -  AÏ)*)  EC.EB  =  (Ëg'  +  Ëb'  -  ÏTc')  EA.ED. 

On  constate  facilement  que  cette  équation  est  générale  et  indépen- 
dante de  la  disposition  des  points  situés  sur  une  même  droite,  pourvu 
qu'on  affecte  de  signes  contraires  deux  segments  opposés. 

Imaginons  que  l'on  articule  en  A,  B,  G,  D  le  quadrilatère  et  que 
l'on  fixe  la  tige  AB  supposée  prolongée.  Un  point  E  de  la  tige  GD 
prolongée  décrit  une  courbe  qui  coupe  en  certains  points  la  tige  AB; 
nous  nous  proposons  de  former  l'équation  qui  admet  pour  racines  les 
distances  du  point  E  au  point  A. 

Appelons  «,  h,  c,  d  les  côtés  AB,  BC,  GD,  DA  du  quadrilatère, 
f  la  distance  DE,  x  la  distance  AE;  nous  comptons  x  positivement 
dans  le  sens  BA;  l'équation  ci-dessus  devient 

(/•  +  c)  (x'  +  r  —  d')  {x  +  a)=f  [(x  +  cif  +  (/•  4-  cy  -  h'-\  X, 

ou  en  développant, 

ex"  -+-  a  [c  -  f]  x'^  -  [c  (r  4-  rf=)  +  A«'  ~  b'  +  c'  4-  d')]  X 

+  a{f+c){r--d')  =  0. 

On  peut  identifier  cette  équation  avec  n'importe  quelle  équation  du 
troisième  degré 

x^  +  nx^  -i-  px  +  q  =^0. 

Plaçons-nous  dans  le  cas  particulier  où  n  est  nul,  il  faudra  prendre 
f—c,et  les  équations  d'identification  deviennent 

2  (c'  +  d')  +  a'  —  6-  =  —  p, 
2a  (c-  ~d-)  =  q. 


On  en  tire 


a 

4c'  =r  &'  —  a'  —  13  +  -  ' 

a 

4d'  =  b'  —  a'  —  p  —  -• 
a 


Ces  formules  nous  font  connaître  c,  d;  a  et  h  peuvent  être  pris 
constants  ;  cependant  si  les  valeurs  précédentes  de  c%  fP  devenaient 
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négatives,  il  faudrait  pouvoir  faire  croître  h  de  manière  à  rendre  les 
seconds  membres  positifs. 

On  pourra  réaliser  ces  conditions  en  insérant  les  tiges  dans  des 
douilles  articulées  entre  elles  et  dans  lesquelles  les  tiges  pourront 
tantôt  glisser,  tantôt  être  fixées  au  moyen  de  vis  de  serrage.  Le 
point  A  sera  fixe  sur  la  tige  graduée  AB  et  la  tige  CD  devra  aussi 
être  graduée  afin  qu'on  puisse  plus  facilement  prendre  le  point  E  qui 
doit  être  le  symétrique  de  G  par  rapport  à  D,  attendu  que  f=c. 

,  Systèmes  articulés  gauches. 


98.  Nous  dirons  que  deux  corps  sont  articulés  s'ils  sont  réunis  par 
une  charnière  ou  un  pivot  ne  leur  permettant  pas  d'autre  mouvement 
relatif  qu'une  rotation  autour  d'un  axe,  fixe  dans  les  deux  corps. 

Prenons  un  ensemble  de  corps  qui  sont  articulés  chacun  avec  cer- 
tains autres,  de  manière  à  limiter  la  déformation  du  système,  nous 
aurons  là  un  système  articulé  au  sens  le  plus  général  de  ce   mot. 

Les  numéros  précédents  ne  visaient  que  les  cas  où  les  pivots  sont 
parallèles  entre  eux  et  où  l'on  peut  se  borner  à  la  considération  des 
plaques  planes  superposées.  Ce  cas  est  le  plus  fréquemment  employé, 
mais  les  autres  sont  aussi  utilisés.  Par  exemple,  le  pantographe  de 
Scheiner  a  été  étendu  aux  figures  gauches  et  appliqué  par  M.  Collas 
à  la  reproduction  des  statues. 

Le  joint  de  Cardan  se  compose  : 


1°  D'un  croisillon,  c'est-à-dire  de  deux  tiges  égales  AB,  A'B' 
nies  à  angle  droit  en  leur  milieu  C; 


Fig.  87.  Fig.  88. 

2°  De  deux  tiges  Ose,  0'  x'  qui  sont  munies  chacune  d'une  fourche 
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portant  à  ses  extrémités  des  œils  dans  lesquels  s'engagent  les  extré- 
mités cylindriques  A,  B,  A',  B'  des  deux  tiges  du  croisillon;  les  four- 
ches sont  construites  de  telle  sorte  que  les  prolongements  de  0 a;  et 
de  0'  a;'  aillent  se  croiser  au  point  G. 

Le  joint  de  Cardan  peut  être  utilisé  de  plusieurs  manières.  Si  l'on 
fixe  invariablement  la  tige  0'  X',  le  point  C  demeure  fixe  et  la  tige  OX 
peut  prendre  tous  les  déplacements  possibles  autour  du  point  C.  On 
réalise  par  là  le  fait  d'un  axe  géométrique  pivotant  autour  d'un 
point  fixe.  Ce  dispositif  est  employé  dans  nombre  d'appareils  de 
mécanique  ou  de  physique  et  constitue  alors  le  procédé  de  suspen- 
sion dit  à  la  Cardan. 

Dans  certains  cas,  comme  dans  le  gyroscope,  par  exemple,  on 
modifie  un  peu  la  disposition  précédente,  mais  schématiquement  le 
principe  est  le  même.  Bien  n'empêche,  en  effet,  de  remplacer  le 
croisillon  par  une  couronne  métallique  armée,  aux  extrémités  de 
deux  diamètres  rectangulaires,  de  prolongements  cylindriques  faisant 
le  même  office  que  les  extrémités  cylindriques  des  tiges  du  croisillon. 
Et  même,  rien  n'empêche  d'armer  les  fourches  elles-mêmes  de  ces 
mêmes  pivots,  et  de  pratiquer,  par  contre,  les  œils  où  ils  s'enga- 
gent dans  la  couronne  elle-même. 

Mais  le  joint  de  Cardan  est  encore  employé  à  d'autres  usages.  Ima- 
ginons qu'au  moyen  de  douilles  ou  autrement  on  interdise  aux  axes 
Ox,  0'  x'  tout  autre  mouvement  qu'une. rotation  sur  eux-mêmes.  Le 
système  devient  à  liaisons  complètes,  et  toute  rotation  de  Ox  sur  lui- 
même  entraînera  une  rotation  de  0'  x'  sur  lui-même.  Le  joint  appa- 
raît donc  comme  un  organe  propre  à  transmettre  un  mouvement 
de  rotation  d'un  axe  à  un  autre  axe  qui  le  coupe. 

Désignons  par  w,  m'  les  vitesses  angulaires  de  ces  deux  axes  Ox, 
0'  x'  et  observons  que  sur  la  sphère  S  de  centre  de  C  et  de  rayon  CA 
=  a,  le  point  A  décrit  ffig .  H8J  un  grand  cercle  (A)  dont  0  est  le 
pôle,  tandis  que  A'  décrit  sur  la  même  sphère  un  grand  cercle  (A')  de 
[xMe  C.  De  plus,  les  points  A,  A'  décrivent  leurs  cercles  avec  les 
vitesses  aw,  ato'. 

Observons  que,  sur  la  sphère  S,  l'arc  de  grand  cercle  A  A'  vaut  un 
quadrant.  Le  mouvement  du  croisillon  est  donc  celui  d'un  quadrant 
de  grand  cercle  A  A'  dont  les  extrémités  A,  A'  décrivent  ^]c\\K  autres 
grands  cercles. 

Désignons  )  ar  H  un  des  points  de  lenconlre   des   deux   grands 


CHAP.  XI.  —   LFS   SYSTÈMES   ARTICL'Lï'S.  293 

cercles  (A)  (A'),  le  triangle  A  A'  H  nous  donnera 

0  =  cos  A  A'  =  ces  H  A .  cos  H  A'  +  sin  H  A .  sin  H  A' .  cos  H . 

Or,  H  =  180"  —  2x  où  2a  est  l'angle  toujours  obtus  x'Cx.  On  a 
donc 

cotg  HA.cotg  HA'  r=  cos  2a. 

Désig'nons  HA  par  0,  HA'  par  0'  ;  le  quotient  y-  est  le  rapport 

des   vitesses  des  points  A,   A',    il  est  égal  au  rapport  des  vitesses 
angulaires  des  axes  Ox,  O'x' .  Or,  de  cotg  O.cotg  0'  =  cos  2a,  on  tire 


f)         r  in 

~  =z  —  \  cos  2a. sin*  0  -h  ■ — --—  cos*  0    • 
)  l_  cos  2a  J 

Le  rapport  en  question  oscille  donc  entre  —  cos  2  a  et 


cos  2  a 

C'est  un  inconvénient,  car  si  l'axe  Ox,  par  exemple,  est  animé 
d'un  mouvement  uniforme  de  rotation,  l'autre  axe  sera  animé  d'une 
vitesse  variable  et  périodique.  On  reconnaît  en  même  temps  que  si 
2  a  s'approche  de  90»,  ces  oscillations  augmentent  considérablement, 
et  que  le  mouvement  sera  rigoureusement  impossible  pour  2a  =  93". 

Enfin,  si  l'appareil  est  à  disposition  variable,  c'est-à-dire  si  l'on  a 
l)esoin  de  faire  varier  l'angle  2a,  les  conditions  de  la  transmission 
varieront  avec  cet  angle. 

Dans  le  joint  Goubet,  toutes  ces  imperfections  se  trouvent  écartées 
et  l'on  arrive  à  transmettre  une  rotation  uniforme,  toujours  la  même, 
quel  que  soit  l'angle  constant  ou  variable  des  deux  axes. 

Il  y  a  plus  de  seize  ans  que  le  joint  Goubet  a  été  inventé;  un 
modèle  figura  à  l'Exposition  universelle  de  1878.  L'attention  des 
savants  a  été  attirée  récemment  sur  cet  ingénieux  appareil  par  l'ap- 
plication remarquable  que  l'inventeur  en  a  faite  à  la  propulsion  et  à  la 
direction  du  bateau  sous-marin  qui  porte  son  nom.  La  théorie  en  a 
été  donnée  par  M.  Résal  dans  les  Comptes  rendus  de  l' Académie 
des  Sciences  (tome  CXVH).  Mais  on  peut  sans  aucun  calcul  se  rendre 
compte  de  la  propriété  essentielle  de  ce  joint. 

Il  consiste,  au  fond,  dans  la  réanion  de  deux  joints  de  Cardan. 

Reportons-nous  à  la  figure  87  et  concevons  qu'au  point  0'  on  mène 
un  plan  normal  à  l'axe  O'x',  puis  que  par  rapport  à  ce  plan  on 
prenne  les  symétriques  de  la  fourclie  A'O'B',  soit  A"'0'  B'";  du  croi- 
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sillon  ABA'B',  soit  A'B"A'"B'";  de  la  fourche  AOB  et  de  l'axe  Ox, 
soit  A"0"B"  et  O'x".  De  plus,  supprimons  l'axe  0' x'  et  soudons 
entre  elles  les  deux  fourches  A'O'B',  A"'0'B'".  Les  extrémités 
A'",  B'",  A",  B"  des  tiges  du  croisillon  qui  a  G"  pour  centre  sont 
engagées  dans  des  œils  pratiqués  dans  les  fourches  correspondantes. 
Enfin,  si  Ox,  (Y x"  sont  engagés  dans  des  douilles  qui  leur  défendent 
tout  autre  mouvement  qu'une  rotation  sur  eux-mêmes,  nous  aurons 
évidemment  réalisé  un  système  articulé  à  liaisons  complètes  qui  reste 
symétrique  par  rapport  au  plan  médian  mené  par  0'  perpendiculai- 
rement à  ce 

Si  le  système  des  doubles  fourches  vient  à  tourner,  il  est  clair  qu'à 
cause  de  la  symétrie,  les  axes  Ox,  0"x"  prendront  des  rotations 
égales  sur  eux-mêmes.  Donc,  inversement,  si  l'on  impose  à  l'axe  O.c 
une  rotation  to,  l'axe  0''x"  prendra  une  rotation  sur  lui-même  égale 
à  (i).  En  particulier,  si  0.r  tourne  sur  lui-même  avec  une  vitesse 
constante,  0" x"  tournera  sur  lui-même  avec  la  même  vitesse 
constante. 

Ce  résultat  est  remarquable  non  seulement  à  cause  delà  transmis- 
sion intégrale  de  la  vitesse  angulaire  de  rotation^  mais  encore 
parce  que  Vangle  que  font  les  deux  axes  n'intervient  pas. 

Supposons,  par  exemple,  que  OX  soit  l'arbre  de  couche  parallèle  à 
la  quille  d'un  bateau  à  hélice  et  Û''X''  l'axe  qui  porte  l'hélice. 

A  l'état  normal,  c'est-à-dire  dans  la  marche  rectiligne  du  naviie, 
0"x"  sera  dans  le  prolongement  de  Ox.  Mais  imaginons  que,  par  un 
système  d'engrenages  se  gouvernant  de  l'intérieur,  on  incline  la 
direction  de  0" x"  tout  en  conservant  la  propriété  essentielle  (i)  de  la 
symétrie,  l'hélice  gardera  sa  vitesse  uniforme,  la  même  que  celle  de 
l'arbre  de  couche,  en  sorte  qu'il  n'en  résultera  aucun  choc  dans  le 
jeu  de  la  machine,  et  cependant,  grâce  à  l'inclinaison  de  l'axe  O'x', 
l'hélice  produira  l'effet  d'un  gouvernail,  et  d'un  gouvernail  actif,  ce 
qui,  on  le  conçoit,  augmente  beaucoup  la  rapidité  d'évolution  du 
navire. 
Joint  Clérnens.  Le  joint  Clémens  offre  la  même  propriété  que  le  joint  précédent, 
mais  il  est  moins  commode,  du  moins  dans  certaines  applica- 
tions. 


(')  M.  Goubet  réalise  cette  conditioij  essentielle  au  moyen  d'un  engrenage  limité 
à  quelques  dents. 
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Il  a  fi^mré  en  187G  à  l'Exposition  de  Philadelphie  et  a  fait  l'objet 
d'une  note  intéressante  aux  Comptes  rendus  (tome  LXXXIV),  par 
M.  Rozé,  le  distingué  Conservateur  des  collections  de  l'École 
polytechnique. 

Imaginons  deux  tiges  xO,  AB  s'arliculant  entre  elles  par  leurs 
extrémités  respectives  0  et  A;  par  exemple,  xO  portera  une  petile 
tige  formant  un  T  dont  les  branches  cylindriques  s'engageront  dans 
les  œils  d'une  fourche  terminant  en  A  la  tige  AB.  Concevons  un  plan 
fictifs  passant  par  l'extrémité  B  et  ne  coupant  pas  la  tige  Ox;  pre- 
nons, par  rapport  à  ce  plan,  les  symétriques  des  tiges  Ox,  AB,  soit 

O'a;',  A'B'.  Iléalisons  ces  tiges  et 
articulons-les,  comme  les  précé- 
dentes, par  leurs  extrémités  A',  0' . 
Munissons  l'extrémité  B  de  AB 
d'une  enveloppe  sphérique  creuse 
où  s'engagera  une  sphère  pleine 
égale  terminant  l'extrémité  B'  de 
A'B' .  Par  ce  procédé  on  réalisera  la 
coïncidence  permanente  des  points 
Flfj.  89.  Jr'\  lîj  B'.  Enfin,  engageons  les  tiges 

Ox,  0'  X  dans  des  douilles  qui  leur  permettent  seulement  de  tourner 
sur  elles-mêmes.  Dans  ces  conditions,  l'ensemble  des  tiges  forme  un 
système  à  liaisons  complètes  ;  le  point  B,  extrémité  commune  des  deux 
tiges  AB,  A'  B' ,  décrit  une  cercle  contenu  dans  le  plan  de  symétrie  ::  et 
la  figure  reste  symétrique  par  rapport  à  ce  plan.  On  voit  donc,  par  la 
môme  raison  de  symétrie  que  ci -dessus,  à  propos  du  joint  (loubet, 
(|ue  les  tiges  Ox,  0' x'  auront  des  vitesses  de  rotation  constamment 
égales. 

Dans  la  pratique,  et  pour  assurer  un  guidage  plus  parfait,  on  ne  se 
contente  pas  d'un  seul  couple  de  tiges  AB,  A'B',  on  en  introduit  un 
second. 

Comme  autre  exemple  de  système  articulé  gauche  nous  décrirons 
l'appareil  qui,  en  application  du  théorème  de  M.  Darboux  démontré 
à  la  page  222,  permet  de  décrire  le  plan  ou  plus  exactement  une  zone 
plane. 

Il  s'agit,  comme  on  sait,  de  réaliser  le  fait  d'une  tige  ABC  dont 
trois  points  A,  B,  C  décrivent  des  sphères;  les  centres  A,,  B,,  Cj  de 
ces  sphères  sont  eux-mêmes  en  ligne  droite.  Il  y  a  alors  un  point  M 
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de  la  tige  ABC  qui  décrit  un  plan  normal  à  la  tige  Ajï3jC,.  Il  suffit 
donc  de  relier  les  points  A  et  A^,  B  et  Bj,  C  et  Cj  par  trois  tiges  de 
longueur  invariables  s'articulant  par  leurs  exti'émités  aux  tiges  ABC 
et  A,  lîjCj.  Nous  sommes  ainsi  amenés  à  réaliser,  par  le  moyen  d'un 
système  articulé,  le  fait  de  deux  liges  s'articulant  en  un  point, 
c'est-à-dire  assujetties  à  l'unique  condition  d'avoir  constamment  en 
commun  le  même  point;  par  exemple,  le  point  A  s'il  s'agit  des  liges 
A  A,  et  ABC. 

Voici  comment  on  peut  y  parvenir  : 

Considérons  un  cylindre  F  de  révolution,  dont  l'axe  figure  la  droite 
ABC.  Imaginons  un  anneau  assez  étroit  embrassant  le  cylindre  et 
pouvant  glisser  sur  lui  à  frottement  doux.  Si  l'on  enfile  ainsi  plu- 
sieurs anneaux  dont  la  largeur  totale  soit  égale  à  la  hauteur  du 
cylindre  et  si,  par  des  vis  à  tète  placées  aux  extrémités  du  cylindre, 
on  empêche  les  anneaux  extrêmes  de  glisser  dans  le  sens  de  l'axe, 
tous  ces  anneaux  se  caleront  les  uns  aux  autres  et  ne  pourront 
prendre  chacun  qu'un  mouvement  de  rotation  sur  eux-mêmes  autour 
de  l'axe  du  cylindre. 

Imaginons  maintenant  que  l'un  de  ces  anneaux  soit  tel  que  son 
plan  moyen  passe  par  le  point  A;  il  y  passera  constamment.  Dans  ce 
plan  moyen  munissons  l'anneau  de  deux  broches  cylindi-iques  figu- 
rant les  prolongements  d'un  diamètre,  qui  passe  par  le  point  A;  puis 
engageons  ces  broches  dans  les  œils  d'une  fourche  F  identique  à 
celles  que  l'on  utilise  dans  les  joints  de  Cardan.  Désignons  par  A  la 
droite  qui  représente  l'axe  géométrique  de  la  fourche.  Par  suite  de  la 
rotation  de  la  fourche  autour  de  la  broche  et  de  l'anneau  autour  du 
cylindre,  la  droite  A  peut  recevoir  toutes  les  orientations  possibles 
autour  du  point  A;  l'efTot  produit  est  le  même  que  dans  un  joint  de 
Cardan  dans  lequel  on  aurait  fixé  l'une  des  deux  fourches. 

Figurons-nous  maintenant  un  cylindre  de  révolution  délié,  dont 
l'axe  figurerait  la  droite  A  et  qui  serait  foudé  à  la  fourche  F.  Enfilons 
sur  ce  cylindre  plein  un  cylindre  qui  en  sera  la  forme  en  creux  et  que 
nous  empêcherons  de  prendre  aucun  mouvement  de  glissement  par 
rapport  au  cylindre  plein  dans  le  sens  des  génératrices.  Ce  cylindre  {' 
pourra  s'orienter  de  toutes  les  façons  possibles  autour  de  A  et,  par 
rapport  au  cylindre  T,  réalisera  le  fait  d'une  tige  articulée  sur  une 
autre  en  un  point. 

L'emploi  d'un  autre  anneau  dont  le  plan  moyen  pa>>e  par  B  et 
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d'un  troisième  dont  le  plan  moyen  passe  en  C,  permettra  d'articuler 
de  même  en  ces  deux  points  les  deux  tiges  BB^  et  GCj. 

On  fera  de  même  pour  la  tige  A^BjCj  et  les  extrémités  A,,  B,,  C^ 
des  tiges  AAj,  BB,,  CGi- 


Fifj.  00. 

Tel  est  l'appareil  qui  a  été  construit  et  que  représente  la  figure  90, 
Supposons  qu'une  tige  ABC  soit  assujettie  à  la  condition  que  trois 
de  ses  points  A,  B,  G  décrivent  des  plans  formant  un  trièdre  Oxyz; 
un  point  quelconque  de  la  tige  décrit  un  ellipsoïde. 

Soient,  en  effet,  X,  jj,,  v  les  angles  des  arêtes  0^,  Oz;  Oz,  Ox;  O.r, 
Oy  et  a,  h,  c  les  distances  MA,  MB,  MG,  où  M  est  le  point  décrivant. 
Désignons  par  l,  m,  n  les  projections  sur  les  axes,  faites  parallèle- 
ment aux  plans  de  coordonnées,  d'un  segment  de  longueur  1  porlé 
par  la  droite  ABC;  les  coordonnées  x,  y,  z  du  point  M  auront  les 
expressions  suivantes  :  x  est  la  projection  du  segment  A  M,  donc 


et  de  même 


X  =:  a  .1, 
y  :=  h  ,m,       z  =  c  .n. 
Or,  /,  m,  n  sont  liés,  comme  on  sait,  par  l'équation 
l*  -+-  m*  -h  n*  —  2mncosX  —  2nlcos'j.  —  ilmcos  v  =  1. 
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Nous  aurons  donc,  d'après  les  équations  ci-dessus, 

x^       y^       z*       ^ '»/z  ^  "-c  ^  ^V 

—  +  TT  +  —  —  2  7—  COS  A  —  2  COS  ;j,  —  2     T  cos  V  —  1 . 

a*        0'        c*  6  c  crt  ab 

Le  point  M  déci'it  donc  bien  un  ellipsoïde. 

Or,  pour  obliger  les  points  A,  B,  G  à  décrire  cliacun  un  plan,  il 
suffira  d'articuler  ponctuellement  en  A,  B,  G,  sur  la  tige  ABC,  les 
extrémités  des  tiges  de  trois  planigraphes.  On  réalise  donc  de  la  sorte 
un  système  articulé  susceptible  de  décrire  un  ellipsoïde  (*). 

Théorèmes  généraux  sur  les  systèmes  articulés. 

Articulation         99,  Je  terminerai  ce  chapitre  sur  les  systèmes  articidés  en  démon- 
de deux  corps,    [p^nt  plusieurs  propositions  que  j'ai  fait  connaître  en  avril  1895  dans 
les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences. 

Bappelons  que  nous  appelons  articulés  deux  corps  dont  le  mouve- 
ment relatif  se  réduit  à  une  rotation  autour  d'un  axe,  fixe  dans  cha- 
cun d'eux,  qui  sera  Vaxe  cV articxdallon . 

Si  l'un  des  corps  est  une  tige  assimilable  à  une  droite,  nous  sup- 
poserons toujours  que  la  tige  coupe  à  angle  droit  l'axe  d'articulation. 
Le  point  de  rencontre  sera  le  point  d'articulation,  et  le  plan  lié  au 
corps  dans  lequel  peut  se  déplacer  la  tige  sera  le/)/an  d'articulation. 
Ce  plan  est  ainsi  à  chaque  instant  le  plan  mené  par  la  tige  normale- 
ment à  l'axe  d'articulation. 

Lorsqu'il  s'agira  do  deux  tiges  articulées  entre  elles,  nous  suppo- 
serons que  l'axe  d'articulation  est  perpendiculaire  aux  deux  tiges  et 
que  celles-ci  coupent  cet  axe  au  même  point  d'articulation;  le  plan 
des  deux  tiges  est  normal  à  l'axe  d'articulation  et  constitue  le  plan 
d'articulation  commun  dos  deux  tiges. 

Gcs  suppositions  n'ont  rien  d'essentiel,  mais  elles  précisent  et  sim- 
plifient les  raisonnements. 
Jonction  Nous  avons  rencontré  ci-dessus  un  autre  mode  d'articulation  de 

ponctuelle,  jgux  tiges  ou  de  deux  corps,  pour  lequel  nous  adopterons  la  locution 
de  jonction  ponctuelle,  où  la  condition  imposée  consiste  dans  la 
coïncidence  constante  de  deux  points,  fixes  dans  chacim  des  corps. 


(')  Nous  avons  vu,  paj^e  222,  que  si  les  plans  décrits  sont  rectangulaires,  la  tige 
ABC  reste  normale  à  une  surface. 
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On  peut  modifier  le  dispositif  que  nous  avons  déjà  décrit  et  opérer 
comme  il  suit  : 

Concevons  une  sphère  pleine  S,  qui  porte  deux  petites  broches 
cylindriques  figurant  les  prolongements  d'un  diamètre.  Ces  broches 
s'engagent  dans  des  œils  pratiqués,  aux  extrémités  d'un  diamètre  D, 
dans  l'épaisseur  d'un  anneau  extérieur  et  concentrique  à  la  sphère  S. 
L'anneau,  à  son  tour,  est  muni  de  broches  figurant  les  prolongements 
du  diamètre  perpendiculaire  au  diamètre  D;  ces  broches  s'engagent 
enfin  dans  les  œils  d'une  fourche  F  pareille  à  celles  qui  ont  été 
décrites  plus  haut.  Dans  ces  conditions,  l'axe  de  la  fourche  F  est  une 
droite  \  capable  de  s'orienter  de  toutes  les  façons  possibles  autour 
du  centre  0  de  la  sphère.  En  réalisant  alors,  au  moyen  d'une  douille 
comme  il  a  été  expliqué,  un  cylindre  dont  A  soit  l'axe  et  libre  de 
tourner  autour  de  A,  on  aura  réalisé  le  fait  d'un  corps  libre  d'évoluer 
autour  d'un  de  ses  points  0. 

Que  l'on  fasse  de  même  pour  un  second  corps  en  employant  la 
même  sphère  S,  et  nous  aurons  de  la  sorte  un  second  mode  de  réali- 
sation de  la  jonction  ponctuelle  do  deux  corps. 

L'avantage  de  ce  dispositif  est  de  rendre  possible  la  liaison  inva- 
riable du  point  0,  centre  de  la  sphère  et  point  d'articulation,  à  une 
figure  mobile,  sans  gêner  autrement  le  mouvement  des  corps  qui  se 
joignent  en  ce  point. 

Imaginons,  par  exemple,  que  l'on  soude  la  sphère  S  à  un  système 
articulé  qui  oblige  le  centre  0  à  décrire  une  dioito,  par  exemple  à  un 
appareil  Peaucellier,  nous  aurons  réalisé  le  fait  de  deux  corps  mobiles 
assujettis  à  la  condition  de  se  joindre  en  un  point  qui  doit  rester 
lui-môme  sur  une  droite  fixe. 

Nous  allons  déduire  de  là  une  démonstration  de  lemmes  importants. 

Soient  A  et  B  deux  corps  tournant  librement  et  indépendamment 
l'un  de  l'autre  autour  d'un  axe  fixe  Oz.  Une  tige  A  s'articule  au 
point  0  avec  le  corps  A  et  de  telle  manière  que  le  plan  II  d'articula- 
tion passe  par  Oz,  ce  qui  fait  que  l'axe  D  d'articulation  est  une  droite 
issue  de  0  et  rectangulaire  avec  Or.  Une  seconde  tige  A'  s'articule 
dans  les  mêmes  conditions  au  point  0  avec  le  corps  B  et  le  plan  H' 
d'articulation  passe  aussi  par  l'axe  Oz.  Les  azimuls  des  plans  II,  M', 
qui  sont  aussi  ceux  des  droites  A,  A',  varient  d'une  façon  quelconque, 
indépendamment  ou  non.  Il  s'agit  de  forcer  les  tiges  A  et  A'  à  faire 
avec  Oz   le  même  angle,  sans  altérer  en  quoi  que  ce  soit  l'état 
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de  liberté  ou  de  dépendance  relative  des  azimuts  des  plans  M  et  FI'. 
Je  dis  qu'on  peut  y  jparvenir  à  Vaide  de  systèmes  articulés. 

En  effet,  prenons  les  longueurs  OD,  OD'  sur  A,  A'  égales  à  une 
même  longueur  l.  Prenons  deux  autres  tiges  DE,  D' E  égales  aussi  à  î 
et  qui  se  joindront  ponctuellement  aux  extrémités  D,  D'  des  pre- 
mières. Nous  relierons  ensuite  ponctuellement  par  une  double  articu- 
lation effectuée  sur  une  sphère  les  tiges  DE,  D'E,  de  sorte  que  le 
point  E  où  elles  se  joignent  soit  justement  le  centre  de  cette  sphère 
et  ensuite,  en  soudant  cette  sphère  à  un  système  articulé  de  Peaucel- 
lier,  nous  forcerons  le  point  E  à  décrire  la  droite  Or.  Dans  ces  condi- 
tions, l'égalité  des  triangles  isocèles  ODE,  OD'E  entraîne  l'égale 
inclinaison  des  tiges  A,  A'  sur  l'axe  Oz,  et  cela  sans  que  les  relations 
entre  leurs  azimuts  se  trouvent  en  quoi  que  ce  soit  altérées. 
Lemmell.  Soient  T,  T'  deux  tiges  de  longueurs  a,  a' . 

La  première  s'articule  en  0  sur  le  corps  A  de  tout  à  l'heure,  libre 
de  tourner  autour  de  Oz,  et  le  plan  d'articulation  n  contient  Oz,  en 
sorte  que  l'axe  D  d'articulation  est  une  droite  du  corps  A  perpendicu- 
laire à  Oz. 

La  tige  T'  s'articule  avec  la  tige  T  à  son  extrémité,  de  sorte  que  le 
plan  d'articulation  soit  le  plan  H  que  nous  venons  de  définir.  Ainsi 
les  tiges  T  et  T'  se  meuvent  toutes  deux  dans  le  plan  II,  tandis  que 
ce  plan,  solidaire  du  corps  A,  peut  tourner  autour  de  l'axe  Oz  en 
même  temps  que  le  corps. 

Soient  0,  0'  les  angles  avec  Oz  des  tiges  T,  ï'  et  s  l'angle  que  fait 
le  plan  II  avec  un  plan  fixe  zOa:  mené  par  Oz. 

Je  dis  que  si  p,  p',  a  désignent  des  entiers  positifs  ou  négatifs 

et  X,  [j.  l'une  des  quantités  0,  t.,  -f-  ^^  — ^)  oyi  saura  réaliser  avec 

un  système  articulé  le  fait  d'une  tige  T  (p,  p',  a,  z,  \).)  faisant  avec 
Oz  V angle  pO  -H  p'ô  -f-  a  et  dont  zo  -\-  \>.  sera  l'azimut. 

En  effet,  nous  saurons,  d'après  Kempe,  réaliser  le  fait  d'ui.o 
tige  Aî,î',  A  articulée  au  point  0,  sur  l'axe  d'articulation  D,  avec  le 
corps  A  (en  sorte  que  II  est  son  plan  d'articulation)  et  qui  fasse  avec 
Oz  l'angle  p6  -^  p'6'  -H  \.  Il  suffira  d'établir  dans  le  plan  ::  un  sys- 
tème articulé  convenable  dont  feraient  partie  les  tiges  TetT'.  (Voir 
page  270.)  Grâce  à  ce  système,  quand  on  déplacera  T  et  T'  de  façon 
à  faire  varier  d'une  façon  quelconque  leurs  angles  0,  0'  avec  Oz,  la 
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lige  \,i',l  se  placera  d'elle-même  sous  l'angle  pô  -1-  p'O'  +  a  avec 
l'axe  0-. 

Imaginons  un  second  corps  A^,(j.  tournant  aussi  librement  autour 
de  Oz  et  articulons  une  tige  T  (p,p',X,  j,ix)  avec  ce  corps  au  point  0, 
de  sorte  que  son  plan  11;,^  d'articulation  passe  par  Oz. 

D'après  le  lemme  I,  nous  saurons,  par  le  moyen  d'un  système  arti- 
culé, qui  reliera  les  axes  ^o,z',l  et  T  (p,  p',  X,  c,  \).),  obliger  les  axes 
à  rester  également  inclinés  sur  l'axe  0;::  et  cela  sans  toucher  à  la 
liberté  relative  de  leurs  azimuts  qui  sont  ceux  des  plans  II  et  Il^.tx. 
Alors  T  (p,  p',  A,  7,  '^.)  fera  avec  Oz  l'angle  pO  4-  p'ô'  -f-  X. 

Maintenant,  passons  aux  azimuts,  qui  sont  restés  indépendants. 
Matérialisons  en  une  tige  Q,  solidaire  du  corps  A,  la  trace  du  plan  II 
sur  le  plan  des  xy,  et  soit  de  même  Q^,u.  une  tige  solidaire  du 
corps  Aj,.j.  représentant  la  trace  sur  le  plan  xOy  du  plan  11^  ,a.  La 
tige  Q  fait  avec  l'axe  Ox  l'angle  9;  on  pourra,  grâce  à  un  système 
articulé  plan,  obliger  0^,^  à  faire  avec  Ox  l'angle  ao  +  [x  (Kempe). 

Dès  lors,  la  tige  T  (p,  p',  a,  7,  jj.)  remplit  les  conditions  angulaires 
de  l'énoncé. 

Son  azimut  est  79  -h  [j.,  et  l'angle  qu'elle  fait  avec  Oz  est 
pO  +  p'e'  +  A. 

Soit  une  tige  AB;  07i  peut,  au  moyen  d'un  système  articulé, 
réaliser  le  fait  d'une  tige  A'B'  équipollenie  à  AB  et  dont  Vorigine  A' 
peut  être  prise  en  U7i  point  quelco7ique  fixe  ou  mobile  de  l'es- 
pace, sans  gêner  le  mouvement  de  la  tige  AB  si  cette  tige  est  mobile. 

En  effet,  concevons  un  corps  G  libre  de  tourner  autour  de  AB,  puis 
un  corps  G'  articulé  avec  G,  de  sorte  que  l'axe  d'articulation  soit  paral- 
lèle à  AB,  puis  un  troisième  corps  G'  articulé  au  corps  G',  l'axe  d'ar- 
ticulation étant  aussi  parallèle  à  AB,  on  pourrait  continuer  si  l'on 
voulait,  mais  arrêtons-nous  au  corps  G",  et  soit  A,Bj  un  segment  lié 
au  corps  C  qui  soit,  dans  une  position  de  ce  corps,  équipollent  à  AB, 
il  est  clair  que  A,B,  sera  équipollent  à  AB  dans  toutes  les  positions 
du  corps  G'.  Imaginons  alors  que  dans  un  plan  II  lié  invariablement 
au  corps  G",  on  construise  un  parallélogramme  articulé  dont  AjBj 
serait  un  côté;  on  pourrait  même  construire  une  chaîne  de  parallélo- 
grammes articulés  dans  le  plan  II  dont  le  premier  aurait  AjBj  pour 
cô!é  et  dont  les  autres  auraient  tous  deux  côtés  équipollenfs  à  AjBj. 

Le  dernier  de  ces  côtés  dans  le  dernier  de  ces  parallélogrammes 
est  une  tige  A'B'  qui  demeure  équipollente  à  AB,  soit  quand  on  fait 
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tourner  les  corps  C,  C ,  G",  soit  quand  on  déforme  la  chaîne  des 
parallélogrammes  articulés  ;  or,  il  est  bien  évident  que  par  ces 
mouvements  combinés  on  pourra,  quelle  que  soit  la  position  du 
segment  AB  et  sans  gêner  son  mouvement,  amener  le  point  A' 
en  un  point  arbitraire  de  l'espace. 
Lemmo  IV.  Soient  Tj,  Tj,  ...,  T,„  m  tiges  s'arliculant  au  point  0  sur  m  corps 

Aj,  A,,  ...,  A,„  que  nous  supposerons  susceptibles  de  tourner  autour 
de  Oz.  Les  plans  d'articulation  passeront  tous  par  Oz  et  nous  désigne- 
rons respectivement  par  9j,  ç,,  ...,  z>„,  les  azimuts  de  ces  plans  et  par 
0i5  0^,  ...,  0,„  les  angles  des  tiges  Tj,  T,,  ...,  T^  avec  Oz.  Ces  divers 
angles  pourront  être  indépendants  ou  liés  par  certaines  conditions 
physiquement  réalisées,  comme  par  exemple  les  tiges  T  {pp'Ac\i) 
dans  le  lemme  II. 

Je  me  propose  de  prouver  que  l'on  peut  réaliser  par  des  systèmes 
articulés  ce  fait  que  la  somme  des  projections  des  tiges  T,,  T,, .. .,  ï,„ 
sur  un  axe,  Vaxe  Ox  par  exemple,  soit  nulle. 

En  effet,  par  l'emploi  de  systèmes  articulés  nous  saurons  guider 
une  tige  Tj  équipollente  à  T,  et  dont  l'origine  soit  sur  un  point 
fixe  F  [lemme  III].  Nous  saurons  de  même  construire  une  tige  Ti 
se  joignant  ponctuellement  par  son  origine  à  l'extrémité  de  TJ  et 
constamment  équipollente  à  T,;  puis  une  tige  T^  équipollente  à  T3  et 
se  joignant  par  son  origine  à  l'extrémilé  de  T2  et  ainsi  de  suite. 

Nous  arriverons  finalement  à  une  dernièie  tige  T^,  équipollente  à 
T„  et  dont  on  désignera  par  P  rextr('mité. 

La  droite  FP  représente  la  somme  géométrique  des  segments 
Tj,  Tg,  ...,  T„,;  pour  que  sa  projection  sur  Ox  soit  nulle,  il  faut  et  il 
suffit  que  le  point  P  décrive  le  plan  mené  par  F  perpendiculairement 
k  Ox.  Or,  c'est  ce  que  l'on  saura  réaliser  en  articulant  ponctuellement 
la  tige  T,'„  par  le  point  P  au  point  décrivant  d'un  planigraphe. 

Le  lemme  est  donc  démontré. 
Réalisation  Ces  divers  Icmmes  nous  condufsont  à  une  proposition  générale  qui 

'^^  s'énonce  dans  les  termes  suivants  : 

toute  liaison 

algébrique  Soient  M,,  M,,  ...,  M„  7-i^points  liés  par  une  relation  algéhrirjiie. 

des  points.      ^'*  P^^^  réaliser  cette  relation  algébrique  à  Vaide  d'un  système 
arlicuh'. 

Soient,  en  effet,  a-,,  y^,  z,;  x,_,  y,,  z,;  x^,  y„  r^;  ...,  x„,  y„,  z„  les 
coordonnées  rectangulaires  des  n  points-  la  relation  algébrique  consi- 
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dérée  se  traduira  par  l'équation 

f{Xv  Vv  "v  ■'ï'î'  Vi^  "î,  •••,  •-«»,  ?/„,  2„)  =  0, 
où  /"est  un  polynôme  en  x,,  ij„  r,,  ...,  ./■„,  »/„,  z„. 

Je  me  servirai  de  tiges  T,  T'  comme  dans  les  lemmes  précédents. 
Ainsi  M,  sera  l'extrémité  d'une  tige  ï-  articulée  à  l'extrémité  d'iine 
tige  T^  qui  s'articule  elle-même  en  0  à  un  corps  A^  libre  de  tourner 
autour  de  Oz  et  le  plan  d'articulation  II..  contient  à  la  fois  l'axe  Ov  et 
les  tiges  T^,  T;.  Une  tige  Q,,  figurant  un  prolongement  du  corps  A^ 
dans  le  plan  xOy,  matérialise  la  trace  du  plan  II,;  sur  ce  plan;  ç,-  est 
l'angle  de  Q^  avec  Ox;  0„  6',  les  angles  de  T,.,  i;  avec  Oz;  enfin 
si  a„  a'i  sont  les  longueurs  des  deux  tiges,  on  a  pour  les  coordonnées 
du  point  M,, 

X-  ■=  (Ui  sin  0;  +  a'i  sin  G,')  cos  cp,-, 

Ui  =  {'^i  sin  0;  +  a'i  sin  0,')  sin  s,-, 

Zi  =   a,,  cos  6j  +  a'i  cos  ô,'. 

La  relation  algébrique  prendra  alors  la  forme 

0=  2  A  sin'"ô,  ...  sin""0„  sin^'Ol  ...  sin''"0;  cos"0,  ...  cos'"^» 

cos'"Oi  ...  cos''"e;,  sin'î,  ...  sin'"^^  cos'''!p,  ...  cos'"9„. 

Or,  en  faisant  usage  d'une  transformation  déjà  utilisée  dans  le 
théorème  de  Kenipe,  nous  mettrons  cette  équation  sous  la  forme 


(E)0=..2^^ 


fîpâ  ...  p', 
l_7t  7^  ...  7„; 


sin  (ZpiOi+lp'id'i  +  X) cos (^7, 5,  +  1^.), 


ou    pV    P2    •••'    Pn')    ?15    f2j    •••?    .'"5    ^1» 

OU  négatifs  et  X,  ;j.  les  quantités  0, 


A^\     pi    p2    ...    p'n 

L7,   72   ...   7„   [Xj 


2        2 
il  est  essentiellement  positif. 


„  sont  des  entiers  positifs 
;  quant  au  coefficient 


Nous  allons  maintenant  considérer  un  plan  IT  passant  par  0  j,  plan 
qui  sera  lié  invariablement  à  un  corps  A  auxiliaire  libre  de  tourner 
autour  de  cet  axe. 

Nous  articulerons  en  0  sur  ce  corps  A  et  dans  le  plan  IT,  pris 
comme  plan  commun  d'articulation,  n  tiges  l^,  A,,  ...,  A„,  que  nous 
assujettirons,  par  le  procédé  du  lemme  I^  à  faire  avec  Oz  les  mêmes 
angles  6„0„...,0„  que  T^T^,  ...,  T,. 
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Après  avoir  construit  les  parallélogrammes  sur  T,,  Ti,  T,,  Ti,  ... 
articulés  respectivement  dans  les  plans  II,,  IF,,  ...,  1I„,  ce  qui  nous 
donne  les  tiges  ïï,  11,  ...,  TJJ  équipollentes  à  Tl,  Ta,  ...,  T,',,  mais 
articulées  en  0  aux  corps  A,,  Aj,  ...,  A„  respectivement,  nous  pour- 
rons guidei-  dans  le  plan  II  n  autres  tiges  Al,  Aâ,  ...,  A,',  articulées 
en  0  au  corps  A  et  faisant  avec  Oz  les  mêmes  angles  b[,  Os,  •••,  0,', 
que  Tï,  Ta,  ...,  T,'  ou  que  Ti,  Tô,  ...,  T,'.. 

Nous  saurons  alors,  par  le  moyen  d'un  multiplicateur  et  addifeur 

de  Kempe,  guider  dans  le  plan  II  une  tige  1^^  '"f  '    '    ,"   '  1  faisant 
avec  0:  l'angle  Ip^O,  +  1  pi  fil  -{-  A. 

/Pl,   p2,    •••,   Pn)    A\ 

Considérons  maintenant    un   corps  A  i   pi,  ps,  ...,  p',        i  mobile 

\~f>  's)  •••?  ^«1  V-/ 

autour  de  Taxe  0  7  et  dont  nous  représenterons  parQ  |  pi,pj, ,..,  p,'„      1 

ySj,    -j,    ...,    7„,    \J.    / 

un  prolongement  en  forme  de  tige  situé  dans  le  plan  des  xy,  en 
sorte  que  cette  tige  matérialise  la  trace  sur  le  plan  des  xy  d'un  plan 

/?!)    Pî>    •••'   Pn5    'A 

Jl  1  pi,  Pj,  ...,  çi'„j      )  lié  invariablement  au  corps    et   passant    par 

\7|,    '2,     ...,    !^„,    [•''/ 

/pu   p2?    •••5    ?n1    ^  \ 

0-;  dans  ce  plan  II  I  pi,  pâ,  ...,  p,',,       1  articulons  en  0  une   tige 

\7p  ffj,  ...,  7„,  ;x/ 

/?!'    ?2'    •••>    ?'"   "^A  /Pl'    ?2'    *••'    ?"'     ''\ 

T  (  pi,  ?;,  .••,  p»,      )  sur  le  corps  A  I  pi,  p;,  ...,  p,',,      |  ;  on  pourra, 

\',,    ^2?    •••'    ^n'    I-**/  \^1'    ^'2    •■■'    '"'     i''''^ 

en  application  du  lemme   f,  relier  cette  lige  avec  la   tige 

(p,,  P2,   ...,  p,„    A 
Pj,     P2,      ...,     P„, 
"l5    ^2)    •••>    ^nJ    I-'' 

de  sorte  que  les  in  linaisons  de  ces  tiges  sur  Oz  demeurent  égales. 
On  pomra  ensuite,  par  des  additeju's  et  des  multiplicateurs,  relier 

/Pn  ?2'  •••>  P»y  ^\ 
la  lige  Q      pi,  pl,  ...,  p,',,       j  aux   ti-es   Q,,   <]„    ...,  0„  de  façon 

'u  '2?  •••  J  '^«5  1^'/ 
qu'elle  lasse  avec  Ox  l'angle  ::ji9i  4-  p.. 
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(Pn    f2'    •••?    Pn'     ^A 
Pn  ?25  •••,  P'n,      )  fait  avec  Oz 
^l^   ^î>    ■••,  -n,    IV 

l'angle  1  p,  0,-  +  Z  pi  0,'  4-  >.,  tandis  que  son  azimut  est  égal  à  i  p,9;  4-  ;x. 

/PlJ   ?2'    •",    Pn,    >^\ 

Si  l'on  donne  à  cette  tige  la  longueur  Aj  I  p[,  p;,  ...,  p,;,      j  l'équa- 

\^1J   '^a?    "M    ^n)    [A/ 

tion  (E)  exprime  que  la  somme  des  projections  de  toutes  ces  tiges 
sur  Ox  est  nulle. 

On  est  alors  conduit  à  appliquer  le  lemme  IV.  Par  des  arlicula- 
tions  on  guidera  un  polygone  articulé  formé  de  tiges  équipoUentes 

/Pli    ?25    •••?    Pnj     'A 

aux  tiges  T  (  pj,  p-,  ,..,  pi,      j  et  l'origine  F  de  la  première  tige  de 

Xffj,  s^,  ...,  J„,  [J./ 
ce  polygone  étant  maintenue  fixe,  il  sera  nécessaire  et  suffisant  que 
l'extrémité  de  la  dernière  décrive  le  plan  normal  à  l'axe  Ox  mené 
par  le  point  F,  ce  que  l'on  réalisera  au  moyen  d'un  planigraplie. 
Le  théorème  est  démontré. 
Cas  Si  la  condition  géométrique  imposée  à  l'ensemble  des  points  M^, 

"^Vu^'iiZT  ^^"  '■■  ^^  traduit  par  plusieurs  équations  entre  leurs  coordonnées, 
chacune  de  ces  équations  se  trouve  représentée  par  un  système  arti- 
culé. II  suffira  de  joindre  ponctuellement  entre  eux  ces  divers  sys- 
tèmes aux  points  M„  M,,  ...  pour  que  ces  points  se  trouvent  être 
assujettis  à  la  fois  à  l'ensemble  des  conditions  exprimées  par  les 
équations  proposées.  Le  théorème  est  donc  acquis  quel  que  soit  le 
nombre  des  équations  de  condition. 

Dosciiption         Plusieurs  cas  particuliers  de  cette  proposition  sont  dignes  d'une 

des  surfaces     mention  spéciale. 

t  des  courbes  .        ,     vi     ,      •     j, 

algébriques  ^'  abord  s  il  s  agit  d  une  condition  unique  imposée  aux  coordonnées 

gauches.        d'un  seul  point  M,  ce  point  décrit  une  surface  algébrique,  et  l'on  a 
alors  ce  théorème  : 

Tonte  surface  algébrique  })eut  être  décrite  'par  le  moyen  d'un 
système  articulé. 

Si  l'on  a  deux  équations  algébriques  entre  les  coordonnées  d'un 
point  unique,  ce  point  décrit  une  courbe  gauche  algébrique.  Donc  : 

Toute  courbe  gauche  algébrique  peut  être  décrite  par  le  moyen 
d'un  système  articulé. 

Ciné>natique.  20 


306  LEÇONS   DE   CINÉMATIQUE. 

Mouvements  On  peut  se  rendre  compte  aussi  qu'il  n'est  point  de  mouvement 
algébriques,  algébrique  d'un  corps  qui  ne  puisse  être  réalisé  au  moyen  de  simples 
articulations. 

Observons,  en  effet,  que  la  position  d'un  corps  solide  est  connue 
si  l'on  connaît  celle  de  trois  de  ses  points. 

Une  condition  algébrique  imposée  au  mouvement  relatif  de  deux 
corps  se  traduira  par  une  ou  plusieurs  relations  algébriques  entre 
les  coordonnées  de  trois  points  liés  à  l'un  et  de  trois  points  liés  à 
l'autre.  Donc,  tout  état  de  gène,  représenté  par  des  conditions  algé- 
briques, existant  entre  deux  corps  est  réalisable  par  le  moyen  d'un 
système  articulé. 

De  même,  s'il  s'agit  d'un  système  de  corps  .■solides. 

Les  mêmes  remarques  s'étendent  à  des  conditions  plus  abstraites. 

Considérons  deux  points  qui  soient  constamment  conjugués  par 
rapport  à  une  surface  du  second  degré.  Il  existera  un  système  arti- 
culé qui  réalisera  cette  relation. 

Pareillement  si  la  droite  de  jonction  de  deux  points  P,  Q  fait  partie 
d'un  complexe  donné,  algébrique,  il  y  aura  un  système  articulé  qui 
assujettira  le  segment  PQ  à  cette  condition. 

Les  transformations  géométriques  algébriques  sont  dans  le  même 
cas.  Il  y  a,  par  exemple,  des  systèmes  articulés  qui  réalisent  l'bonio- 
graphie  la  plus  générale.  Nous  avons  eu  occasion  de  donner  à  la 
page  264  un  cas  particulier,  celui  de  l'bomothétie  jointe  à  un  dépla- 
cement ('). 

Il  est  clair  que  l'introduction  de  simples  articulations  ne  peut 
fournir  que  des  liaisons  de  nature  algébrique,  c'est-à-dire  se  tradui- 
sant par  des  quantités  algébriques  entre  les  lignes  ou  les  lignes  tri- 
gonométriques  des  angles  des  figures  assujetties  à  ces  liaisons.  Des 
relations  de  nature  transcendante  ne  sauraient  être  réalisées  par  leur 
moyen. 

Mais  il  était  permis  de  se  demander  si  les  systèmes  articulés 
fournissent  réellement  le  moyen  d'établir  toutes  les  liaisons  algé- 
briques concevables  ou  bien  si  les  liaisons  qu'ils  permettent  d'établir 
ne  forment  pas  une  classe  particulière  dans  l'ensemble  des  liaisons 
algébriques. 


(')  Dans  le  Bv.lletiii  des  Sciencts  mathématiques  (novembre  1895),  M.  Delaunay  a 
fait  connaître  un  système  articuli'-  propre  à  réaliser  la  projection  orthogonale. 
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Le  raisonnement  tiré  du  nombre  suffisant  des  paramètres,  que 
permet  d'augmenter  à  volonté  l'addition  de  nouveaux  corps  et  de 
nouvelles  articulations,  ne  saurait  passer  pour  satisfaisant.  Dans  l'ar- 
ticle des  Nouvelles  Antiales,  où  M.  le  général  Paucellier  a  publié  sa 
belle  découverte  do  l'appareil  à  ligne  droite,  l'auteur  fait  remarquer 
que  le  nombre  des  paramètres  dont  on  dispose  dans  un  système  arti- 
culé plan  peut  être  aussi  grand  que  l'on  veut,  pourvu  que  l'on  com- 
plique suffisamment  le  système,  et  il  en  déduit  que  l'on  pourra  tou- 
jours, grâce  à  ce  nombre  indéterminé  de  paramètres,  faire  en  sorte 
qu'un  point  du  système  décrive  un  arc  de  courbe  algébrique  donné 
a  priori. 

Cette  remarque  rend  probable  le  théorème,  mais  elle  laisse  sub- 
sister ce  doute  que  les  courbes  qui  naissent  du  mouvement  d'un 
système  articulé  sont  peut-être  marquées  d'un  caractère  particulier. 

Il  n'en  est  rien,  c'est  vrai,  mais  la  démonstration  de  Kempe  était 
nécessaire  pour  le  mettre  hors  de  doute.  Ainsi  en  est-il  des  théo. 
rèmes  plus  généraux  que  nous  venons  de  démontrer. 

Pour  finir,  une  réflexion  concernant  les  systèmes  articulés.  L'in- 
térêt qui  s'attache  à  leur  étude  n'est  point  justifiable  a  priori.  Des 
avantages  de  précision,  de  facilité  de  construction,  de  légèreté,  de 
mobilité  en  ont  rendu  l'emploi  précieux  aux  praticiens.  Leur  usage 
dans  les  machines  est  indispensable;  on  les  rencontre  dans  les 
mécanismes  les  plus  primitifs,  comme  aussi  dans  les  plus  modernes; 
aussi  est-il  permis  de  prédire  à  leur  théorie  un  développement 
incessant.  Jusqu'à  ce  jour,  on  ne  peut  dire  qu'elle  ait  été  poussée 
très  loin,  malgré  les  travaux  si  ingénieux  de  Tchebicheff  et  de 
tant  d'autres  géomètres.  Les  principes  généraux  de  la  théorie  des 
systèmes  articulés  n'ont  pas  encore  été  éclaircis  et  on  est  réduit  à  un 
ensemble  de  recherches  isolées  et  de  résultats  curieux  sans  liens 
apparents  entre  eux.  C'est  une  raison  de  plus  pour  engager  les 
géomètres  à  éclairer  cette  question  encore  obscure;  les  progrès  de  la 
science  se  font  parfois  par  les  côtés  les  plus  inattendus. 
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CHAPITRE  XII 

Le  déplacement  comme  cas  particulier  d'homographie. 


100  Les  transformations  homographiques  comprennent  les  dépla- 
rrro-L  cernent;  comme  cas  particuliers.  Prenons  d'abord  1'exen.ple  d'une 
surelle-rné.ne.  j^.^j^^  ^j  glisge  sur  elle-même  d'une  longueur  a.  Soit  II  un  plan 
normal  à  cette  droite  et  x  la  dislance,  avant  le  glissement,  d'un  po.nt 
M  de  la  droite  au  plan  fixe  II.  Après  le  glissement,  le  point  M  se 
sera  éloigné  de  la  quantité  a  et  la  distance  x,  de  sa  nouvelle  posi- 
tion Mj  au  plan  II  sera  devenue 
(•,)  x,  =  x-\-a. 

Le  point  M.  est  ainsi,  sur  la  droite  considérée,  l'homologue 
du  point  M  dans  l'homographie  particulière  représentée  par  la  for- 

mu1e(l).  .11 

Celte  homographie  est  particulière,  car,  en  gênerai,  dans  une 
homographie  reliant  les  points  d'une  droite,  il  y  a  deux  points  de 
coïncidence,  c'est-à-dire  qui  coïncident  avec  leurs  homologues. 

Pour  certaines  homographies  spéciales,  ces  points  de  coïncidence 
sont  confondus.  C'est  ce  qui  a  lieu  ici,  car  l'unique  point  de  coïnci- 
dence est  le  point  à  l'infini  sur  la  droite. 

Identité  dos 

lormuies  .[ui  Wlouvement  d'une  figure  plane. 

ropréscntciit 

déplacement  iQ!.  Examinons  le  cas  du  déplacement  d'une  figure  plane  dans 

aveccellesdun  .op^  plan, 

cl.ungementdc  •       Il                                ^^^^  rectangulaires  lixes;  M  un  point  de 

cooidonuco.  ooieiiL  v^f^p  ^Ui 
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la  figure  mobile  et  Mj  la  position  qu'occupe  le  point  M  après  le  dépla- 
cement. La  correspondance  entre  les  points  M  et  Mj  est  une  homo- 
graphie. 

On  s'en  rend  compte  de  la  façon  suivante.  Imaginons  deux  axes 
rectangulaires  liés  à  la  figure  mobile  et  coïncidant  avec  0^x^,  0^y^ 
avant  le  déplacement. 

Après  ce  déplacement,  ces  axes  sont  venus  occuper  une  certaine 
position  Ox,  Oy.  Les  coordonnées  x,  y  du  point  M  par  rapport  aux 
axes  0^x^,  O,  j/t  sont  évidemment  les  mêmes  que  les  coordonnées  du 
point  M,  par  rapport  aux  axes  Ox,  Oy,  attendu  que  ces  axes  et  le 
point  Mj  sont  liés  invariablement  entre  eux. 

Si  donc  nous  désignons  par  x^,  y^  les  coordonnées  du  point  M,  par 
rapport  aux  axes  Oj^j,  0^y^,  on  voit  que  x^,  y^  devront  se  déduire 
de  X,  y  par  les  formules  d'un  changement  de  coordonnées,  puisque 
(.Cj,  y^)  {x,  y)  sont  les  coordonnées  d'un  même  point  Mj  par  rapport 
à  deux  systèmes  d'axes  différents  (OiCCj,  0^y^)  et  (Ox,  Oy).  Nous 
aurons  ainsi 


(2) 


x^  =  a  +  x  cos  6  —  y  sm  0, 
y^  z=zh  +  xsinO  +  iy  cos  6. 


1  X    y  X.    y, 

Si   nous  remplaçons  x,  y  par ->  ->  et   Xj,  y^   par^>  —  nous 


'1     '1 


pourrons  remplacer  les  formules  (2)  par  les  suivantes  : 

/  pXj  =  cosO.x  —  sin^. y  +  az, 

(3)  I  pî/j  =:  sinO.x  4-  cosO.i/  4-  hz, 

où  p  est  un  coefficient  de  proportionnalité. 

102.   Ces  formules  rentrent  évidemment  dans  le  type  général 
suivant  : 

/  pXj  =  ïx   +  niy   +  HZ, 

(4)  ]   py^=  V X  +  m'y  -h  n' z, 

\  pz^  :=:  Tx  -f-  m"  y  +  n"z, 

où  l,  m,  n,  V ,  m\  n' ,  l",  m",  n"  sont  des  constantes,  et  qui  convient 
à  la  transformation  hornographique  la  plus  générale  du  plan. 
d„no  I^  y  a  généralement  3  points  qui,  dans  une  homographie  plane 

«omographie.    donnée,  coïncident  avec  leurs  homologues.  Si,  en  effet,  dans  les  for- 


TJNIVERS; 
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mules  (4)  on  exprime  que  x^,  y^,  z^  sont  proportionnels  à  x,  y,  z,  on 
est  conduit  aux  équations 

iSoc  =  Le   +  my    +  nz, 
Sj/  ^  r  X  +  m' y  +  n'  z, 
^  Sz  =  Vx  +  m'y  +  n' z, 

dont  la  compatibilité  exige  que  le  déterminant  suivant  soit  nul 

l  —  S       m  n 

(6)  V  w'  —  S      n'  =  0. 
l"             m"               n"  — S 

Équation  Cette  équation  (lu  troisième  degré  en  S  est  appelée  Véquation 

caracteiistiqiip   caractéristique  de  l'homographie. 

Les  racines  de  l'équation  caractéristique  présentent  vis-à-vis  d'une 
transformation  linéaire,  équivalente,  comme  on  sait,  à  une  transfor- 
mation de  coordonnées,  la  propriété  d'invariance. 

Supposons,  en  effet,  que  les  formules  de  transformation  s'écrivent 

/'  X  =  a^    -h  ^y    4-  Yc 

(7)  Y  =a'x'.-^-   ^'y  -^  y'r, 
(    Z    zr:  y."x  -\-    ^" y  ^-  y"  Z , 

en  sorte  que  l'on  tire  de  ces  équations 
AX  4-  A' Y  -I-  A"Z 


(7)' 


/ 


ex 


y  = 

G'Y-f-  CZ 


BX  +  B'Y  -f  R'Z 


où  A  est  le  déterminant  2^  ±  a  (S' y"  et  A,  B,  G,  ...  ses  mineurs. 

Les  formules  (4),  qui  représentent  l'homographie,  vont  se  trans- 
former dans  les  suivantes  : 


(8) 


pX,  =  LX   -I-  MY   -i-  NZ, 
p\\  =  L'X  +  M'Y  -^  N'Z, 
pZj  =L'X  +  M'Y-t-N-'Z, 


où  Xj,  Yj,  Z,  ont  les  expressions  suivantes,  qui  se  déduisent  de  (7) 
en  remplaçant  x,  y,  r  par  x^,  y^,  z^, 

/   Xj  =  ax^    -f-  Hy^    +  Y"n 


(z'Z 


a'Xj  +  1^'//,  +  v'm, 


!i"yi  +  Y"-f 
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Or,  de  la  première  de  ces  équations  on  tire,  en  tenant  compte  des 
équations  (4)  et  (8), 

IpXj  =z  ci.(lx  +  my  +  nz)  +  ^  {V x  +  m'y  +  n'z) 
+  Y  (V'x  +  7n"y  +  n"z)  =  LX  +  MY  +  NZ, 
pY,  =  a'  {Ix  +  my  +  nz)  +  ^'  {V x  4-  m'y  +  n' z) 
^''^   '  +  y'  {l"x  +  m" y  +  n"z)  =  L'X  +  M'  Y  +  N'Z, 


pZj  =  a"  (ix  +  m»/  +  nz)  +  (S"  (r^c  4-  m'  y  +  n'  £) 
\      ,  +  v"  (r'a)  +  m'y  +  n"z)  =  L"X  +  M"Y  +  N"Z. 

Au  moyen  de  ces  identités,  si  l'on  y  remplace  x,  y,  z  par  leurs 
valeurs  (7)',  on  aura  aisément  les  constantes  L,  M,  N,  L',  M',  N', 
L",  M",  N".  Mais  ces  identités  vont  nous  suffire. 

Des  équations  (5)  on  tire,  en  effet,  en  les  ajoutant  après  les  avoir 
multipliées  par  a,  [3,  v, 

S  (xx  +  ^y  -+-  -rz)  r=  X  {Ix  +  my  +  nz)  -\-  ^  {V x  -\-  m' y  -\-  n'z) 
+  Y  {l"x  +  î^*"?/  +  n"z), 

ou  d'après  la  première  identité  (9)  et  la  première  des  équations  (7) 

SX=LX  +MY  +NZ, 
et  de  môme 

SY=i;X  +  M'Y  +  N'Z, 
SZ=:L"X  +  M"Y  +  N"Z. 

Telles  sont  les  équations  transformées  des  équations  (5).  On  en 
déduit  que  S,  qui  est  racine  de  l'équation  (6),  est  aussi  racine  de 
l'équation 

L  — S      M  N 

(10)  L'  M'  — S      N'        .     =0, 

L"  M"  N"  —  S 

qui  n'est  autre  que  l'équation  caractéristique  avec  les  nouvelles  varia- 
bles X,  Y,  Z.  On  voit  par  ce  qui  précède  que  cette  équation  a  les 
mêmes  racines  que  l'équation  (6),  pourvu  que  l'on  y  prenne  pour 
L,  M,  N,  L',  M',  N',  L",  M",  N"  les  valeurs  constantes  qui  se  prêtent 
aux  identités  (9).  Si  l'on  multiplie  ces  coefficients  par  une  même 
constante  k,  il  est  clair  que  les  équations  (8)  introduisent  dans 
Xj,  Y,,  Zj  un  même  facteur;  l'homographie  n'est  pas  altérée,  mais 
les  racines  de  l'équation  (10)  sont  alors  multipliées  par  k.  Il  con- 
vient de  remarquer  que  les  quotients  de  ces  racines  demeurent  en 
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tous  cas  invariables.  Si,  par  exemple,  une  racine  est  douMe,  un  de 
ces  quotients  sera  égal  à  l'unité  dans  (6)  et  par  conséquent  aussi 
dans  (10),  quand  même  on  aurait  multiplié  L,  M,  N,  ...  par  un  même 
nombre;  le  fait  d'une  racine  double  est  donc  indépendant  des  coor- 
données et  de  l'introduction  d'un  facteur  dans  les  coefficients 
L,  M,  N,  ...;  de  même  pour  une  racine  triple. 

Cette  remarque  préalable  relative  à  l'invariance  des  rapports  des 
racines  de  l'équation  caraclérislique  permet  de  simplifier  notable- 
mont  l'exposition  de  la  réduction  des  homographies  à  leurs  types 
canoniques. 

On  doit  encore  observer  que  le  système  des  équations  (5)  en  ,c,  y,  : 
ne  se  réduit  jamais  à  une  seule  équation  si  S  est  une  racine  simpl(; 
de  (6). 

Si,  en  effet,  les  équations  (5)  se  réduisent  à  une  seule,  les  mineurs 
de  (6)  sont  nuls  identiquement  pour  la  valeur  correspondante  de  S. 
Or,  la  dérivée  du  déterminant  (6)  est  une  fonction  linéaire  homogène 
de  ses  mineurs.  Donc,  s'ils  étaient  tous  seuls,  la  dérivée  serait  nulle 
et  S  serait  racine  multiple. 

Ajoutons  enfin  que  l'équation  (6)  ne  saurait  admettre  une  racine 
nulle,  car  alors  le  déterminant  des  équations  (4)  serait  nul  et  nous 
ne  pourrions  plus  résoudre  ces  équations  par  rapport  à  x,  y,  z  en 
•^^15  UiJ  "i  5  nous  n'aurions  plus  une  transformation  homographique. 

Discussion  Ceci  étant  posé,  supposons  d'abord  que  l'équation  caractéristique 

*^^^  n'ait  que  des  racines  simples.  Les  équations  (5)  font  correspondre 

,"  '        '    ^  chacune  d'elles  un  point  différent,  ce  qui  fait  en  tout  trois  points 

Pj,  P^,  P:j,  possédant  la  propriété  de  coïncider  avec  leur  homologue. 

Nous  allons  montrer  que  ces  points  forment  un  triangle  ou  que  le 

point  P3  ne  peut  être  sur  la  droite  PjPj. 

En  effet,  l'homologue  d'une  droite  joignant  deux  points  s'obtient 
en  joignant  par  une  droite  les  homologues  de  ces  deux  points. 
Ici  donc  la  droite  P^Pj  est  sa  propre  homologue,  en  sorte  que  si  M 
décrit  cette  droite,  son  homologue  M'  la  décrit  aussi;  de  plus  M  et  M' 
se  correspondent  homographiquement.  Or,  on  sait  que  dans  toute 
homographie  qui  ne  se  réduit  pas  à  une  identité  (nous  entendons  par 
là  le  cas  limite  où  tout  point  M  serait  son  propre  homologue  sur  la 
droite  considérée),  il  y  a  seulement  deux  points  de  coïncidence  pos- 
sibles; or,  P,,  P,  sont  ces  deux  points;  donc,  comme  P.,  se  corres- 
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pond  à  lui-même  dans  l'homographie  plane,  il  ne  peut  être  sur  la 
droite  PtPj. 

Puisque  Pj,  P^,  Pj  forment  un  triangle,  on  peut,  par  une  trans- 
formation telle  que  (7),  le  prendre  comme  triangle  de  référence;  les 
équations  de  l'homographie  prendront  la  forme  (8).  Seulement, 
comme  X,  doit  s'annuler  avec  X,  Y,,  avec  Y  et  Zj,  avec  Z,  attendu 
que  les  côtés  du  triangle  de  référence  se  correspondent  à  eux-mêmes, 
on  voit  que  les  formules  (8)  se  réduisent  à  la  forme 

(A)  pX,=LX,       pY,  =  M'Y,       pZ,--:=N"Z. 

Telle  est  la  forme  canonique  que  peut  recevoir  l'homographie  plane 
la  plus  générale. 

Passons  au  cas  où  l'équation  (6)  aurait  une  racine  multiple. 

Dans  tous  les  cas,  à  cette  racine  multiple  il  correspond  au  moins 
un  point  Pj  qui  coïncide  avec  son  homologue.  Les  droites  issues  do 
Pj  ont  pour  homologues  des  droites  issues  de  P,,  et  la  correspondance 
entre  ces  droites  étant  homographique,  il  existe  au  moins  une  droite 
issue  de  P,  qui  coïncide  avec  son  homologue.  On  prendra  cette  droite 
pour  côté  Z  =  0  du  triangle  de  référence  et  pour  Y  =  0  une  autre 
droite  issue  de  Pj,  le  troisième  côté  X  =  0  restant  arbitraire.  Alors 
les  formules  (8)  devront  être  telles  que  le  côté  Z  r=:  0  se  corresponde 
à  lui-même  ainsi  que  le  point  Y  =  0,  Z  =:  0.  Gela  nous  donne 
L'  =  L"  ==  M"  =  0,  en  sorte  qu'il  reste 

/  pX,  =:LX  4-  MY   -f-  NZ, 

(11)  pY,  =  iM'Y  +  N'Z, 
(   pZi  =  N"Z. 

Le  système  (5)  devient  ici 

(  (L  —  S)  X  4-  MY  +  NZ  =  0, 

(12)  (M' —S)  Y -I- N'Z  =  0, 

(  (N"  — S)Z  =  0,  "^^-. 

en  sorte  que  l'équation  (6)  s'écrit 

(13)  (L  —  S)  (M'  —  S)  (N"  —  S)  =  0. 

Supposons  maintenant  que  S  =  L  =  M'  soit  racine  double  et 
S  =  N"  racine  simple. 

Il  y  a,  outre  le  côté  Z  =  0  du  triangle  de  référence,  une  droite 
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issue  de  Pj  qui  coïncide  avec  son  homologue.  On  lire,  en  effet,  des 
formules  (12)  la  relation 

ce  qui  prouve  que  la  droite 

N' 

se  correspond  à  elle-même. 

On  peut  supposer  que  l'on  a  pris  pour  Y  =  0  cette  droite  même,  ce 
qui  revient  à  supposer  N'  =  0. 

Enfin,  on  peut  supposer  que  l'axe  X  =  0  passe  par  le  point  de 
coïncidence  Pg,  autre  que  Pj  et  qui  correspond  à  la  racine  simple  N'. 
Pour  S  =  N"  les  équations  (12)  deviennent,  en  se  souvenant  que 
N'  =  0, 

(L  —  N")  X  +  M  Y  +  x\Z  =  0, 
(M'  —  N")  Y  =  0. 

Pour  que  X  =  0  soit  une  solution,  il  faut  et  il  suffit  que  N  =  0, 
Ainsi  avec  ce  choix  du  triangle  de  coordonnées  les  équations  de 
l'homographie  deviennent 

l   pXi  =  LX  +  MY, 

(B)  pY,  =LY, 

(   pZj  =N"Z. 

Cas  singulier        Tant  que  M  n'est  pas  nul,  les  équations  (11)  ne  sont  indéterminées 
delliomologie.   j^j  ^q^y  S  =  L,  ni  pour  S  =  N".  Mais  si  M  =  0,  les  équations  sont 
indéterminées  pour  S  =  L,  en  sorte  que  dans  l'homographie 

(pX,  =  LX, 

(C)  pYi  =  LY, 

(  pZ.  =N"Z, 

tous  les  points  de  la  droite  Z  =  0  se  correspondent  à  eux-mêmes;  de 
plus,  toutes  les  droites  issues  du  point  X  =  0,  Y  ==  0  se  correspon- 
dent à  elles-mêmes.  L'homographie  du  type  (C)  n'est  autre  que 
Vhowologie. 

Le  cas  où  l'on  aurait  L  =  N"  et  où  M'  serait  la  racine  simple  con- 
duit aux  mêmes  conséquences  et  avec  des  notations  différentes. 
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Reste  le  cas  où  la  racine  L  est  triple. 

Nos  formules  ont  le  type  (11),  seulement  on  a  L  =  M'  =  N'. 

En  sorte  que  les  formules  s'écrivent 

/  pX^  =  LX  +  MY  +  NZ, 

(14)  pY,  =  LY  +  xN'Z, 
(  pZ^  =LZ. 

Faisons  le  changement  de  variables 

/  X'  =aX  +  3Y  +  vZ, 

(15)  Y'  =  aY  +  ixZ, 

(  Z'  =  z, 

on  aura 

pz;  =  pZ.:=.Lz 

pY;  =  paY,  +  pr;.Z,  =  X  [LY  +  N'Z]  +  y.LZ 

=  LY'  +  XN'Z' 
pX;  =  paX,  +  p3Y\  +  pvZ,  =  L  (aX  +  gY  +  ^Z) 

+  Ma.Y  + (Na  +  N'g)Z 
=  LX'  +  ^  (Y'  —  IJ.Z')  4-  (Na  +  N'  ^)  Z' 

A 


=  LX'  4- 


^"Y'^-[Na4-N'(i-^^M]z'. 


Il  faut,  pour  que  la  transformation  de  coordonnées  (15)  soit  légi- 
time, que  le  déterminant  de  la  substitution,  Xa,  soit  différent  de  zéro. 
Mais  en  général,  on  pourra  choisir  a,  (3,  À,  ;/  (Xa  étant  différent  de 
zéro),  de  sorte  que  l'on  ait 

(Na  +  N'^)-k  —  a\jMz=zO. 

Il  n'y  aurait  exception  que  si  M  et  N'  étaient  nuls  en  même  temps. 
Ce  cas  mis  à  part,  on  voit  qu'on  peut  toujours  supposer  que  N  =  0, 
et  alors  les  formules  deviennent 

/  pX,  =  LX  +  M  Y, 

(D)  J   pYj  =LY  4- N'Z, 
(   pZ,  =LZ. 

Si  M  et  N'  s'étaient  trouvés  nuls,  on  aurait  la  forme 

pX,  =  LX  +  NZ, 

(E)  ?Y,  =LY, 
(    pZ.  =LZ. 
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Mais  ce  cas  rentre  dans  le  cas  (D)  où  l'un  des  coefficients  ^I  ou  N' 
serait  nul. 

Ce  cas  (E)  rentre  aussi  dans  le  cas  (B)  où  l'on  supposerait  N''  =  L. 

Le  cas  (E)  est  donc  un  cas  limite  de  l'homologie. 

On  voit,  en  effet,  que  tous  les  points  de  la  droite  Z  ==  0  se  corres- 
pondent à  eux-mêmes  et  que  deux  points  homologues  quelconques 
sont  constamment  alignés  sur  le  point  Y  =  0,  Z  =  0.  Nous  sommes 
donc  dans  ce  cas  d'homologie  où  le  centre  dlxomologie  est  situé 
sur  l'axe  d'homologie. 

Si  cet  axe  est  rejeté  à  l'infini,  toutes  les  droites  homologues  sont 
parallèles  et  toutes  les  droites  de  jonction  des  points  homologues  sont 
parallèles  entre  elles. 

Soient  dès  lors  (M,  M')(N,  N')  deux  couples  de  points  homologues; 
les  droites  MM'  et  NN'  sont  parallèles;  les  droites  MN  et  M'N',  qui 
sont  homologues,  sont  également  parallèles  et  par  suite  la  figure 
MM'N'N  est  un  parallélogramme.  Il  en  résulte  que  les  côtés  opposés 
MM'  et  NN'  sont  égaux.  On  voit  donc  que  l'on  construira  l'homo- 
logue N'  d'un  point  quelconque  N  en  construisant  le  segment  NN' 
équipollent  au  segment  fixe  MM'  ;  l'homographie  consiste  ainsi,  dans 
ce  cas,  en  une  simple  translation. 

La  réciproque  est  évidente,  toute  translation  est  une  homologie 
dont  l'axe  et  le  centre  sont  rejetés  à  l'infini. 

103.  Nous  allons  maintenant  montrer  que  tout  déplacement  qui  ne 
se  réduit  pas  à  une  translation  est  une  homographie  du  type  général. 

Prenons,  en  effet,  les  formules  (3)  qui  définissent  en  coordonnées 
homogènes  un  déplacement  quelconque. 

Si  l'on  cherche  les  points  de  coïncidence,  on  sera  conduit  aux 
équations 

, . ^A(cos^—S)x—  sind .y  +  az=0,   sin6.x  +  (cos6  — S)i/4- tï=0 
(^^)î  (1-S)c=0, 

et  l'équation  caractéristique  s'écrit 

(1  _  S)  [(S  —  C03  6)*  4-  sin'e]  =  0. 

La  racine  S  =  1  est  simple  tant  que  0  est  différent  de  zéro,  mais 
si  6  =  0,  on  est  dans  le  cas  d'une  simple  translation,  que  nous 
venons  d'étudier. 
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Si  donc  0  n'est  pas  nul,  les  formules  (16)  nous  donneront  |)our 
S  =  1  un  point  à  distance  finie  qui  coïncide  avec  son  homologue. 
C'est  le  point  autour  duquel  il  suffit  de  faire  tourner  la  figure  pour 
l'amener  d'une  position  dans  l'autre.  On  sait,  du  reste,  que  0  est 
l'angle  de  rotation. 

i^renons  maintenant  les  deux  autres  racines 

S  ==  cosO  ±  1  sinO  =  e-'^, 

qui  ne  seront  égales,  le  cas  de  0  =  0  exclu,  que  si  9  =  r. 

Les  équations  (16)  nous  donnent  alors  z  r=  0,  ce  qui  prouve  que 
les  deux  autres  points  doubles  sont  à  l'infini. 

Supposons  que  0  ne  soit  pas  égal  à  z  ;  alors  les  deux  autres  équations 
se  réduisent  à 

y cosO  —  S 

X  sinô  ~    ' 

les  deux  points  de  coïncidence  sont  donc  les  points  circulaires  à  l'in- 
fini. Ainsi  un  déplacement  plan  est  une  homographie  dans  laquelle 
les  points  circulaires  à  l'infini  sont  chacun  leur  propre  homologue. 

On  observera  que  dans  le  cas  actuel  Sj  =  1,  S,  =  c®,  S3  =  e-'^ 
sont  les  trois  racines  de  l'équation  caractéristique.  Or,  considérons 
d'une  façon  générale  une  homographie  rapportée  à  son  triangle  P, 
P,P3,  dont  les  sommets  sont  les  points  de  coïncidence. 

Si  S,,  Sj,  S3  sont  les  trois  racines  de  l'équation  caractéristique,  les 
équations  canoniques  de  l'homographie  s'écrivent,  comme  on  le  cons- 
tate sans  peine  d'après  la  propriété  d'invariance, 

(   pX,  =  S,.X, 

pY.  =S,.Y, 
l   fZ,  =S,.Z. 

Considérons  la  droite  Y  =  XZ  issue  du  sommet  P,  (Y  =  0,  Z  =  0), 
on  a  identiquement 


(v.-|x.) 


s.  (Y  -  aZ), 


ce  qui  prouve  que  la  droite  Y  —  /  '  '  Z  =  0  est  l'homologue  de  la 
première.  Elle  est  avec  elle  en  correspondance  homographique  et 
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PjPj,  PjPs  sont  les  rayons  doubles  de  celte  homographie,  le  rapport 

Enharmonique  de  ces  deux  droites  homologues  et  des  deux  rayons 

S  S 

doubles  doit  être  constant;  il  est,  en  effet,  égal  à  ^'  Ainsi  -?  est  la 

valeur  du  rapport  anharmonique  V^  (D' ,  D,  P^,  P3)  de  deux  droites 
homologues  D,  D'  issues  de  P^  avec  les  droites  doubles  également 
issues  de  Pj. 
Conception  Appliquons  ceci  au  cas  du  déplacement;  nous  considérerons  une 

projuciive  des    droite  D  issue  du  point  double  P,  situé  à  distance  finie  et  l'homologue 

an;rles,  o 

D'  de  D,  qui  est  aussi  issue  de  P,  et  fait  avec  D,  l'angle  6;  ^  sera  le 

rapport  anharmonique  p  que  forment  D'  et  D  avec  les  droites  iso- 
tropes issues  de  P^. 

S 
Or,  on  a  trouvé  Sj  =:  e'^,  S3  =  e~'^,  donc  ^  =  e-'^,  d'où 

(17)  O  =  ^logp. 

On  retrouve  ainsi  la  définition  projective,  due  à  Laguerre,   de 
l'angle  de  deux  droites  :    c'est  le  quotient  par  2i  du  logarWime 
népérien  du  rapport  anharmonique  que  forment  ces  droites  avec 
les  droites  isotropes  issues  de  leur  point  de  concours. 
Symétrie  Lorsque  l'angle  6  est  égal  à  t.,  l'équation  caractéristique  admet  la 

pat- rapport  a  racine  double  —  1.  Mais  alors  le  système  des  équations  (16)  se 
réduit  à  z  =  0.  Chaque  point  de  la  droite  de  l'infini  se  correspond  à 
lui-même;  nous  sommes  dans  un  cas  particulier  d'homologie,  celui 
où  cette  transformation  se  réduit  à  une  symétrie  par  rapport  à  un 
point  fixe.  Ici  encore,  du  reste,  les  points  circulaires  à  l'infini  sont 
leurs  propres  homologues  comme  tous  les  autres  points  de  la  droite 
de  l'infini. 
Remarque,  Nous  terminerons  par  une  dernière  remarque. 

Dans  tout  déplacement  qui  ne  se  réduit  pas  à  une  translation,  les 
cercles  qui  ont  leur  centre  au  point  de  coïncidence  sont  leurs  propres 
homologues. 

Or,  une  homographie,  en  général,  ne  possède  pas  la  propriété  de 
transformer  aucune  conique  en  elle-même. 

En  fait,  les  trois  racines  de  l'équation  caractéristique  sont  ici  1,  e'^, 
e~*^  ;  cette  équation  est  donc  réciproque.  C'est  là  un  cas  particulier 
d'une  proposition  plus  générale  établie  par  M.  Camille  .lordan  dans 
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un  beau  mémoire  inséré  dans  le  Journal  de  mathématiques, 
tome  IV,  série  IV,  sous  ce  titre  :  Sur  les  transformations  d'une 
forme  quadratique  en  elle-même. 

Dans  le  cas  d'une  translation,  les  cercles  se  réduisent  à  des  droites 
parallèles  à  la  translation. 


Déplacement  d'une  figure  dans  Tespace. 

104.  Nous  venons  de  voir  que  tout  déplacement  d'une  figure  dans 
un  plan  est  une  homographie  du  type  général,  dont  l'équation  carac- 
téristique est  réciproque. 

Dans  le  cas  d'un  déplacement  dans  l'espace,  il  n'en  est  pas  tout  à 
fait  de  même. 

L'équation  caractéristique,  qui  est  alors  du  quatrième  degré,  pos- 
sède toujours,  s'il  s'agit  d'un  déplacement,  une  racine  multiple. 

D'abord,  un  raisonnement  analogue  à  celui  du  n^  101  nous  prou- 
vera l'identité  de  la  représentation  analytique  d'un  déplacement  avec 
les  formules  ordinaires  de  la  transformation  des  coordonnées. 

Soient,  en  effet,  T^  un  trièdre  fixe  et  x,  y,  z  les  coordonnées,  par 
rapport  à  T,,  d'un  point  M  d'une  figure  dans  une  première  position. 
Après  un  déplacement  de  la  figure,  le  point  M  occupe  une  posi- 
tion Mj  dont  x^,  y^,  -^  seront  les  coordonnées. 

Imaginons  un  trièdre  lié  à  la  figure,  qui  coïncide  avec  Tj  dans  la 
première  position  et  qui  soit  venu  dans  la  position  T  après  le  dépla- 
cement. Gomme  le  point  M  est  lié  invariablement  à  ce  trièdre,  les 
coordonnées  de  Mj  par  rapport  au  trièdre  T  seront  les  mêmes  que  les 
coordonnées  de  M  par  rapport  à  T^,  c'est-à-dire  x,  y,  z.  Ainsi  x,  y,  z 
et  Xj,  1/j,  z^  sont  les  coordonnées  d'un  même  point  M,  par  rapport  aux 
trièdres  T  et  Tj  ;  on  passera  donc  des  unes  aux  autres  par  les  for- 
mules ordinaires  de  transformation  des  coordonnées 

ioCj  =:  «  +  arc  +  x'//  +  a"z, 
"i  =  C  +  yx-  +  y'.'/  +  y"^' 

Observons  de  plus  que  puisque  T  coïncidait  originairement  avec  T,, 
savoir  0.c  avec  0,.-c,,    Oy  avec   0,2/,,   Oz   avec   0,z,,    le   déter- 
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a  a    a 

Y  y' Y" 


=  4-1 


est  égal  à  +  1 . 

Par  l'introduction  de  variables  homogènes  on  peut  écrire  les  équa- 
tions (18)  sous  la  forme 

I    pa-j  =  txx  +  a' y  -\-  az  +  at, 
(19)  py^  =  px  +  ^'y  +  ^^'z-hbt, 


P-i 


yx  ■+-  y'y  +  y""  +  et, 


t"'i 


t.  =  t. 


105.  Ces  formules  rentrent  dans  le  cas  plus  général  d'une  trans- 
formation homographique  de  l'espace. 


(20) 


^x^  =:  Ix    +  my  +  nz  +  _pf, 

^y^=LV X  -\'  m' y  +  n' z  -^  p' t, 

pz^  =  l"x  +  m"  y  +  n' z  +  p"t, 

pf,  =  r'x  +  m'" y  -h  n"'z  -+-  p"'t; 


Si  l'on  cherche,  comme  on  a  fait  pour  le  plan,  les  points  de  coïn- 
cidence, on  se  trouve  amené  aux  équations 

(l  —  S)  X  +  711  y  +  nz  +  pt  =0, 

\   V  X  -h  {m'  —S)y+n'Z'hp't=  0, 

I   V'x  +  m'y  +  in"  —  S)  z  +  p7  =0, 

V"x  +  m'"  y  +  n"'z  +  (p'"  —  S)  t  =  0' 


(21) 


dont  la  compatibilité  exige  (jue  S  soit  racine  de  l'écfuation  du  qua- 
trième deffré 


(22) 


î  — S 

m 

n       p 

V 

m'  - 

-S 

n' 

V 

V 

m" 

n"  — S 

P 

V" 

m'" 

n'" 

P 

S 


=  0, 


qui  reçoit  ici  encore  le  nom  d'écjuation  caractéristi({ue. 

On  démontrerait  encore  que  les  quotients  des  racines  sont  des 
invariants  absolus,  indépendants  dos  coordonnées,  indépendants 
au.ssi  d'un  facteur  par  lequel  on  multiplierait  les  coefficients 
l,  m,  n,  ...  dans  les  formules  (20). 

Il  y  a  généralement  quatre  points  de  coïncidence  ou  points  doubles 
et  la  discussion,  ainsi  (jue  la  réduction  aux  formes  canoniques  s'ef- 
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fectuent  par  les  mêmes  procédés  que  nous  avons  employés  plus  haut 
pour  le  cas  de  trois  variables. 

L'équation  caractéristique  peut  avoir  ses  quatre  racines  inégales  : 
une  racine  double,  deux  racines  doubles,  une  racine  triple,  une 
racine  quadruple. 

Ces  divers  cas  donnent  lieu  aux  diverses  classes  d'homographies 
dans  l'espace  à  trois  dimensions, 
s  particulier       Appliquons  ceci  aux  formules   (18)  où  il   faut  se   souvenir  aue 
a,  a  ,  a  ,  ...  verihent  les  relations  connues  qui  équivalent  à  l'identité 


d'un 
éplacement 


(23)     (xx  +  a'y  +  a'zy  +  (jBcc  -f-  ^' y  +  p'z)* 

+  (y as  +  y'  y  +  y'zy  r=  x*  +  y-  +  z», 
avec 


(24) 


a 

a' 

a 

(3 

^' 

(3" 

Y 

ï' 

ï" 

=  1, 


On  sait  que,  dans  ces  conditions,  tout  terme  du  déterminant  (24) 
est  égal  au  mineur  correspondant. 
L'équation  caractéristique  s'écrit  alors 

a  —  Sa'  a' 

(1  -  S)       3  3'  _  S  3^  :=  0. 

Y  y'  y"  -  S 

Or,  le  déterminant  se  développe  ainsi 

—  S»  +  (a  +  P'  4-  y")  s* 

-  KP'y'  -  Y'n  +  (Ya"  -  aY")  +  (a^'  -  ^a')]  S 
a       a'        a' 
?>       3'       ^" 
Y       y'       y' 

et  en  se  souvenant  que  a  =  ^'y"  —  ^  ^\  ...  et  que  le  déterminant 
des  neuf  cosinus  est  égal  à  +  1,  on  voit  que  le  déterminant  s'écrit 

_  S'  +  (a  +  3'  +  y')  s»  -  (a  +  (3'  +  y")  S  +  1, 

et,  par  conséquent,  l'équation  caractéristique  sera 

(25)  (S  -  iy  [S'  -  (a  4-  ^'  +  y")  s  +  1]  =  0. 

On  voit  qu'elle  a  toujours  deux  racines  égales  à  +  1. 
Cinématique.  21 
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Si  nous  formons  d'autre  part  les  équations  (21),  nous  trouvons 
(a  — S)x+  a'i/  +  a.''z  +  at  =  0, 

pcc  +  (^'  -S)j/4-  ^"z  +  ht  =  0, 

yx  +  y'î/  +  (y"  —  S)^  +  et  =0. 

(S  —  1)  f  =  0. 

Si  l'on  prend  S  =  1,  la  dernière  équation  devient  une  identité  et 
les  trois  premières  donnent  en  résolvant  : 


(26) 


y 


(27) 


a' 
Y' 

—  1 

a" 

y"-i 

z 

h 
c 

=  ■ 

a' 

y' 

a"                « 

-  1       P"                 b 

y"  —  1        c 

a' 
Y' 

—  1 

a' 

y'-i 

a 
h 
c 

a  ■ 

V 

-la'               a" 

P'-l     P" 

Y'              y"-1 

Cas  de 
l'indétermina- 
tion. 


Le  déterminant,  qui  est  en  dénominateur  de  t  est  nul,  donc  si  les 
trois  autres  ne  le  sont  pas,  on  a  f  =r  0,  et  par  suite  le  point  de  coïn- 
cidence correspondant  à  la  racine  S  =  1  est  rejeté  à  l'infini. 

Si  l'on  prend  maintenant  les  deux  autres  racines  qui  sont  en  général 
simples  et  distinctes  de  1,  la  dernière  des  équations  (26)  est 

(1  _  S)  t  =  0 

et  donnera  t  =  0,  puisque  1  —  S  n'est  pas  nul.  Donc  les  points  de 
coïncidence  qui  correspondent  à  ces  racines  simples  sont  aussi  à  l'in- 
fini. Ainsi,  dans  l'homographie  qui  correspond  à  un  déplacement 
d'un  corps  solide  il  n'y  a  pas  en  général  de  point  double  (ou  de 
coïncidence)  à  distance  finie. 

Ce  résultat  est  en  concordance  avec  cet  autre  que  nous  connaissons 
déjà,  que  dans  le  déplacement  infiniment  petit  d'un  solide,  il^  n'y  a 
pas  en  général  de  point  à  distance  finie  dont  la  vitesse  soit  nulle. 

Pour  que  les  équations  (27)  pussent  fournir  un  point  à  distance 
finie,  il  faudrait  que  tous  les  déterminants  qui  sont  en  dénomina- 
teurs de  X,  y,  z  fussent  nuls,  auquel  cas  le  système  des  équations  (26) 
serait  indéterminé  et  se  réduirait  à  deux  équations  distinctes.  Il 
y  aurait  donc  alors  une  droite  dont  tous  les  points  coïncideraient  avec 
leurs  propres  homologues.  Le  déplacement  se  réduirait  à  une  rotation 
autour  de  cette  droite. 
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Dans  le  cas  d'un  déplacement  infiniment  petit,  nous  nous  trouve- 
rions avoir  ce  que  nous  avons  appelé  une  rotation  tangente. 
Forme  Dans  tous  les  cas,  il  y  a  un  point  à  l'infini  correspondant  à  la  racine 

canonique      double  S  =  1,  qui  est  un  point  de  coïncidence.  On  peut  supposer  les 
léplacement     ^^^^  tellement  choisis  que  Oz  coupe  justement  en  ce  point  le  plan  de 
fini.  l'infini.  Alors  les  équations  (26)  sont  vérifiées  par  t  =  0,  x  =  0, 

y  =  0,  ce  qui  entraîne  a"  =  0,  ^"  =  0,  y"  =  1  (on  doit  se  souvenir 
I  que  S  =  1). 

P  Les  relations  aa"  +  p|3"  +  y  y"  =  0,  a' a"  +  p'^"  +  y' y"  =  0 

donnent  alors  y  =  y'  =  0  et  l'on  peut  poser 


a  =  cosO, 

a' 

=  —  sinO, 

a"  =  0, 

P  =  sin6, 

3' 

=  cosO, 

^'  =  0, 

y  =  0, 

Y' 

=  0, 

y"  =  l. 

Les  équations  (26)  se  réduisent  alors  aux  suivantes,  qui  ne  con- 
tiennent pas  z. 


(28) 


(cos6  —  1)  £c  —  sine.î/  +at=:0, 

sinO.cc  H-  (cosô  —  1)  î/  +  bi  =  0, 

et  =0. 


Si  c  n'est  pas  nul,  ces  équations  sont  distinctes  et  ne  donnent  qu'un 
point  unique  à  l'infini,  sauf  le  cas  de  0  =  0  qui  correspond  à  une 
translation  et  dans  lequel  tous  les  points  du  plan  de  l'infini  corres- 
pondent chacun  à  lui-même  (homologie  spéciale  comme  dans  le  cas 
du  déplacement  plan).  Dans  le  cas  général  où  ni  c  ni  0  ne  sont  nuls, 
les  équations  (19)  revêtent  la  forme 


(29) 


x^  =  xcosS  —  î/sinô  +  a, 
Vi  =  ccsinO  4-  î/cosO  -f-  h, 
z.  =  z  +  c. 


Ces  formules  représentent  un  déplacement  du  plan  xOy  sur  lui- 
même,  comme  le  témoignent  les  deux  premières,  accompagné  d'un 
déplacement  du  même  plan  parallèlement  kOz  avec  une  amplitude  c. 

Le  déplacement  du  plan  sur  lui-même  équivaut  à  une  rotation 
d'amplitude  6  autour  d'un  axe  A  parallèle  à  Oz.  On  voit  donc  que 
tout  déplacement  fini  d'un  solide  peut  être  obtenu  par  une  rota- 
tion autour  d'un  axe  A  accompagnée  d'une  translation  parallèle 
au  même  axe. 


Forme 
hélicoïdale 

de  tout 

déplacement 

fini. 


Le  cercle 
de  l'infini  et  les 
déplacements. 
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Il  est  clair  que  le  mouvement  hélicoïdal  qui  s'effectuerait  autour 
de  A  avec  le  pas  h  =  -  et  l'amplitude  angulaire  ô,  aurait  pour  effet 

d'amener  la  figure  d'une  de  ses  positions  à  l'autre. 

Le  point  de  A,  qui  est  à  l'infini,  reste  invariable  dans  ce  mouvement  ; 
les  deux  autres  points  de  coïncidence,  qui  doivent  être  fournis  par  les 
racines  simples  de  l'équation  caracléristique,  sont  les  points  circu- 
laires à  l'infini  des  plans  normaux  à  l'axe  A. 

En  effet,  dans  le  déplacement  de  translation  les  points  du  plan  de 
l'infini  se  correspondent  chacun  à  lui-même  et  dans  le  mouvement  du 
plan  xOy  sur  lui-même  les  points  circulaires  de  ce  plan  se  conservent. 
C'est,  du  reste,  ce  que  le  lecteur  établira  aisément  sur  les  formules  (28). 

Dans  le  cas  particulier  où  c  =  0  les  équations  (28)  sont  indétermi- 
nées et  tous  les  points  d'une  droite  perpendiculaire  au  plan  Z  =  0 
sont  leurs  propres  homologues.  Le  déplacement  résulte  d'une  simple 
rotation  autour  de  cette  droite.  Ce  cas  se  présente  forcément  dans  le 
déplacement  d'une  figure  autour  d'un  point  fixe. 

Nous  avons  vu  que  les  déplacements  dans  le  plan  sont  des  homo- 
graphies qui  conservent  chacun  des  points  circulaires  à  l'infini.  De 
même,  dans  l'espace,  tout  déplacement  est  une  homographie  qui 
conserve  le  cercle  de  l'infini. 

En  effet,  des  formules  (19)  nous  tirons 

p«  (x-'i  -^y]+  z\)  =  X'  4-  1/  +  z'  +  t.P, 

où  P  désigne  abréviativement  une  fonction  linéaire  x,  y,z,t;  comme 
on  a  ç>t^  =  t,  on  voit  que  les  équations  f  =  0,  x'  -t-  y*  +  z*  =  0 
entraînent  les  équations  t^  =  0,  oc^  -i-  yl  +  zf  =  0.  Ce  qui  suffit  à 
démontrer  la  proposition. 

Cette  propriété  du  cercle  de  l'infini  dans  un  déplacement  quel- 
conque dans  l'espace,  comme  celle  des  points  circulaires  pour  un 
déplacement  dans  le  plan,  ouvre  l'accès  aux  quantités  complexes  dans 
la  représentation  des  déplacements,  et  c'est  ce  point  que  nous  allons 
traiter,  en  commençant  par  le  plan. 


Recherche  des  ■          .      f         -•             j          i 

homographies  Lgs  Imaginaipes  dans  la  cinématique  du  plan. 

planes 

qui  conservent  ^^^    Puisque  les  déplacements  dans  le  plan  jouissent  de  la  pro- 

circSel  priété  de  conserver  les  points  circulaires,  il  est  naturel  de  rechercher 
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d'une  façon  générale  les  transformations  homographiques  qui  conser- 
vent les  points  circulaires  à  l'infini. 

Observons  que  cette  conservation  peut  avoir  lieu  de  deux  manières, 
soit  parce  que  chacun  de  ces  deux  points  se  correspond  à  lui-même, 
soit  parce  que  l'homographie  les  échange  l'un  dans  l'autre. 

Soit  un  système  de  coordonnées  homogènes  dans  lequel  as  =  0, 
y  =  0  représentent  deux  droites  rectangulaires  et  z  =  0  la  droite  de 

OC  ti 

l'infini.  Les  quotients  -  =  X,  -  =  Y  représentent  les  coordonnées 

z  z 

rectangulaires  ordinaires.  Posons  aussi  x  -h  iy  =  u,  x  —  iy  =z  v 

où  i  =  y —  1 . 

Enfin,  x^,  y^,  Zj,  u^,  v^  seront  les  valeurs  des  coordonnées  qui  cor- 
respondent au  point  homologue  d'un  point  donné  ce,  y,  z,  u,  v. 

Puisque  les  points  circulaires  se  correspondent,  la  droite  de  l'infini 
est,  dans  les  deux  cas,  son  homologue.  On  aura  donc,  entre  autres 
formules  de  transformation, 

pz^  =  z. 

Si  le  point  circulaire  z  =  0,  w  =  0  se  correspond  à  lui-même,  il 
faut  que  ces  deux  équations  entraînent  celles-ci  z^  =  0,  m^  =  0,  ce 
qui  exige  qu'on  ait 

pu^■=z  \u  ■+■  \).z, 

et  de  même  pour  l'autre  point  circulaire.  Les  formules  de  transfor- 
mation peuvent  donc  s'écrire 

/    pMj  =  Xu    -+-  y^Z, 
I    pv^  ==  V  V    -f-  i).'z, 
\    P^l  =^- 
X  XI 

On  en  tire,  en  posant  —  =  X^,  —  =  Y,  les  formules 

Zi  z^ 

X,  +  iY„  =  X  (X  -t-  iY)  4-  [/., 

X,  —  iY„  =  X'  (X  — iY)4-  [x'. 
Posons 

XX'  =  r%     X  =  re'^    X'  =  re-*^     IJ, -H  [x' =  2a,     [x  — [x'  =  2t&, 

il  viendra 

(30)  î  ^'  "^  ^^'  ~  ^^^     (X  -+-  iY)  -^  a  -+-  ih, 

^    ^  j  Xi  — iYi  =  re-'5  (X  — zY)  +  a  — i&, 
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d'où  résulte 

(31) 
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(^  X^  =  r  (cosô.X  —  sin6.Y)  4-  a, 
(  Y^=:  r  (sinô.X  +  cosÔ.Y)  +  h. 


Déplacement 
compliqué 

d'une 
homothétie. 

Homographies 

qui   échangent 

les  points 

circulaires. 


Si  l'on  se  borne  aux  transformations  réelles,  c'est-à-dire  qui  font 
correspondre  un  point  réel  à  tout  point  réel,  r,  6,  a,  b  sont  réels  et 
X',  [a'  sont  imaginaires  conjuguées  de  X,  |j,. 

L'interprétation  de  ces  formules  est  évidente.  Elles  représentent 
un  déplacement,  accompagné  (suivi  ou  précédé,  comme  on  voudra) 
d'une  homothétie  dont  le  pôle  est  le  point  0^  et  dont  r  est  le  module 
de  transformation. 

Supposons  maintenant  que  la  transformation  échange  l'un  dans 
l'autre  les  points  circulaires. 

Conservons  les  mêmes  notations.  On  aura  toujours  pz^  =  z,  car  la 
droite  de  l'infini  est  sa  propre  homologue. 

Seulement,  les  équations  z  =  0,  u  =  0  entraînent  z^  =  0,v^=0 
et  les  équations  z  =  0,  v  =  0  entraînent  z^  =i  0,  u^  =  0.  On  a 
donc  ici 

pVj  =  X'w  4-  ;x'z. 

Si  l'on  revient  maintenant  aux  coordonnées  ordinaires,  il  viendra 

X,  +  iYj  =  X  (X  —  iY)  -+-  ;x, 
Xj  —  iYj  =  X' (X -^  iY)  +  [j.'. 

Si  dans  ces  formules  on  remplace  Y  par  —  Y,  ce  qui  revient  à 
prendre  la  figure  symétrique  de  la  proposée  par  rapport  à  l'axe  0^x^ 
dans  sa  position  primitive,  on  retombe  sur  la  transformation  précédente. 
Renversement,  Appelons  renversement  l'opération  qui  consiste  à  faire  tourner  de 
180o  une  figure  autour  d'une  droite  ou,  ce  qui  revient  au  même,  qui 
consiste  à  prendre  la  figure  symétrique  d'une  figure  par  rapport  à 
une  droite.  On  voit  que  l'on  peut  énoncer  cette  proposition  : 

Toute  homographie  qui  échange  les  points  circulaires  à  V infini 
dans  le  plan  consiste  en  un  renversement  accompagné  d'une 
homothétie  et  d'un  déplacement. 


Produit 

de  deux 

homographies . 


107.  En  appliquant  à  une  figure  F  une  transformation  homographi- 
•ï*^^  H,  nous  obtenons  une  transformée  que  nous  représenterons  par  HF. 
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Appliquons  une  seconde  homographie  H'  à  la  figure  H  F,  nous  obtien- 
drons une  nouvelle  figure  H' H  F,  qui  se  déduit  directement  de  F  par 
une  homographie  H"  =  HH'  qui  est  dite  égale  sl\i  produit  des  deux 
premières.  Ce  produit  symbolique  n'est  pas  commutatif  en  ce  sens  que 
HH'  et  H' H  représentent  en  général  des  homographies  différentes. 

Considérons  un  ensemble  de  transformations  homographiques 
définies  par  une  propriété  commune.  On  dit  que  ces  transformations 
forment  un  groupe  si  le  produit  de  deux  quelconques  d'entre  elles 
est  encore  une  transformation  de  l'ensemble. 

D'après  cela,  les  déplacements  d'une  figure  dans  un  plan  consti- 
tuent un  groupe  de  transformations  homographiques. 

Plus  généralement,  les  transformations  qui  conservent  chacun  des 
deux  points  circulaires  à  l'infini  forment  un  groupe,  et  ce  groupe 
comprend  celui  qui  est  formé  des  déplacements. 

Nous  allons  voir  que  le  groupe  des  transformations  homogra- 
phiques qui  conservent  chacun  des  points  circulaires  à  Vinfini  est 
identique  au  groupe  des  transformations  linéaires  de  la  forme 

Zj  =  wZ  -H  ?t, 

où  Z  et  Zj  sont  deux  variables  imaginaires  et  w,  n  deux  constantes 
imaginaires. 

Revenons,  en  effet,  aux  formules  générales  (31)  qui  sont  équiva- 
lentes aux  formules  (30)  et  représentent  un  déplacement  plan  quel- 
conque accompagné  d'une  homothétie.  Ces  formules  (30),  où  nous 
supposons  r,  9,  a,  h  réels  afin  que  la  transformation  soit  réelle,  peu- 
vent être  comprises  dans  une  formule  unique,  à  savoir  la  première, 
car  la  seconde  s'en  déduira  par  le  changement  de  i  en  —  i. 

Nous  poserons  donc  m  =  re'^,  n  =  a  +  ib,  Z  =  X  +  iYy 
!^,  =  Xj  -h  iYj  et  les  équations  (30)  se  trouveront  condensées  dans 
l'équation  unique 


(32) 


Zj  =::  wZ  -+-  n. 


Si  le  module  r  de  m  est  égal  à  1,  l'homothétie  disparaît  et  le  dépla- 
cement seul  reste. 

Si  m  lui-même  est  égal  à  1,  le  déplacement  se  réduit  à  une  trans- 
lation. 

Si  m  est  réel,  la  transformation  se  réduit  à  une  homothétie  accom- 
pagnée d'une  translation,  etc. 


Expre-sion 
de  la  vitesse 
d'entraîne- 
ment. 
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L'introduction  des  variables  imaginaires  Z  et  Z,  et  leur  représenta- 
tion d'après  la  manière  de  Cauchy  ramène  ainsi  à  la  théorie  des 
transformations  linéaires  entières  à  une  variable  celle  des  transfor- 
mations homographiques  qui  conservent  chacun  des  points  circu- 
laires à  l'infini. 

L'emploi  de  la  représentation  de  Cauchy  offre,  au  langage  près,  la 
même  méthode  que  le  calcul  des  équipollences  de  Bellavitis.  Sous  la 
forme  analytique  que  nous  adopterons  ici,  elle  a  été  développée  par 
plusieurs  géomètres. 

Supposons  que  m,  n  soient  des  fonctions  d'un  paramètre  f,  qui 
sera  la  mesure  du  temps. 

Si  l'on  prend  le  point  de  la  figure  qui  est  caractérisé  par  rapport 
aux  axes  mobiles  xOy  par  son  affîxe  Z,  l'affixe  Z^  de  ce  point  par 
rapport  aux  axes  mobiles  variera  avec  le  temps  et  par  une  extension 
de  mots,  malgré  qu'il  ne  s'agisse  pas  d'un  simple  déplacement,  mais 
d'un  déplacement  accompagné  peut-être  d'une  homothétie;  nous 
appellerons  vitesse  d'entraînement  la  vitesse  du  point  Z^  sur  la  courbe 
qu'il  décrit.  Si,  par  l'origine  Oj  des  axes  fixes  on  mène  une  parallèle 
0,Vj  à  cette  vitesse,  l'affixe  du  point  Y^,  extrémité  de  ce  segment, 
sera,  par  rapport  aux  axes  fixes, 


L'équation 

(33) 


dZ^ dm 

nr^'dt 


dm  dn 

'dt     '^  'di 


dn 
'dt' 


0 


Centre 
instantané. 


fournira  un  point  dont  la  vitesse  d'entraînement  est  nulle  et  que 
nous  appellerons  encore  le  centre  instantané.  L'affixe  absolue  du 
point  en  question,  c'est-à-dire  son  affixe  par  rapport  aux  axes  fixes, 
sera  donnée  par  l'équation  Z,  =  mZ  -+-  n  où  Z  sera  remplacé  par  sa 
valeur  tirée  de  (33),  nous  avons  ainsi 


m 


(34) 


Z.= 


dn 
'dt 


n 


dm. 
Ht 


dm. 
Ht 


Accélération.        Pareillement,  la  vitesse  absolue  de  V,  sera  représentée  par  un 
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Centre         segment  O^Vj  dont  l'extrémité  V,  a  pour  affixe  absolue  -—•  Cette 


d'accélération. 


vitesse  absolue  de  V^  est,  du  reste,  l'accélération  d'entraînement. 
On  a  donc  le  centre  d'accélération  en  écrivant 


(36)  Zj  =  mZ  +  n  = 


m  —  +  n 

d^ni 


Traitons  un  problème  où  cette  méthode  donnera  plus  directement 
la  solution  que  toute  autre. 

108.  Exemple. —  Cherchons  les  mouvements  plans  dans  les- 
quels le  centre  iiistantané  et  le  centre  des  accélérations  décrivent 
deux  courbes  semblables,  ea  occupant  au  même  instant  des  posi- 
tions homologues  sur  les  deux  courbes. 

On  passe  d'une  figure  à  une  figure  semblable  par  une  homothétie 
accompagnée  d'un  déplacement.  Si  donc  Z[,  %\  sont  les  affixes,  par 
rapport  aux  axes  fixes  O^Xj,  Ojj/j  du  centre  instantané  et  du  centre 
des  accélérations,  on  devra  avoir 

(37)  z;  =  az;  +  &, 

où  a,  &  sont  deux  constantes  imaginaires.  Or,  Zj  et  ZJ  sont  donnés 
par  les  formules  (34)  et  (36). 

On  peut  donc  écrire  immédiatement  l'équation  différentielle  qui 
exprime  le  problème 

d'n  d*m  dn  dm 

,„^,  dv  dv  dt  dt 

(38)  -^ =  a +  b. 

^    '  a  wî.  dm 

di*  ~di 

Si  a  =  1 ,  il  saute  aux  yeux  que  l'on  passe  de  la  courbe  G  lieu  du 
centre  instantané  à  la  courbe  G'  lieu  du  centre  des  accélérations  par 
une  simple  translation. 

Si  a  n'est  pas  égal  à  1,  effectuons  un  transport  d'axes  équivalent  à 
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l'addition  aux  affixes  Z,  d'une  constante  imaginaire  k,  on  aura 

?.[-{-  k  =  a  {1[  -\-  k)  -\-  h, 

et  si  l'on  choit  k  de  sorte  que  (1  —  a)  k^h,  ce  qui  est  possible  si 
1  —  a  n'est  pas  nul, 

Z[  =  az;. 

Nous  pourrons  donc  supposer  b  =  0  si  a  n'est  pas  égal  à  1  et 
l'équation  (37)  devient 

<Pn  d^m  d^m 

'^W~''^  IF  IF 

=  a 


dn  dm  dm 

^  dt  ~  ^  ~dt  'dt 


en  intégrant  il  vient 


dn  dm        .   /dm\'* 


dt  dt 

où  A  est  une  constante.  Or,  cela  s'écrit 


d 


dt 
d'où 


\mj 1    /dmY" 

""      n?  \dt)  ' 


f/dmy    dt 
n  =:  Am  I  I  — —  I  •  — r  +  Bm, 
J  \dt  /     m*  ' 

en  sorte  que  la  formule  symbolique  7.^  =z  mZ  +  n  devient 

(39)  z,=„.(Z  +  B)  +  A»/(!^y^,. 

En  transportant  les  axes  mobiles  parallèlement  à  eux-mêmes,  on 
pourra  faire  disparaître  B;  il  restera  donc 

(40)  Z.=™Z.A»/(f)"|î. 

On  traiterait  de  même  le  cas  où  a  =  1. 

Dans  le  cas  particulier  où  m  est  de  la  forme  e'^,  et  où  0  =  wf, 
déplacement  avec  rotation  uniforme,  la  quadrature  s'achève  et  le 
problème  peut  être  conduit  jusqu'au  bout. 
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Au  lieu  de  supposer  que  l'on  prend  le  lieu  du  centre  instantané  et 
celui  du  centre  des  accélérations  dans  le  plan  fixe,  on  pourrait  se 
poser  le  même  problème  dans  le  plan  mobile. 

Alors  les  racines  Z',  Z"  des  équations  (33)  et  (35)  devront  vérifier 
l'équation 

V  =  aZ'  +  h, 


c'est-à-dire 

que 

'on  doit  avoir 

d'n 

dn 

dt* 

dt 

d*m 

dm 

dt* 

dt 

ou 

d*m 

(41) 

d*n            dt* 

=  a 

dt^             dm 

dn 
'dt~ 

d*m 
11*' 
dt' 

Cette  équation  s'intègre  encore  par  quadratures,  comme  l'équa- 
tion (38). 

Si  a  est  différent  de  1,  on  trouvera,  h  pouvant  être  pris  nul, 

et  si  a  1=  1,  il  vient  au  contraire 

(43)  n  =  —  bj  (log-^j  dm  +  Bm  4-  G, 

où  A,  B,  G  sont  des  constantes. 

Supposons,  en  particulier,  que  l'on  s'assujettisse  à  une  rotation 
uniforme,  on  aura  m  =  e'^,  0  =  wt  et  w  =  constante.  Dans  le  cas 
de  la  formule  (42)  il  viendra 

(42)'  n  =  Ae'"^  +  B 

et  dans  le  cas  de  la  formule  (42) 

(43)'  n=z  —  biO.e'^  -h  Be'^  -h  G. 

Mais  par  un  changement  de  coordonnées  fixes  ou  mobiles  on  peut 
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réduire  B  et  C  à  zéro  dans  les  deux  formules,  et  il  reste 

(42)"  n  =  Ae'«^ 

(43)"  7i  =  — 6i6e'^ 

Si  l'on  suppose,  en  particulier,  que  a  soit  de  la  forme  a  =  qi  où 
q  est  une  quantité  réelle,  on  trouve  que  le  mouvement  est  celui  d'une 
spirale  logarithmique  roulant  sans  glisser  sur  une  droite  avec  une 
vitesse  angulaire  constante.  Dans  ces  conditions,  le  centre  de  cour- 
bure de  la  spirale  est  précisément  le  centre  des  accélérations.  Il  en 
résulte  donc  que  la  spirale  logarithmique  possède  la  propriété  de  se 
réduire  à  sa  propre  développée  par  un  mouvement  (une  rotation 
de  90"  autour  du  pôle)  accompagné  d'une  homothétie. 

On  a  ainsi  une  solution  particulière  du  problème  posé  et  traité 
autrefois  par  Victor  Puiseux  dans  le  Journal  de  Liouville,  trouver 
les  courbes  semblables  à  leur  développée. 


Les  substitutions  linéaires  à  une  variable  et  les 
déplacements  autour  d'un  point  fixe. 

Recherche  109.  Nous  avons  vu  que  tout  déplacement  d'une  figure  dans  l'es- 

^^^    .  pace  est  une  homographie  qui  conserve  le  cercle  de  l'infini. 

de  l'espace  Traitons  le  problème  inverse  et  cherchons  toutes  les  homographies 

qui  conservent  de  l'espace  qui  conservent  ce  cercle. 

le  cercle  de         Soient  a;,y,  z,  t  les  coordonnées  homogènes  d'un  point;  x.,  y.,  z.,  t. 
l'infini.  ,,        ,  o         . 

celles  de  son  transforme. 

Nous  supposerons  que  a;  =  0,  y  =  0,  z  =  0  sont  trois  plans  rec- 
tangulaires et  t  =  0  le  plan  de  l'infini;  dans  ces  conditions,  comme 
le  plan  de  l'infini  est  son  propre  homologue,  une  des  équations  de 
transformation  sera 

en  sorte  que  les  équations  de  l'homographie  auront  la  forme  suivante  : 


(44) 


px^=:lx  -hl'y  .-hl'z  +  at, 
pj/j  =:  mx  -h  m'y  4-  m'z  +  bt, 
pz^=nx  +  n' y  +  n"z   +  et, 


pt,  =  t. 
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Il  faut  exprimer  que  dans  cette  homographie  le  cercle  de  l'infini  se 
correspond  à  lui-même  ou  que  les  équations  t  =  0,  x*  +  t/*  +  z*  =  0 
entraînent  t^  =  0  et  x\  -+-  y\  +  z\  =0. 11  faut  pour  cela  et  il  suffit 
que  l'on  ait  une  identité  de  la  forme 

(Ix  -h  V y  +  l" zY  +  {mx  -\-  m' y  -h  m" zf  -\-  {nx  +  n'i/  +  n'z)* 
=.  /i*  (x-  +  t/*  H-  z^). 
Posons  alors 


(45) 

il  viendra 

(46) 


'    l    =  (x.h, 


V  =a'.h, 
m'  —  ^'  .h, 
7i'    —y'. h, 


l"    =7.". h, 

771"  =  ^\h, 

n"  =Y"./t, 


(ax  +  a'y  -I-  a"zy  +  {^x+  ^'y  +  ^"z)« 

+  (vx  +  y'  î/  4-  y'^)*  =  x'  -h  1/*  +  2*. 


On  aura  donc  les  identités  caractéristiques  des  transformations 
orthogonales 


/  a'-+-^'  +  f  =  i,     a'*+3"-+-Y"  =  l,     a"*  4-^'»  + y'" 
(47)  a'a'  +  P'^'  +  Y'ï'^O,     a'a  +  (â"^  +  y"ï  =  0, 

(  aa'  +  PP' 4- Yï'  =  0. 


1, 


Il  convient  de  remarquer  que  l'on  peut,  sans  inconvénient,  dans 
les  formules  (45)  changer  les  signes  de  toutes  les  quantités  a,  a'  a", 
^5  ^\  ?>%  Tî  ï')  ï">  à  la  condition  de  changer  aussi  le  signe  de  /t. 
Nous  pourrons  donc  toujours  supposer  que  le  déterminant 


A.= 


qui  est  égal  à  ±  1  d'après  les  relations  (4),  est  égal  précisément  à  +  1. 
Dès  lors,  le  trièdre  trirectangle  T,  dans  lequel  a,  P,  y,  a' ,  ^',  y' , 
a",  jâ",  y'  soï^t  les  cosinus  directeurs  des  ai'êtes  Ox,  Oy,  Oz  est 
superposable  sur  le  trièdre  Tj  (Oj,  x^,  y^,  z^)  et  peut  être  considéré 
comme  résultant  d'un  déplacement  de  celui-ci.  Les  formules  (44)  en 
y  prenant  maintenant  p  =zt  =  ti  =  i,  deviendront 


a 

a 

a 

3 

3' 

^" 

ï 

ï' 

y" 

(48) 


x^:=h  (ax  +  a'y  +  a"z)  +  a, 
y,  =  h{^x  +  a'y  +  ^"z)  +  h, 
z^  =ih  (yx  +  y'î/  +  ï'^)  +  c. 


Déplacement 

et 
homothétie. 
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Ces  formules  représentent  évidemment  un  déplacement  accom- 
pagné d'une  transformation  homothétique  dont  h  est  le  rapport  d'ho- 
mothétie  et  0^  le  pôle.  L'homothétie  sera  directe  ou  inverse  selon  le 
signe  de  h. 

Nous  sommes  donc  à  même  d'énoncer  la  proposition  suivante  : 

Toute  transformation  homographique  qui  conserve  le  cercle  de 
l'infini  consiste  en  un  déplacement  accompagné,  sHl  y  a  lieu, 
d'une  homothétie  directe  ou  inverse. 

Comme  tout  déplacement  équivaut  à  une  translation  accompagnée 
d'une  rotation  autour  d'un  point  fixe,  comme,  d'autre  part,  la  trans- 
lation laisse  invariable  chaque  point  du  plan  de  l'infini,  nous  pour- 
rons, dans  l'étude  des  relations  entre  un  déplacement  et  l'homogra- 
phie qu'il  établit  sur  le  cercle  de  l'infini,  faire  abstraction  de  la 
translation  et  nous  en  tenir  au  cas  où  l'homographie  conserve  un 
point  0  à  distance  finie  (et  alors  une  infinité  répartis  sur  une  droite). 

Nous  prendrons  0  pour  origine  commune  des  deux  trièdres  et 
alors,  pour  rester  dans  le  cas  général  où  le  déplacement  serait  com- 
pliqué d'une  homothétie,  nous  aurons 


(49) 


x^  =  h  {(XX  -h  (x'y  -\-  ix"z), 
y^  =  h{^x+  &'y  +  ?^"z), 
z,  =h{^(x  +  y'y  -h  y"z). 


Si  h  =  —  1,  l'homothétie  se  réduit  à  une  symétrie  par  rapport  au 
point  0;  si  /i  =  1,  il  n'y  a  plus  d'homothétie. 

Coordonnées  110.  Ceci  posé,  introduisons  l'homographie  qui  relie  les  points 
rapportées  d^  cercle  de  l'infini,  et,  en  premier  lieu,  cherchons  une  représenta- 
au  cercle  de     ^.^^  ^^^  points  de  ce  cercle  en  fonction  d'un  paramètre  X. 

Si  nous  prenons  x,  y,  z  proportionnels  à  (1  +  X^)  i,  1  —  X%  2X, 
en  sorte  que 

(50)      po;  =  (1  -f-  A*)  i,       pî/  =  1  -  X»,      pz  =  2X,       t  =  0, 

le  point  correspondant  à  ces  coordonnées  est  un  point  Q  du  cercle 
de  l'infini,  car  ses  coordonnées  vérifient  l'équation 

pî  (ce*  +  if  +   jï)  ::=  _  (1   +  Xy  +   (1   _  X")^   +  4X'  =  0. 

Pareillement  à  une  valeur  X'  du  paramètre  X  il  correspondra  un 
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autre  point  Q'  à  l'infini  pour  lequel  a;,  y,  z  sont  proportionnels  à 
(1  +  V«)  i,  (1  —V*),  2X',  en  sorte  que 

(51)  p'y'=(l-V'), 

(    p'z'  =2).'. 

Les  points  Q  et  Q'  sont  les  points  circulaires  du  plan  mené  par  la 
droite  QQ'  et  par  le  point  0.  Ce  plan  a  une  équation  de  la  forme 

ux  -h  vy  -h  wz  =  0. 

En  exprimant  que  Q,  Q'  sont  deux  points  de  ce  plan,  nous  voyons 
que  X,  X'  doivent  être  racines  de  l'équation 

ui  (1  +  X')  +  v  (1  —  X')  +  2ioX  =  0, 

ce  qui  donne,  en  calculant  XX'  et  X  +  X', 

XX'  X  4-  X'  1 


(52) 


iu  ~\-  V        —  2w        iu  —  V 


Le  plan  mené  par  0  et  dont  Q,  Q'  sont  les  points  circulaires,  a 
donc  l'équation  suivante  : 

i  (1  +  XX'). ce  +  (4  —  XX')  y  +  (X  +  X')  z  =  0. 

La  perpendiculaire  0  P  à  ce  plan  a  donc  pour  équations 

X  y  z 


(53) 


i(l  +  XX')       4  —  XX'       X  +  X' 


Cette  perpendiculaire  perce  au  point  P  le  plan  de  l'infini.  Le 
point  P  est  le  pôle  de  la  droite  QQ'  par  rapport  au  cercle  de  l'infini, 
en  sorte  que  PQ,  PQ'  sont  les  deux  tangentes  issues  de  P  à  ce  cercle 
et  les  plans  OPQ,  OPQ'  sont  les  deux  plans  isotropes  menés  par  OP, 
c'est-à-dire  les  plans  menés  par  OP  tangentiellement  au  cercle  de 
l'infini. 

Les  formules  (53)  reviennent  à  représenter  toute  droite  OP  issue 
de  0  à  l'aide  des  paramètres  X,  X'  des  points  Q,  Q'  où  le  cercle  de 
l'infini  est  touché  par  les  plans  isotropes  menés  par  OP  (i). 


(1)  Ces  coordonnées  ont  été  introduites  dans  l'étude  des  propriétés  des  figures 
planes  autour  d'une  conique  par  M.  Darboux,  sur  une  Classe  remarquable  de  covrbes 
et  de  surfaces.  Je  m'en  suis  servi  dans  mon  Mémoire  sur  les  lignts  géodésiques  (Sav. 
étrangers). 


symétriques. 
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Désignons   par  7  la  valeur  commune   des   rapports  (53);  quand 

G  varie,  x,  ij,  z  représentent  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 

de  la  droite  OP. 

Application  Cherchons  en  particulier  les  poinis  M,  M'  où  cette  droite  perce 

aux  figures      |g  gphère  de  rayon  1  et  de  centre  0.  Il  faut  exprimer  que  x*  +  y* 

sphériques;  , 

coordonnées      +^'  =  1,  OU  que 

0'  [~  (1  +  xv)'  +  (1  -  aa')^  +  (A  +  ry]  =  1, 

c'est-à-dire 

a'[X-V]*  =  l, 

±  1 

ou  z  = :•  Comme  rien  ne  distingue  X  de  X',  nous  pouvons 

X  —  A 

1 
prendre  a  = —  '  Seulement  il  faut  observer  que  si  l'on  échange 

\  et  X',  X,  y,  z  changent  de  signes  et  que  l'on  passe  dès  lors  du  point  M 
à  son  symétrique  M' .  Nous  aurons  ainsi  : 

^,x     .r     .     -    j  x,x           -1  +>^>^'             1-aX'            X  +  X' 
(o4)     (Coordonnées  de  M)  x  =  i  — ry-  '  y  =  -r rr  '  ^  =  :^ ^  ' 

A  —  X  A  —  A  A  —  A 

1  +  XX'             1  —  XX'            X  -j-  X' 
(54)'    (Coordonnées  de  M')  x  =  î -— r-'  y  =  -^, r- '  ^  =  v ~/ 

A    — ■  A  A    —  A  A  A 

Les  paramètres  X,  X'  ont  été  appelés  coordonnées  symétriques  à  la 

surface  de  la  sphère  à  cause  de  la  forme  symétrique  qu'elles  font 

,     dXdX'  (0 
prendre  au  ds*  de  la  sphère,  ds'  =  4  — r-7-^     • 

Il  est  aisé  de  se  rendre  compte  que  X,  X'  sont,  sur  la  sphère,  les 
paramètres  des  génératrices  rectilignes  imaginaires.  En  effet,  si  X 
reste  fixe,  le  point  Q  reste  fixe  et  le  point  M  se  meut  dans  le  plan 
mené  par  le  point  0  tangent  en  Q  au  cercle  de  l'infini,  ou  plutôt  sur 
la  ligne  d'intersection  de  ce  plan  avec  la  sphère. 

Or,  ce  plan  est  tangent  suivant  la  génératrice  OQ  au  cône  asymp- 
tote (isotrope)  de  la  sphère,  c'est  donc  un  plan  asymptote  qui  coupe 
la  sphère  suivant  deux  génératrices  rectilignes  qui  concourent  au 
point  Q  à  l'infini.  Le  point  M  décrit  une  de  ces  droites  et  le  point  M' 
décrit  l'autre. 

Même  interprétation  pour  X'  ;  en  sorte  que  X,  X'  sont  les  paramè- 

(1)  Voir  Darboux,  Leçons  sur  la  théorie  des  snr/aces,  t.  I. 


Introduction 

de 

l'homographie 

créée  par  un 

déplacement 

sur  le  cercle 

de  l'infini. 
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très  des  deux  points  Q,  Q'  où  les  génératrices  rectilignes  de  la  sphère 
qui  passent  en  M  vont  couper  le  cercle  de  l'infini. 

Du  reste,  la  forme  linéaire  des  équations  (53)  suffirait  à  prouver 
que  lorsque  X  ou  X'  varient  seuls,  le  point  M  décrit  une  droite  située 
sur  la  sphère. 

Ceci  posé,  imaginons  que  l'on  effectue  un  déplacement  autour  du 
centre  de  la  sphère.  Un  point  M  de  la  sphère  viendra  occuper  une 
position  Mj  sur  la  môme  sphère.  Les  génératrices  rectilignes  de  la 
sphère  issues  de  M^  seront  les  homologues  de  celles  qui  sont  issues 
de  M,  en  sorte  que  les  points  Q,,  Q[  où  les  premières  coupent  le  cercle 
de  l'infini  sont  les  homologues  des  points  Q,  Q'  où  les  secondes  cou- 
pent ce  même  cercle.  La  raison  en  est  que  ce  cercle  est  le  lieu  des 
homologues  de  ses  propres  points. 

Or,  quand  deux  points  Q,  Q,  d'une  conique  se  correspondent  homo- 
graphiquement,  et  que  X,  l^  sont,  comme  dans  l'espèce,  deux  para- 
mètres correspondant  d'une  manière  hi-univoque  à  ces  deux  points, 
l'homographie  se  traduit  par  une  relation  linéaire  entre  les  deux 
paramètres, 

(55) 


ttA  +  6 
cX  +  e 


Considérons  alors  les  coordonnées  (X,  X')  du  point  M  sur  la  sphère 
et  soient  l^,  Xi  les  coordonnées  du  point  Mj,  homologue  du  point  M; 
comme  Xj,  Xj  sont  les  paramètres  des  points  Q,,  Qj  homologues  des 
points  Q,  Q'  sur  le  cercle  de  l'infini,  on  passera  des  uns  aux  autres 
par  la  même  transformation  linéaire. 

h         _  ,        aX'  -i-  h 


(56) 


X.= 


ak 

cX  -t-  e 


>H 


aX' 


Ainsi  s'explique  qu'à  tout  déplacement  autour  d'un  point  fixe  se 
trouve  attachée  une  certaine  transformation  linéaire  à  une  variable. 

112.  Un  calcul  facile  permet  tout  à  la  fois  d'obtenir  l'équation  (55) 
et  de  traiter  la  question  réciproque,  c'est-à-dire  de  remonter  de  la 
transformation  (55)  au  déplacement  lui-même. 

Soient  x,  y,  z,  0  les  coordonnées  homogènes  du  point  Q  situé  sur  le 
cercle  de  l'infini  ;  x^,  i/, ,  Zj,  0  celles  du  point  Qj  situé  sur  le  même  cercle. 
Comme  Qj  est  l'homologue  de  Q  dans  le  déplacement,  on  doit  avoir 

x^  =  cLX  +  cl'  y  +  d'z,       î/^=^a;+...,       Zj=:va;+... 
Cinématique.  gj 
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Mais  les  coordonnées  x,  y,  z  sont  proportionnelles  à  (1  +  V)%y 
(1  _  A«),  2X  et  .Tj,  î/p  ^1  proportionnelles  à  (1  +  AÎ)i,  (1  —  Xi),2Xt; 
on  aura  donc,  p  désignant  un  coefficient  de  proportionnalité, 

/    p  (1  +  \\)i  =  a  (1  +  X')i  +  a'  (1  -  X*)  +  Sa"/., 
(57)        p  (1  -  Xn    =  ^  (1  +  >^')i  +  ^'  (1  -  >^*)  +  ^p-'X, 

(   p.2X,  =  Y  (1  +  >^')^  +  t'  (1  -  >^')  +  ^y'X. 

On  tire  des  deux  premières  de  ces  équations 
2ip  =  (a  +  pi)  (1  +  X«)i  +  (a'  +  P'  i)  (1  -  X')  4-  2  (a^  +  P"i)X, 
d'où  par  division  avec  la  dernière, 

X,  _  y(1  +  X')i  +  ï'(l  -'0  +  2y">- 

T  -  (a  +  iit)(l4-r)i  +  (a'  +  P'i)(l  -  X')  +  2(a"  +  P'»)X 

Or,  la  fraction  du  second  membre  se  simplifie  par  suite  d'un  fac- 
teur commun  aux  deux  termes  et  se  réduit  à 

(iï  -  y')  a  +  Y^-i . 

(58)X,  =  ■ — —    ..  a+  Si +  a'i— S' 


(a+  ^i+a't-P')X  +  (Y"  +  l) 


Y*  — Y 


Ce  qui  est  bien  une  équation  linéaire  de  la  forme  (55). 

Maintenant,  en  partant  de  l'équation  linéaire,  on  peut  se  proposer 
de  retrouver  le  déplacement. 

Regardons  dans  la  formule  (55)  a,  h,  c,  d  comme  donnés  et  cher- 
chons les  expressions  correspondantes  des  9  cosinus  a,<x' ,0.",^,^  , .... 

Nous  nous  donnerons  a,  b,  c,  d  sous  la  forme  suivante  : 

a  =  r  +  in,       h  =  mi  —  ly      c=mi  +  1,      d  =  r  —  in, 
où  l,  m,  n,  r  seront  des  arbitraires  réelles  ou  imaginaires  comme 

a,  h,  c,  d. 
L'équation  (55)  prend  la  forme 

(r  +  in)  X  -\-  mi—  l 
i^^y  ^*  "^  (mi  -\-  l)  y^  +  r  -^  in 

Identifions-la  avec  l'équation  (58). 
Nous  serons  amené  à  écrire 

^,  _  y'  =  P  (r  +  in), 
v"  —  1    =  P  (mi  —  /), 
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a   +  3i  +  a't  —  (â'  =  P  (mi  +  i), 

^^y^  (a  +  ^i  +  a'i  -  (3')  =:  P  (r  -  in), 

où  P  est  un  coefficient  de  proportionnalité. 

En  combinant  ces  équations  et  posant  P  =  2 —  >  en  sorle 

que  D  est  encore  un  coefficient  de  proportionnalité,  on  trouve 

/    .           ,            o  (^  +  in)  (mi  +  l) 
'    tY  —  y' =       2' '^ S 

(59)  ^y'-l=-2^^^', 

Par  soustraction,  les  deux  dernières  équations  (59)  donnent     ' 

(60)  ''  +  '»'  +  "'  +  '-•  =  1, 

équation  qui  fait  connaître  D. 

On  trouvera,  au  contraire,  par  addition 

n"^  +  r^  —  P  —  m^ 


D 
et,  par  multiplication, 

v"*  _  1  =  _  4  (^^  +  m^)  (n»  +  r') 

d'où  l'on  tire,  en  se  souvenant  que  (ty  +  y')  (iy  —  y')  =  v"« j^ 

iy  _  y'  ==  ï'"  -  ^  =  _  2   (^^  +  ^')  (n^  +  r') 
iy  —  y'  d  (r  -f-  m)  (mi  +  i) 

„  {mi  —  l)  (r  —  in) 

_j  ô 

De  cette  équation  combinée  avec  la  première  équation  (59)  on 
tirera  y,  y'  par  addition  et  soustraction;  comme  on  a  déjà  trouvé  y' 
on  aura,  en  somme,  les  valeurs  de  y,  y',  y" 

(61)  y  =  2 ~ ,       y' =2 , 

, —  i*  —  m'  +  n*  H-  r' 

Y  _        -         - 


340  LEÇONS  DE  CINÉMATIQUE. 

Pour  avoir  maintenant  a,  a',  a"  p,  P',  fi"  nous  aurons  recours  aux 
formules  (57). 

Si,  d'abord,  dans  la  dernière  de  ces  formules  nous  remplaçons 
Y,  y',  y"  par  leurs  expressions  (Gl)  et  a,  par  son  expression  (58)', 
nous  aurons  la  valeur  de  p 

[{mi  +  l)\-\-  (r  —  in]\ 
(62)  p  = ^ 

Les  deux  premières  équations  (57)  deviennent  alors,  en  y  rempla- 
çant X,  par  sa  valeur  (58)'  et  p  par  sa  valeur  (02), 

.  1 

^  {{mi  +  l)  A  +  (r  —  in)Y  +  -  [{r  +  in)  A  +  {mi  —  l)f 

=  a  (1  +  A')i  +  a'  (1  —  X*)  +  2a''X, 
j  1 

-  [{mi  '^-1)1  +  {r  —  in)Y  —  -  [{r  +  in)  1  +  {mi  -  0]* 

r=  ^  (1   +   a')  i  +  fi'  (1  -  A*)  +  2^"X. 

Il  suffit  alors  d'identifier  dans  les  deux  membres  de  chacune  de 
CCS  équations  les  coefficients  de  a',  X,  1  pour  avoir  les  expressions 
cherchées  de  a,  a',  a",  p,  ^',  ^'. 

On  trouve  ainsi  les  valeurs  suivantes,  auxquelles  sont  joinles  les 
valeurs  déjà  trouvées  de  y,  t'?  t"  • 

i»_,n'  — ?i'  +  v'       ,      Am  +  nr  „        ln  —  m\'' 

a= ,    a=2— jy— .  a_i— ^^, 

hn  —  nv                   ,,        -^'  +  ^t' -»'  +  >•'     ov_9""*  +  ^'\ 
P=2— j3— »  ^=   D '    ^-2—1)—' 

iH  +  m>-  ,      „wn-/r  ,_   -l^-m'' +  n^  +  T'' 

D  =  i*  +  ?u*  +  n'  -4-  r'. 

Ce  sont  les  formules  d'Euler,  retrouvées  par  Olinde  Rodri-jucs  et 
démontrées  à  la  page  197. 

On  peut  donner  des  paramètres  l,  m,  n,  r  l'interprétation  géomé- 
trique suivante  : 

Cherchons  les  paramètres  dos  points  diamétralement  opposés  I,  I' 
où  l'axe  de  rotation  perce  la  sphère.  Soient  a,  a'  les  paramètres  de 
ces  points  (on  sait  qu'on  passe  de  I  à  I'  en  échangeant  simplement 
\  et  V).  I  coïncide  avec  son  homologue  Ij,  en  sorte  que  les  paramè- 


CHAP.  XII,  —   CAS   PARTICULIER   d'hOMOGRAPIIIE.  341 

très  de  Ij,  qui  se  déduisent  de  A,  ).'  par  la  formule  (58)',  doivent  être 
encore  égaux  à  X  et  à  X'. 

On  voit  donc  que  a,  a'  doivent  être  racines  de  l'équation 

-  (r  +  in)  +  mi  —  l 


{mi  +  i)  A  +  r  —  in 
ou 

(l  4-  mi)  A*  —  2in  A  4-  l  —  mi  =  0. 

On  tire  de  cette  équation  les  suivantes  : 

l  -i-  mi  lin  l  —  mi 


d'où 


1  "A  +  a'  aX' 

l  m  \ 


(1   +  AA')i         1  —  A  a'  X  -h  X 


et  il  suffit  de  comparer  aux   formules  (53)  pour  constater  que  les 
cosinus  directeurs  de  l'axe  sont  proportionnels  précisément  à  /,  m,  n. 
On  verra  dans  la  note  I  de  M.  Darboux  que  si  0  est  l'amplitude 
de  la  rotation,  on  a  la  relation 

(63)  —  =  cotg  ^. 

Vl*  -+-  m*  +  n*  -^ 

Le  déplacement  n'est  réel  que  si  les  rapports  des  quantités  /,  m, 

n,  r  le  sont. 

Les  Nous  avons  vu  comment  les  déplacements  dans  le  plan  se  trou- 

«ubstitutions     vaient  liés  aux  transformations  linéaires  entières  à  une  variable.  Il 
néaires  et  les       ,     ,,      ,  •.,!,. 

rotations       résulte  de  ce  qui  précède  qu  a  toute  rotation  autour  d  un  point  se 

autour  d'un      trouve  attachée  une  transformation  linéaire  fractionnaire  portant 
point  lixe,       g^p  ^^jg  variable  complexe. 

Nous  avons  déjà  dit  qu'un  ensemble  d'opérations  est  dit  former  un 
groupe  si  le  résultat  de  deux  opérations  successives  quelconques  de 
cet  ensemble  est  équivalent  à  une  seule  opération  du  même  ensemble. 
Par  exemple,  l'ensemble  de  toutes  les  transformations  linéaires  forme 
un  groupe.  Dans  ce  groupe  même  on  peut  distinguer  des  transforma- 
tions définies  par  un  certain  nombre  de  propriétés  de  manière  que 
cet  ensemble  de  transformations  particulières  forme  lui-même  un 
•  groupe  (on  dit  alors  un  sous-groupe  dans  le  groupe  général). 

De  même  pour  les  rotations  autour  d'un  point,  leur  ensemble  forme 
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un  groupe  dans  lequel  il  est  possible  de  détacher  des  groupes  plus 
particuliers  ou  sous-groupes. 

Considérons,  par  exemple,  l'ensemble  des  rotations  qui  ne  font 
qu'échanger  entre  eux  les  sommets  d'un  polyèdre  régulier.  L'en- 
semble limité  de  ces  rotations  constitue  un  groupe  au  sens  qui  vient 
d'être  défini. 

Prenons  alors  l'ensemble  des  substitutions  linéaires  attachées 
chacune  à  l'une  des  rotations  précédentes.  Ces  substitutions  vont 
former  un  groupe  qui  est  l'image  analytique  du  premier. 

Nous  aurons  de  la  sorte  un  groupe  de  substitutions  dérive  du  groupe 
des  rotations  qui  superposent  à  lui-même  un  tétraèdre  régulier;  ce  sera 
le  groupe  du  tétraèdre.  On  aura  de  même  les  groupes  de  l'hexaèdre, 
de  l'octaèdre,  du  dodécaèdre,  de  l'icosaèdre.  Ces  groupes  de  substi 
tutions  linéaires  se  trouvent  liés  à  des  questions  d'analyse  impor 
tantes.  Nous  renverrons  pour  ce  sujet  au  livre  de  M.  Félix  Klein  : 
Sur  ricosaèdre. 
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NOTE  I 

Nouvelle  démonstration  des  formules  d'Euler 
et  d'Olinde  Rodrigues. 


La  démonstration  suivante  est  directe  et  offre  une  interprétation 
immédiate  des  paramètres  qui  figurent  dans  ces  formules. 

Considérons  un  déplacement  d'une  figure  autour  d'un  point  fixe 
dans  l'espace. 

Un  point  de  la  figure,  qui  occupait  primitivement  la  position  M,  vient 
occuper,  après  le  déplacement,  une  position  M^,  Soit  A  l'axe  de  la  rota- 
tion équivalente  à  ce  déplacement,  et  6  l'amplitude  de  cette  rotation. 

Les  points  M,  M^  sont  sur  une  même  circonférence  de  cercle,  dont 
le  centre  est  en  P  sur  l'axe  1  et  dont  le  plan  est  normal  à  cet  axe. 

L'angle  M  PMj  est  justement  égal  à  l'angle  0.  Menons  en  M,  Mj  les 
tangentes  à  ce  cercle;  ces  tangentes  se  coupent  en  un  point  Q  et  la 
droite  PQ  bissecte  l'angle  MPM,. 

Concevons  que  la  figure  se  trouve  animée  autour  de  l'axe  A  d'une 

rotation  continue  avec  une  vitesse  angulaire  représentée  par  tang  -;  le 

segment  MQ  représente  évidemment  la  vitesse  linéaire  du  point  M 
dans  ce  mouvement. 

Si  donc  a,  3,  y  sont  les  cosinus  directeurs  de  l'axe  A;  x,  i/,  z  les 
coordonnées  du  point  M,  les  projections  du  segment  MQ  seront  four- 
nies par  les  formules  connues  qz  —  ry,  ...,  où  les  composantes  de  la 

ft  fi  fi 

rotation  p,  q,  r  sont  ici  a  tg  ->  ^  tg  -  ?  y  tg  ô  '  ^^^  projections  seront 

^  Je  Â 

donc 

(^z  — Yy)tg-'       (y£C  — az)tg-'       (ay  — Px)  tg-. 
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En  leur  ajoutant  les  coordonnées  x,  y,  z  du  point  M,  nous  aurons 
les  coordonnées  X,  Y,  Z  du  point  Q, 

(1)  {.Y  =  !/  -H  (Ya^-a2)tg-, 
Z=  z  +  (ay— [3.T)tg-- 

Mais  on  peut  aussi  regarder  le  point  Q  comme  l'extrémité  du  seg- 
ment MjQ  qui  représente  évidemment  la  vitesse  linéaire  du  point  Mj 
dans  une  rotation  autour  de  A,  effectuée  dans  le  sens  inverse  du  pré- 
cédent, avec  la  même  valeur  de  la  vitesse  angulaire. 

En  raisonnant  comme  plus  haut  et  désignant  par  .r,,  i/,,  z^  les 
coordonnées  du  point  Mj,  nous  aurons  donc  les  nouvelles  expressions 
des  coordonnées  du  point  Q, 

X  =  a;,  —  ((âzj- Yy,)tg-, 

(2)  \   Y  =  2/,  —  (va^j  —  azj)  tg  - , 
Z  =zz,  _(ay,  —  |3.x,)tg-. 

Dans  ces  formules  et  dans  les  précédentes  introduisons  les  notations 

(3)  «tg2-=-'        15tg-  =  -,       ïte2  =  r 

et  égalons  les  valeurs  trouvées  pour  X,  pour  Y,  pour  Z.  Nous  aurons, 
après  avoir  chassé  le  dénominateur  r, 

j    rx  +  mz  —  ny  ■=  rXy  —  mz^  -\-  ny^, 

(4)  <    ry  -\-  nx  —  Iz    =  ry^  —  nx^  +  lz^, 

\   rz  +  ly    —  mz=  rz^  —  ly^     +  mx^. 

Ces  formules  vont  nous  permettre  d'exprimer  x^,  y^,  r,  en  fonc- 
tions de  x,  y,  z. 

En  multipliant  d'abord  par  l,  m,  n  et  ajoutant,  neus  déduirons  des 
équations  (4)  la  suivante  : 

(5)  Ix  -+-  my  4-  nz  =  Ix^  +  mx^  -f-  nr,. 
Considérons  maintenant  les  équations  (4)  et  (5).  Pour  obtenir  la 
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valeur  de  x^  nous  allons  les  ajouter  après  les  avoir  multipliées  respec- 
tivement par  le  coefficient  de  x^  dans  chacune  d'elles;  par  r,  —  n,  m 
et  l  par  conséquent.  Les  variables  y^,  z,  disparaissent,  et  il  reste 

(i*  -i-  m*  +  n*  -f-  r')  .Tj  =  [i*  —  m'  —  n*  +  r*]  .c 

on  trouvera  de  même 

{P  +  m^  4-  n*  +  r')  y^  =i  '2  {Im  +  nr)  x 

+  (i*  4-  m*  —  n'  4-  r')  y  4-  2  (wm  —  ^J')  2> 
(i*  4-  m'  4-  n*  +  )•*)  Zi=2  {In  —  mr)  x 

4-  2  {mn  4-  ir)  i/  +  (—  ^*  —  m*  4-  rt*  4-  »'*)  z. 

On  retrouve  les  formules  d'Olinde  Rodrigues. 
Les  formules  (3)  prouvent  que  /,  m,  n  sont  proportionnels  aux 
cosinus  directeurs  de  l'axe  de  rotation,  tandis  que  l'on  a 

(6)  r  =  Vl*  4-  m*  4-  n* .  cotg  -  • 
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NOTE  II 


Sur  les  renversements  et  les  inversions  planes. 


Inversion 
plane. 


Renversement.  1 .  Nous  appelons  renversement  une  rotation  de  180°  d'une  figure 
autour  d'une  droite  de  l'espace  et  inversion  plane  une  transformation 
par  symétrie  par  rapport  à  un  plan. 

Les  renversements  et  les  inversions  planes  permettent  d'étudier  et 
de  composer  très  simplement  les  divers  déplacements  de  l'espace. 

Soit  d'abord  à  effectuer  une  rotation  d'amplitude  G  dans  le  sens 
direct  autour  d'un  axe  A.  On  pourra  remplacer  cette  rotation  par 
deux  inversions  planes  successives  dans  les  conditions  suivantes.  On 
prendra  d'abord  un  plan  Pj  quelconque  passant  par  A  et  on  l'amè- 
nera dans  la  position  P^  par  une  rotation  directe  autour  de  A,  d'am- 

plitude  -• 

Le  résultat  des  deux  inversions  planes  successives  prises  par  rap- 
port à  P,  d'abord,  puis  par  rapport  à  Pj,  équivaut  à  une  simple 
rotation  directe,  d'amplitude  0  autour  de  l'axe  A. 

Une  interversion  dans  l'ordre  des  inversions  équivaudrait  à  un 
changement  dans  le  sens  de  la  rotation  autour  de  A. 

Il  est  permis  de  faire  tourner  arbitrairement  autour  de  son  arête  A 
le  dièdre  formé  par  les  plans  Pj,  P^  sans  qu'ils  cessent  de  fournir  une 
représentation  de  la  rotation.  En  effet,  le  plan  P,  est  un  plan  quel- 
conque mené  par  l'axe  A. 

Si  l'angle  0  vaut  180°,  c'est-à-dire  s'il  s'agit  d'un  renversement 
autour  d'un  axe  A,  le  sens  de  la  rotation  est  indifférent,  ainsi  que 
l'ordre  des  inversions  planes  relatives  aux  plans  P,  et  P^  ;  ces  plans 
sont  alors  rectangulaires. 

Ainsi  un  renversement  équivaut  à  deux  inversions  planes  relatives 
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à  deux  plans  rectangulaires  quelconques  se  coupant  suivant  l'axe  du 
renversement. 

2.  Considérons  les  deux  plans  P^,  Pj  définis  précédemment,  qui 
servent  à  représenter  par  deux  inversions  planes  successives  une 
rolation  d'amplitude  0  autour  d'un  axe  A. 

Élevons  dans  chacun  de  ces  plans,  et  en  un  même  point  Q  de  A 
une  perpendiculaire  à  cette  droite.  Soient  Aj,  A,  ces  deux  perpendi- 
culaires contenues  respectivement  dans  les  plans  P^  et  P,  et  dési- 
gnons par  P  le  plan  de  ces  deux  droites. 

Je  dis  que  les  renversements  successifs  autour  des  droites  Aj  et 
Aj  so7it  équivalents  à  la  rotation  directe   d'amplitude  0  autour 

de  A. 

En  effet,  le  renversement  autour  de  A,  équivaut  à  une  inversion 
par  rapport  à  Pj  suivie  d'une  inversion  par  rapport  à  P;  tandis  que  le 
renversement  autour  de  Aj  équivaut  à  une  inversion  par  rapport  à  P 
suivie  d'une  inversion  par  rapport  à  Pj.  Les  deux  renversements 
successifs  autour  de  A^  et  de  Aj  équivalent  donc  aux  inversions  planes 
suivantes,  dans  l'ordre  môme  où  elles  se  trouvent  énumérées  :  inver- 
sions par  rapport  à  Pj,  par  rapport  à  P,  encore  par  rapport  à  P,  puis 
par  rapport  à  P,  ;  or,  les  deux  inversions  successives  par  rapport  à  P 
se  détruisent  et  il  reste  une  inversion  par  rapport  à  V^,  suivie  d'une 
inversion  par  rapport  à  P^,  c'est-à-dire  la  rotation  6. 

Il  est  clair  que  les  droites  Aj,  A^,  comme  les  plans  Pj,  P^,  n'ont 
pas  une  position  déterminée  et  qu'on  peut  leur  imprimer  le  mouve- 
ment du  verrou  autour  de  A,  c'est-à-dire  les  faire  glisser  et  tourner 
tout  d'une  pièce  d'une  manière  quelconque  autour  de  A,  sans  qu'elles 
cessent  de  représenter  la  rotation.  Ainsi  : 

Une  rotation  est  parfaitement  représentée  par  un  angle  dont  le 
somynet  est  sur  l'axe  de  rotatioUj  son  plan  étant  perpendiculaire 
à  cet  axe  et  sa  grandeur  égale  à  la  moitié  de  la  rotation. 

3.  Les  inversions  planes  par  rapport  à  des  plans  parallèles  repré- 
sentent, comme  on  sait,  les  translations.  Voici  la  proposition  précise 
relative  à  cette  représentation. 

Une  translation  finie  peut  être  représentée  par  deux  inversions 
relatives  à  des  plans  parallèles,  qui  sont  perpendiculaires  à  la 
translation  et  dont  la  distance  est  égale  à  la  moitié  de  la  trans- 
lation. 

Si  l'on  intercale  entre  ces  deux  inversions  deux  autres  inversions 
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prises  relativement  à  un  même  plan  perpendiculaire  aux  précédents, 
inversions  dont  l'ensemble  ne  produit  aucun  déplacement,  on  voit 
que  toute  translation  finie  équivaut  à  deux  renversements  autour 
de  deux  droites  parallèles  qui  sont  perpendiculaires  à  cette  trans- 
lation et  dont  la  distance  est  égale  à  la  moitié  de  la  translation. 
Le  plan  de  ces  droites  est  parallèle  à  la  translation. 

Composition  4.  Ceci  posé,  appliquons  les  considérations  qui  précèdent  en  pre- 
des  rotations,  mier  lieu  à  la  composition  de  deux  rotations  autour  d'axes  concourant 
en  un  point  0. 

Soient  AOAj  et  BOBj  les  angles  qui  représentent  ces  deux  rota- 
tions. Appelons  OC  la  droite  d'intersection  des  plans  de  ces  deux 
angles.  Nous  pourrons,  nous  le  savons,  faire  tourner  l'angle  AOAj 
dans  son  plan,  de  manière  à  amener  OAj  sur  la  droite  OC,  l'angle 
AOAj  prend  ainsi  la  position  DOC,  sans  cesser  de  représenter  la 
même  rotation.  Faisons  de  même  tourner  BOB,  dans  son  plan  de 
façon  à  amener  OB  sur  OC;  cet  angle  BOB,  prend  ainsi  la  position 
CODj,  et  cela  sans  cesser  de  représenter  la  môme  rotation.  Or, 
actuellement,  les  deux  rotations  successives  sont  représentées  par  les 
renversements  suivants  qui  doivent  être  effectués  dans  l'ordre  de 
l'énumération  :  autour  de  OD,  autour  de  OC,  autour  de  OC,  autour 
deOD,. 

Les  deux  renversements  consécutifs  autour  de  OC  se  détruisent,  et 
il  reste  seulement  le  renversement  autour  de  OD  suivi  d'un  renver- 
sement autour  de  ODj,  c'est-à-dire  la  rotation  représentée  par 
l'angle  DOD,. 

On  voit  la  marche  qu'il  faudrait  suivre  pour  composer  plusieurs 
rotations  se  succédant  dans  un  ordre  donné  et  qui  auraient  lieu 
autour  d'axes  concourants  (*). 

Il  y  a  lieu  d'observer  que  la  méthode  précédente  conduit  à  une 
démonstration  nouvelle  et  élémentaire  de  cette  proposition  que  tout 
déplacement  fini  autour  d'un  point  équivaut  à  une  rotation.  En  effet, 
par  une  première  rotation  on  amènera  d'abord  un  point  M  du  corps 
dans  sa  position  définitive  M,  et  il  n'y  aura  plus  qu'à  effectuer  une 
seconde  rotation  autour  d'un  axe  joignant  M,  au  point  fixe  pour 
amener  le  corps  dans  sa  position  finale.  Or,  il  résulte  de  ce  qui 
précède  que  ces  deux  rotations  pourront  être  remplacées  par  une 
seule  que  nous  savons  construire. 

(•)  Cette  représentation  met  en  évidence  un  lien  entre  la  composition  des  rota- 
tions et  la  théorie  des  quaternions. 
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Représentation  5.  Traitons  le  cas  du  mouvement  fini  le  plus  général.  On  peut 
toujours  le  réaliser  en  amenant,  par  une  translation,  un  point  M  de 
la  figure  invariable  dans  sa  nouvelle  position  Mj,  puis  en  effectuant 
une  rotation  autour  d'un  axe  passant  par  M,. 

La  translation  se  ramène  à  deux  inversions  relatives  à  deux  plans 
parallèles  P  et  P,  ;  la  rotation  équivaut,  de  même,  à  deux  inversions 
autour  de  deux  plans  qui  se  coupent  en  Pj,  Pg.  Donc,  tout  déplacement 
équivaut  à  quatre  inversions  autour  des  plans  P,  Pj,  Pg,  P,,  dont  les 
deux  premiers  sont  parallèles.  Mais,  comme  on  peut  faire  tourner 
le  dièdre  P^,  Pj  d'un  angle  quelconque  autour  de  son  arête,  on  peut 
supposer  que  P  et  Pj  ne  sont  plus  parallèles.  Alors  les  deux  pre- 
mières inversions  définiront  une  rotation,  ainsi  que  les  deux  sui- 
vantes. Donc  : 

Tout  déplacement  fini  d'une  figure  invariable  se  ramène  d'une 
infinité  de  manières  à  deux  rotations  successives. 

Soient  Aj  et  Aj  les  axes  de  deux  de  ces  rotations  et  A  leur  plus 
courte  distance. 

La  rotation  autour  de  A,  pourra  se  représenter  par  deux  renverse- 
ments autour  de  deux  droites  normales  à  Aj  au  même  point.  On  peut 
même  supposer  que  A  est  l'axe  de  l'un  de  ces  deux  renversements, 
par  exemple  du  second. 

Nous  représenterons  alors  par  Aj,  A  les  axes  de  ces  deux  renver- 
sements. De  même,  la  rotation  autour  de  A^  se  représentera  par 
deux  renversements,  dont  le  premier  pourra  être  supposé  avoir  A 
pour  axe,  tandis  que  l'axe  du  second  sera  une  certaine  droite  Aj. 
Alors  les  rotations  successives  autour  des  axes  Aj  et  A^  sont  équiva- 
lentes aux  quatre  renversements  autour  des  droites  Aj,  A,  A,  1[,  dans 
l'ordre  même  de  l'énumération.  Les  deux  renversements  consécutifs 
autour  de  A  se  détruisent  et  il  ne  reste  que  les  renversements,  autour 
de  Aj  d'abord,  autour  de  \[  ensuite. 

Ainsi  :  Tout  déplacement  fini  d'un  corps  solide  se  ramène  à 
deux  renversements  successifs  autour  de  deux  droites  AJ,  A,. 

La  notion  du  déplacement  hélicoïdal  découle  immédiatement  de  là. 

Menons,  en  effet,  par  Ai  deux  plans  rectangulaires  Pj,  PJ  dont  le 
premier  est  parallèle  à  Aj  et  par  A^  deux  plans  rectangulaires  P,,  P^ 
dont  le  premier  est  parallèle  à  \[  et,  par  suite,  au  plan  P,. 

Les  deux  renversements  se  ramènent  aux  quatre  inversions  planes 
suivantes  effectuées  dans  l'ordre  de  l'énumération  :  par  rapport  au 
plan  PJ,  au  plan  P,,  au  plan  P.^,  au  plan  Pj. 

Les  deux  inversions  intermédiaires  sont  relatives  à  deux   plans 
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parallèles;  elles  sont  donc  équivalentes  à  une  translation  normale 
à  ces  plans  et,  par  suite,  parallèle  à  la  plus  courte  distance  des 
axes  Ai,  Aj.  Or,  une  translation  et  une  inversion  plane  dont  le  plan 
est  parallèle  à  la  translation  sont  deux  transformations  échangeables, 
en  ce  sens  que  l'ordre  dans  lequel  on  les  opère  est  indifférent.  On 
pourra  donc  échanger  cette  translation  avec  la  première  inversion 
plane,  qui,  en  se  combinant  alors  avec  la  dernière,  donnera  lieu  à 
une  rotation  qui  a  lieu  autour  de  la  plus  courte  distance  des  axes 
Aj  et  A2. 

On  voit  que  tout  déplacement  fini  se  ramène  à  une  rotation  et 
à  une  translation  parallèle  à  F  axe  de  la  rotation. 

De  même  qu'une  rotation  est  représentée  par  un  angle,  le  déplace- 
ment précédent  peut  être  représenté  comme  il  suit.  Prenons  sur  l'axe 
du  mouvement  hélicoïdal  un  point  A  et  élevons  en  A  une  perpendicu- 
laire  D,  à  l'axe;  soit  0  l'amplitude  de  la  rotation,  faisons  tourner  Dj 

dans  le  sens  direct  autour  de  l'axe  d'un  angle  -?  de  façon  à  l'amener 

dans  une  position  ADJ,  puis  faisons  glisser  AD^  dans  le  sens  de  la 

h 
translation  suivant  l'axe  d'une  quantité  égale  à  -5  moitié  de  la  trans- 

lation.  Soit  D,  la  position  ainsi  obtenue.  Le  déplacement  fini  équi- 
vaut à  deux  renversements  autour  des  axes  Dj  et  Dj  successivement. 

Comme  du  reste  la  position  de  D^  est  arbitraire,  en  ce  sens  que 
Dj  est  une  normale  quelconque  à  l'axe  du  mouvement  hélicoïdal,  on 
voit  que  l'on  pourra  imprimer  aux  droites  Di  et  D2  en  bloc  un  mou- 
vement de  verrou  autour  de  l'axe  sans  qu'elles  cessent  de  représenter 
le  mouvement  considéré. 

De  là  résulte  un  moyen  très  simple  de  composer  deux  mouvements 
finis  quelconques.  Car,  soient  Dj,  D^  et  D|,  D,  les  droites  qui  les 
représentent,  et  D  la  plus  courte  distance  des  axes  de  ces  deux  mou- 
vements, lesquels  sont  les  perpendiculaires  communes  aux  axes 
Dj,  Dg  d'une  part,  et  Di,  D^  d'autre  part.  Grâce  au  mouvement  de 
verrou  dont  on  dispose,  on  pourra  amener  D^  et  DJ  en  coïncidence 
avec  D,  et  alors  le  mouvement  résultant  des  deux  mouvements 
donnés  s'obtiendra  par  les  renversements  autour  des  droites  Dj,  D, 
D,  Dj  dans  l'ordre  même  de  l'énumération.  Les  deux  renversements 
intermédiaires  se  détruisent  et  il  reste  simplement  les  deux  renverse- 
ments autour  de  D,  et  de  D,,  qui  représentent  le  mouvement  résultant. 

Théorème  de        6.  A  la  considération  des  renversements  se  rattache  très  directe- 
M.  Stéphaaos.   ment  un  théorème  élégant  déjà  énoncé  par  M.  Stéphanos  pour  le 
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cas  particulier  d'une  figure  plane  se  déplaçant  dans  le  plan  même 
où  elle  est  tracée  {Bulletin  de  la  Société  philomathique  de  Paris, 
1881).  Ce  théorème  consiste  en  ce  que  :  Trois  figures  égales,  situées 
d'une  manière  arbitraire,  coïncident  avec  les  symétriques  d'une 
même  figure,  prises  respectivement  par  rapport  à  trois  droites. 

Soient,  en  efTet,  V^,  F,,  Fj  les  trois  figures  proposées. 

Conservons  toutes  les  notations  précédentes.  On  passera  de  Fj  à  F^ 
par  deux  renversements  autour  des  droites  Dj,  D  puis  de  F^  à  Fj  par 
deux  renversements  dont  les  axes  seront  D,  Dj.  De  là  il  résulte  qu'on 
aura  une  même  figure  en  prenant  les  symétriques  de  F^  F^,  F, 
respectivement  par  rapport  aux  droites  D^,  D,  Dg,  c.  q.  f.  d. 

Dans  mes  travaux  antérieurs  et  dans  mon  enseignement  j'ai  plus 
d'une  fois  introduit  les  inversions  planes  et  les  renversements  comme 
éléments  propres  à  simplifier  difTérentes  recherches  ;  mais,  en  repro- 
duisant ici  la  méthode  que  j'ai  employée  dans  la  note  V  de  mes 
Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces,  je  tiens  à  indiquer  que  cette 
méthode  était  suivie  depuis  cinq  à  six  ans,  comme  je  l'ai  appris 
récemment,  par  M.  P.  Morin,  professeur  à  la  Faculté  des  sciences 
de  Rennes,  et  aussi  à  appeler  l'attention  sur  une  note  de  M.  W.  Burn- 
side  ayant  pour  titre  :  On  tîie  finite  displacement  of  a  rigid  body, 
parue  en  1893  dans  le  Messenger  of  Mathematics  et  où  se  trouve 
donnée  la  représentation  d'un  déplacement  hélicoïdal  par  deux  ren- 
versements, ainsi  que  l'application  à  la  composition  de  deux  mouve- 
ments hélicoïdaux  effectués  successivement. 
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1 .  La  position  d'un  corps  dans  l'espace  se  trouve  définie  par 
les  coordonnées  a,  h,  c  de  l'origine  et  les  9  cosinus  directeurs 
a,  P,  Y>  «n  •••  d'un  trièdre  trirectangle  mobile  lié  invariablement  au 
corps.  En  prenant  pour  ces  9  cosinus,  ainsi  que  pour  a,  b,  c  des 
fonctions  algébriques  de  1,2,  ...  paramètres,  on  arrive  à  définir  des 
mouvements  algébriques  possédant  1,  2,  ...  degrés  de  liberté. 

Les  mouvements  algébriques  et  leurs  inverses,  qui  sont  aussi  algé- 
briques, présentent  des  relations  de  dualité  dont  l'intérêt  a  été  signalé 
pour  la  première  fois  par  Cbasles  dans  une  curieuse  note,  la  34®, 
insérée  dans  V Aperçu  hislonque  et  qui  a  pour  titre  :  «Sur  la  dua- 
lité dans  les  sciences  mathématiques.  Exemples  pris  dans  l'art  du 
tourneur  et  dans  les  principes  de  la  dynamique  ». 

Nous  indiquerons  seulement  ici  quelques-unes  de  ces  relations, 
pour  en  faire  connaître  la  nature  et  pour  montrer  sur  un  exemple 
le  parti  que  l'on  en  peut  tirer. 

Examinons  d'abord  le  cas  des  mouvements  à  un  paramètre. 

Appelons  G  le  corps  mobile  et  E  l'espace  fixe  auquel  on  rapporte 
son  mouvement.  Le  mouvement  relatif  de  E  par  rapport  à  C  est, 
comme  on  sait,  ce  que  l'on  appelle  l'inverse  du  mouvement  de  G  par 
rapport  à  E. 

Soit  M  un  point  du  corps  G  et  ::  un  plan  de  l'espace  E,  pris  quel- 
conque dans  cet  espace,  de  même  que  le  point  M  a  été  pris  quelconque 
dans  le  corps  G.  Le  point  M  décrit  une  trajectoire,  qui  est  algébrique 
si  le  mouvement  est  algébrique,  et  dont  le  degré  est  égal  au 
nombre  de  fois  que  le  point  M  vient  traverser  le  plan  r;  soit  m  ce 
nombre. 
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Considérons  maintenant  le  mouvement  inverse.  Dans  ce  mouve- 
ment le  plan  z  de  l'espace  E  enveloppe  dans  le  corps  G  une  certaine 
surface  développable,  dont  la  classe  est  égale  au  nombre  de  fois  que 
le  plan  7:  vient  se  faire  traverser  par  un  point  M  quelconque  du 
corps  G  ;  ce  nombre  est  précisément  égal  à  m.  On  a  donc  ce  premier 
théorème  : 

Le  degré  de  la  courbe  trajectoire  d'un  point  d'un  corps  solide 
en  mouvement  est  égal  à  la  classe  de  la  développable  enveloppée 
par  un  plan  dans  le  mouvement  inverse. 

Considérons  une  droite  A  du  corps  G  ;  le  degré  de  la  surface  réglée 
engendrée  par  cette  droite  est  égal  au  nombre  de  fois  m  que  la 
droite  A  vient  couper  une  droite  à'  de  l'espace  E. 

Dans  le  mouvemant  inverse,  A'  décrit  une  surface  réglée  dont  le 
degré  est  égal  au  nombre  de  fois  que  A  se  trouve  coupée  par  une 
droite  A  liée  au  corps  G  :  ce  nombre  est  encore  égal  à  m.  De  là  cet 
autre  théorème  : 

Le  degré  de  la  surface  réglée  engendrée  par  une  droite  d'un 
corps  en  mouvement  est  égal  au  degré  de  la  surface  réglée  engen- 
drée par  une  droite  dans  le  mouvement  inverse. 

Prenons  maintenant  le  cas  des  mouvements  à  deux  paramètres. 

Soit  un  point  M  du  corps  G;  le  degré  de  la  surface  algébrique  qu'il 
décrit  est  le  nombre  de  fois  que  le  point  M  vient  se  placer  sur  une 
droite  A  de  l'espace  E.  Considérons  cette  droite  A  dans  le  mouvement 
inverse  ;  elle  engendre  une  congruence  dont  l'ordre  est  égal  au  nombre 
de  fois  que  A  va  passer  par  un  point  M  du  corps  G.  Donc  : 

Dans  un  mouvement  algébrique  à  deux  paramètres,  Vordre  de 
la  surface  trajectoire  d'un  point  est  égal  à  l'ordre  de  la  con- 
gruence engendrée  par  une  droite  dans  le  mouvement  inverse. 

On  verrait  de  même  que  la  classe  de  la  surface  enveloppée  par 
un  plan  est  égale  à  la  classe  de  la  congruence  engendrée  par  une 
droite  dans  le  mouvement  inverse. 


Mouvement  dont  toutes  les  trajectoires 
sont  planes. 

2.  Il  serait  aisé  de  poursuivre  dans  ce  sens  et  de  multiplier  les 
exemples.  Nous  préférons  indiquer  tout  de  suite  comment  les  propo- 
Cinématique.  23 
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Distinction 
préalable. 


Emploi 

du  mouvement 

inverse. 


sitions  précédentes  permettent  de  traiter  certains  problèmes  particu- 
liers, entre  autres  celui-ci  : 

Trouver  les  mouvements  à  un  paramètre  dans  lesquels  tous  les 
points  du  corps  décrivent  des  courbes  planes  (*). 

Pour  résoudre  cette  question,  nous  établirons  d'abord  une  distinc- 
tion relative  aux  plans  des  trajectoires.  Il  peut  arriver,  ou  bien  que 
tout  plan  de  l'espace  contienne  la  trajectoire  d'un  certain  point  du 
corps  mobile,  ou  bien,  au  contraire,  que  les  plans  des  trajectoires 
soient  exceptionnels  dans  l'espace. 

Examinons  d'abord  la  première  hypothèse. 

Dans  le  mouvement  inverse,  tous  les  plans  ::  liés  à  l'espace  E  iront 
passer  chacun  par  un  point  M  du  corps  G  et  envelopperont  chacun  un 
cône  autour  du  point  M  correspondant.  La  classe  de  ce  cône  sera 
égale  au  degré  de  la  trajectoire  plane  du  point  M  dans  le  mou- 
vement direct.  Or,  il  est  aisé  de  montrer  que  le  cône  est  de  révo- 
lution. 

Prenons,  en  effet,  deux  plans  parallèles  II,  II';  soient  M,  M'  les 
points  fixes  par  lesquels  ils  passent  respectivement. 

Les  plans  fi  et  n'  conservent  entre  eux  la  même  distance  cons- 
tante a,  et  comme  le  plan  II'  passe  par  le  point  fixe  M',  le  plan  II 
demeure  tangent  à  la  sphère  S  qui  a  pour  centre  le  point  M'  et  le 
rayon  a. 

Puisque,  d'autre  part,  le  plan  II  passe  au  point  fixe  M,  il  est  clair 
qu'il  enveloppe  le  cône  de  révolution  circonscrit  à  la  sphère  2; 
MM'  est  l'axe  de  révolution  de  ce  cône. 

Gomme  II'  est  l'un  quelconque  des  plans  parallèles  au  plan  II,  on 
voit  que  la  droite  MM',  que  nous  désignerons  aussi  par  A,  est  le  lieu 
des  points  fixes  par  oii  vont  passer  tous  les  plans  parallèles  au 
plan  II,  et  que  A  est  l'axe  commun  de  tous  les  cônes  de  révolution 
enveloppés  par  chacun  de  ces  plans. 

A  toute  direction  de  plan  II  correspond  une  droite  A.  Je  dis  que 
toutes  ces  droites  A  sont  parallèles. 

Menons,  en  effet,  par  un  point  fixe  0  un  plan  Ilg  parallèle  au 
plan  II. 

Ce  plan  enveloppera  un  cône  de  révolution  dont  l'axe  Ap  sera  Id 
parallèle  à  A  issue  du  point  0.  La  droite  X  issue  de  0  perpendiculai- 
rement au  plan  11^  engendrera  aussi  un  cône  de  révolution  autour  de 
l'axe  \. 


(1)  Comptes  rmdus  de  l'Académie  des  Sciences,  1881. 
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direct. 


Envisageons  alors  l'ensemble  des  plans  II  de  l'espace  K  et  l'en- 
semble correspondant  des  normales  X  issues  de  0  à  ces  plans. 

Ces  normales  forment  autour  de  0  une  figure  de  forme  invariable, 
car  les  angles  des  normales  sont  invariables  comme  les  angles  des 
plans  dans  l'espace  E. 

Comme  chacune  de  ces  normales  engendre  un  cône  de  révolution, 
en  coupant  par  une  sphère  leur  ensemble,  nous  aurons  une  figure 
sphérique  de  forme  invariable  dont  tous  les  points  décriront  des 
cercles.  Un  tel  mouvement  ne  peut  consister  qu'en  une  rotation 
autour  d'un  diamètre  fixe  de  la  sphère. 

Il  suit  de  là  que  les  cônes  décrits  par  les  normales  X  et,  par  suite, 
les  cônes  supplémentaires  enveloppés  par  les  plans  B^  ont  le  même 
axe  A(,  de  révolution.  En  conséquence,  toutes  les  droites  A  sont  bien 
parallèles  entre  elles. 

On  peut  ajouter  que,  puisque  \  est  fixe  dans  l'espace  aussi  bien 
que  par  rapport  au  système  des  plans  11^,  les  droites  A  ont  une  direc- 
tion invariable  dans  le  corps  G  et  aussi  dans  l'espace  E. 
Retour  Revenons  maintenant  au  mouvement  direct  du  corps  C  par  rapport 

i  mouvement  à  l'espace  E.  Les  trajectoires  planes  seront  des  courbes  du  second 
degré  puisque,  dans  le  mouvement  inverse,  les  cônes-enveloppes  sont 
de  révolution,  et  partant  de  la  seconde  classe,  f^n  outre,  il  y  a  une 
direction  de  droites  A  qui  reste  invariable  dans  le  corps  comme  dans 
l'espace,  et  deux  points  du  corps  situés  sur  une  même  droite  A  ont 
leurs  trajectoires  dans  des  plans  parallèles. 

Il  est,  dès  lors,  naturel  de  prendre  un  système  d'axes  de  coordon- 
nées fixes  dans  lequel  l'axe  O^Z^  sera  parallèle  à  la  direction  inva- 
riable des  droites  A,  tandis  que  l'axe  OZ  du  trièdre  mobile  sera  lui 
aussi  parallèle  à  ces  mêmes  droites. 

Les  formules  qui  représentent  le  mouvement  s'écrivent  alors 

Xi  =  a  +  X  cos  ^  —  y  sin  0, 
yy  =  h  4-  X  sin  0  4-  7/  cos  ô, 

Z^  =iC   -{-  z. 

Nous  choisirons  0  comme  variable  indépendante  et  il  s'agit  de 
trouver  pour  a,  h,  c  des  expressions  convenables  en  0,  de  sorte  que 
la  trajectoire  d'un  point  quelconque  soit  plane. 

Si  nous  prenons  trois  points  quelconques  (x',  y\  z')  (x",  y\z") 
(x'",  y'" ,  z'")  dans  le  corps,  ils  décrivent  dans  l'espace  trois  courbes 
planes  situées  dans  des  plans  II',  II",  fl'"  qui  peuvent  être  pris  quel- 
conqueSj  d'après  l'hypothèse  qui  nous  a  servi  de  point  de  départ. 
Nous  pouvons^  en  cônséqfuence,  toujours  supposer  que  ces  plans 


Équation 

du  mouvement 

cherché. 
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forment  un  trièdre  et  ne  sont  pas  parallèles  à  une  même  droite,  en 
sorte  que,  si  l'on  écrit  leurs  équations 


V  Xy  -+■  m' y  y  +  n'Zj  +  _p' 
r'x,  +  m"'j/i  +  n"'z,  +  p'" 


0, 
0, 
0, 


le  déterminant 


V 

m' 

n 

v 

m' 

n 

r 

m'" 

n 

ne  sera  pas  nul. 

Exprimons  alors  que  les  points  (x' ,  y' ,  z')  (x",  y',  z')  {x'",  y'",  z'") 
ont  leurs  trajectoires  dans  ces  trois  plans.  On  obtiendra  les  trois 
équations 

V  [a  +  x'  cos  6  —  y'  sin  G]  +  m'  [6  -f-  £c'  sin  6  +  y'  cos  6] 

+  n'  [c  +  2']  +  jp'  =  0, 

V  [a  +  x"  cos  G  —  y"  sin  6]  +  w"  [h  +  x"  sin  G  4-  y*  cos  G] 

+  n"  [c  +  z']  +  p"  z=  0, 
V"  \a  +  x'"  cos  G  —  y'"  sin  G]  +  m'"  [h  +  x'"  sin  G  +  y'"  cos  G] 

+  n'"  [c  +  z'"]  +  p'"  =  0, 

que  l'on  pourra  résoudre  en  a,  h,  c  puisque  le  déterminant  de 
ces  équations  est  justement  le  déterminant  précédent,  qui  n'est 
pas  nul. 

On  reconnaît  par  là  que  a,  b,  c  sont  des  fonctions  linéaires  de 
sin  G,  cos  6,  en  sorte  qu'on  a 

cCi  =  L  sin  G  +  L'  cos  G  +  L"  +  x  cos  G  —  y  sin  G, 
?/j  =  M  sin  G  +  M'  cos  0  +  M"  +  ce  sin  G  +  y  cos  G, 

c,  =  N  sin  G  +  N'  cos  G  +  N"  +  z. 

En  effectuant  une  translation  du  trièdre  fixe  et  une  translation  du 
trièdre  mobile,  on  pourra  amener  L',  L",  M',  M'  à  être  nuls  et  N"  à 
être  égal  à  —  N'.  Si,  de  plus,  on  fait  tourner  d'un  même  angle  a, 
convenablement  choisi,  les  axes  mobiles  xOy  et  les  axes  fixes  x^0^y^, 
on  pourra  annuler  M.  Il  restera  alors 

l  ccj  =  L  sin  G  +  ce  cos  G  —  y  sin  0, 
(1)  }   y^;=  X  sin  0  4-  ?/  cos  0, 

(   2,  =N  sin  G  +  N'  cosG— N'  -h  z. 

Pour  G  =  0  on  a  Xi  =  x,  yi  =  y,  z^  =  z,  c'est-à-dire  que,  pour 
G  =  0,  les  deux  trièdres,  l'un  fixe  Tj  et  l'autre  mobile  T,  coïncident. 
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Si  l'on  cherche  l'équation 

du  plan  n  qui  contient  la  trajectoire  du  point  M  (x,  y,  z),  on  est  con- 
duit à  écrire  que  l,  m,  n,  p  sont  des  fonctions  de  x,  y,  z  rendant 
identique  l'équation 

Z  [L  sin  0  +  a;  cos  0  —  y  sin  6]  +  m  [ic  sin  0  +  y  cos  0] 

-f-  n  [N  sin  0  +  N'  cos  0  —  N'  +  z]  +  p  =  0. 
Ce  qui  donne 


C-^) 


—  {y  —  L)  Z  +  cc.m  +  N.n  =  0, 

x.l  +  y  .m  +  N'.7i=0, 

n{z  —  N')  +  p  =  0. 


(3) 


Des  deux  premières  équations  on  tire 
l 


m 


Wx  —  Ny       Ncc  +  N'(y  — 0 


P 


y  {y  —  L)  —  a;' 


tandis  que  -  est  fourni  par  la  dernière  des  équations  (2). 

On  voit  donc  que  tous  les  points  de  la  figure  décrivent  des  courbes 
planes,  et  de  plus,  il  résulte  de  la  forme  même  des  équations  (1)  que 
ces  courbes  sont  des  ellipses;  car,  en  éliminant  sin  6,  cos  6  entre  les 
deux  premières  équations  (1)  et  l'équation  sin'  0  +.cos'  0  =  1,  on 
obtiendra  l'équation  d'une  ellipse,  projection  de  la  courbe  dans 
l'espace. 

On  observera  sur  les  équations  (1)  que  deux  points  situés  sur  une 
même  parallèle  à  Oc  décrivent  la  même  ellipse  qui  serait  transportée 
parallèlement  à  Or. 

Si  les  dénominateurs  des  équations  (3)  sont  nuls,  les  équations  (2) 
sont  indéterminées,  et  une  infinité  de  plans  passent  par  la  trajec- 
toire du  point  (x,  y,  z),  laquelle,  dès  lors,  se  trouve  être  une  droite 
ou  plutôt  un  segment  de  droite.  Les  équations 

N'x  — Ny  =  0,       Na;  +  N'(7/  — L)=0,       —y{y —  L)-x*=zO 

en  x,  y  sont  compatibles  et  admettent  un  système  de  solutions 
X  =  a,  y  =  h,  en  sorte  que  tous  les  points  de  la  droite  D  parallèle 
à  Os,  qui  est  l'intersection  des  plans  x  =  a,  y  =  b,  décrivent  des 
segments  de  droite. 

Si  l'on  veut  introduire  dans  les  formules  (1)  les  coordonnées  a,  b  de 
cette  droite,  on  trouvera  qu'on  peut  poser,  k  désignant  un  coefficient 
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constant, 

N  =ka,      N'  z=kb,      L  = 
et  il  vient  alors 


X.  = 


sin  0  +  a::  cos  0  —  y  sin  0, 


(4) 


^J^  =  X  sin  0  -h  y  cos  0, 

z^  =  A;  [a  sin  G  —  6  (1  —  cos  0)]  +  z. 


Représentation       Pour  nous  faire  une  réprésentation  de  ce  mouvement,  nous  allons 

du  chercher  les    surfaces    lieux    des   axes  du    mouvement    hélicoïdal 

mouvement,     tangent,  surfaces  qui,  nous  le  savons,  roulent  l'une  sur  l'autre  en 

glissant  suivant  la  génératrice  le  long  de  laquelle  elles  se  raccordent. 

Observons  que  le  plan  des  XyO^y^  ayant  une  direction  invariable 
dans  la  figure  mobile  comme  dans  l'espace,  la  projection  de  la  figure 
mobile  sur  ce  plan  est  une  figure  de  forme  invariable  dont  le  mouve- 
ment accompagne  le  mouvement  de  la  figure  de  l'espace. 

Les  deux  premières  équations  (4)  représentent  ce  mouvement,  et 
c'est  un  exercice  facile  de  démontrer  que  les  lieux  du  centre  instan- 
tané dans  la  figure  et  dans  le  plan  fixe  sont  deux  cercles  Q  et  0^,  le 
second  de  rayon  double  de  celui  du  premier  et  qui  se  touchent  inté- 
rieurement. 

On  peut  encore  remarquer  que  le  point  x  =  0,  y  =  0  décrit  l'axe 
OjiCj,  tandis  que  le  point  x  =r  a,  y  =  h  décrit  la  droite 


b 


On  est  donc  bien  dans  le  cas  du  mouvement  de  l'ellipsographe 
décrit  à  la  page  164,  et  ce  mouvement  résulte  du  roulement  intérieur 
sans  glissement  d'un  cercle  û  sur  un  cercle  de  rayon  double  Q,. 

Maintenant,  pour  passer  du  mouvement  de  la  projection  de  la 
figure  sur  le  plan  x^0^y^  au  mouvement  de  la  figure  elle-même  dans 
l'espace,  il  suffira  de  lui  imprimer  un  glissement  suivant  l'axe  0^z^. 
Si  donc  on  considère  les  d«ux  cylindres  Y,  Tj  qui  ont  leurs  généra- 
trices parallèles  à  OjZj  et  qui  ont  respectivement  Q  et  Q^  pour  bases, 
ces  deux  cylindres  constituent  précisément  les  deux  surfaces  qui, 
suivant  la  locution  de  Reuleaux,  virent  au  cours  du  mouvement.  Ces 
cylindres  sont  à  chaque  instant  tangents  suivant  une  génératrice  et 
roulent  l'un  sur  l'autre  en  glissant,  mais  avec  cette  circonstance 
expresse  (jue  le  glissement  a  lieu  suivant  la  génératrice  de  contact. 

La  loi  de  ce  glissement  est  donnée  par  la  condition  qu'un  point 


au  début. 
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de  la  droite  appelée  D  (et,  en  conséquence,  tous  les  points  de  cette 
droite)  décrive  un  segment  de  droite,  nécessairement  situé  dans  le 
plan  que  décrit  la  droite  D. 

Le  mouvement  ainsi  défini  est  une  extension  naturelle  du  mouve- 
ment de  l'ellipsographe,  mouvement  que  l'on  retrouverait  d'ailleurs 
si,  dans  les  formules  (4),  on  prenait  k  =  0. 

Signalons,  pour  terminer  ce  sujet,  ce  fait  qu'une  droite  quelconque 
de  la  figure  mobile  engendre  dans  ce  mouvement  une  surface  du 
quatrième  degré.  Il  en  sera  de  même  évidemment  dans  le  mouve- 
ment inverse,  d'après  un  théorème  énoncé  au  début. 

Examen  3.  Il  reste  à  examiner  le  cas  où  les  plans  des  trajectoires,  au  lieu 

les  cas  écartés  d'être  quelconques  dans  l'espace  E,  seraient  des  plans  exceptionnels 
dépendant  seulement  de  deux  ou  môme  d'un  seul  paramètre. 

Il  faudrait  alors  qu'un  même  plan  II  contînt  les  trajectoires  d'une 
infinité  de  points  de  la  figure  mobile.  S'il  en  était  ainsi,  et  si,  de 
plus,  trois  des  points  A,  B,  G  dont  les  trajectoires  sont  dans  le  plan  U 
formaient  un  triangle,  nous  nous  trouverions  dans  le  cas  où  un  plan 
de  la  figure  glisse  sur  lui-même.  Alors,  en  effet,  tous  les  points 
de  la  figure  mobile  décrivent  des  courbes  planes  ;  et  les  plans  de  ces 
courbes  sont  parallèles. 

Le  raisonnement  cesserait  de  s'appliquer  si  les  points  A,  B,  G,  ... 
de  la  figure  mobile  qui  décrivent  un  même  plan  II  étaient  en  ligne 
droite.  Alors  les  points  de  la  figure  mobile  se  trouveraient  distribués 
sur  des  droites  A  et  chacune  de  ces  droites  A  décrirait  un  plan.  En 
menant  par  un  point  fixe  0  des  parallèles  à  ces  droites  A,  on  aurait 
autour  de  ce  point  une  infinité  de  droites  formant  entre  elles  des 
angles  invariables  et  qui  devraient  décrire  chacune  un  plan  fixe 
passant  par  le  point  0.  Un  tel  mouvement  est  impossible. 

A  ce  raisonnement  échappe,  il  est  vrai,  le  cas  où  les  droites  A 
seraient  toutes  parallèles  entre  elles.  Mais  alors  les  plans  balayés  FI 
doivent  être  tous  parallèles  à  une  même  droite  A^  à  laquelle  reste- 
raient aussi  parallèles  toutes  les  droites  A  qui  décrivent  chacune  un 
plan  II.  Si  l'on  appelle  <I>  un  plan  normal  à  Aq,  ce  plan  <ï>  aura  une 
direction  invariable  dans  l'espacé  aussi  bien  que  dans  la  figure 
mobile;  et  si  l'on  considère  alors  la  projection  de  la  figure  sur  ce 
plan,  on  obtiendra  une  figure  plane  de  forme  invariable  dont  les 
divers  points  décriront  les  projections  des  trajectoires  des  points  de 
l'espace.  Or,  ces  trajectoires  sont  dans  des  plans  il  normaux  au 
plan  M»;  leurs  projections  sont  donc  les  traces  mômes  de  ces  plans; 
et  nous  avons  ainsi  un  mouvement  plan  dans  lecjuel  tous  les  points 
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Conclusion   de 
cet  exannen. 


décrivent  des  droites.  Il  ne  peut  s'agir,  dès  lors,  que  d'un  mouve- 
ment de  translation  ;  tous  les  plans  II  sont  parallèles,  puisque  leurs 
traces  sur  le  plan  <ï>  doivent  l'être. 

Dans  le  mouvement  dans  l'espace  tous  ces  plans  II  vont  donc 
glisser,  chacun  sur  lui-même,  puisque,  pour  passer  du  mouvement 
en  projection  au  mouvement  dans  l'espace,  il  suffit  d'introduire  un 
glissement  normal  au  plan  «I^  et  parallèle,  par  conséquent,  aux 
plans  II.  Nous  retombons  donc  dans  un  cas  de  figure  mobile  dans 
laquelle  une  famille  de  plans  parallèles  glissent  sur  eux-mêmes. 

fJn  résumé,  en  dehors  du  mouvement  étudié  dans  le  paragraphe  2 
et  du  mouvement  d'une  figure  de  forme  invariable  dont  un  plan 
glisse  sur  lui-même,  il  n'y  a  pas  d'autre  mouvement  dans  lequel  tous 
les  points  de  la  figure  décrivent  des  courbes  planes. 


Emploi  des  formules  d'Olinde  Rodrigues  dans 
l'étude  des  mouvements  algébriques. 


rationnels. 


Formules  du         4.  Le  problème  que  nous  venons  de  traiter  nous  a  offert  un  cas 

mouvement      particulier    intéressant    de    mouvement    algébrique.    Les   variables 

rapporté  à  des   j'Olinde  Rodrigues  se  prêlent  d'une  façon  particulière  à  l'étude  de 
paramètres  ,        ,  , 

.,  ,. ,„       ces  sortes  de  mouvements. 

Si  l'on  introduit  les  paramètres  homogènes  a,  y.,  v,  p  qui  per- 
mettent d'exprimer  rationnellement  les  9  cosinus  directeurs  d'un 
trièdre  trirectangle  mobile  par  rapport  à  un  triédre  fixe,  les  formules 
générales  du  mouvement  continu  d'une  figure  dans  l'espace,  mises 
sous  la  forme  d'une  transformation  homographique  entre  coordon- 
nées homogènes,  peuvent  s'écrire 


Mouvements 
algébriques 
unicursaux. 


-v')î/  +  2(;j.v  — Ap)2], 
Z  =  et  +  H  [2  (av  —  [;.pja;  4-  2(jxv  +  Ap)y  +  (p* — X'  —  [j^  -+-  v«)  c], 


(  X  =  Af  -4-  H  [(p*  -f-  A*  —  [X*  —  v«)  a;  +  2(X;x  - 
)  Y  =  Bf  +  H [2 {X^.  +  ^p)x  +  (p'  -  a'  +  1^.* 


:=:Af-4-H[(p*-f-A*  — [X* 
T=:H(a«  +  ;j.«  +  v^  + 


dans  ces  formules.  A,  B,  C,  H,  p.  À,  ;j.,  v  représentent  des  paramètres 
indépendants.  En  prenant  pour  ces  paramètres  des  fonctions  algé- 
briques de  une  ou  plusieurs  variables,  on  définira  des  mouvements 
algébriques,  et  les  mouvements  algébriques  les  plus  généraux. 

Par  exemple,  en  prenant  pour  ces  paramètres  des  fonctions  ration- 
nelles d'une  même  variable,  on  obtiendra  les  mouvements  algébriques 
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(6) 


unicursaux,  c'est-à-dire  ceux  dans  lesquels  tout  point  de  la  figure 
décrit  une  courbe  unicursale. 

En  prenant  des  fonctions  rationnelles  de  deux  variables,  on  obtien- 
dra les  mouvements  unicursaux  à  deux  variables,  dans  lequel  tout 
point  de  la  figure  décrit  une  surface  unicursale  ou,  comme  on  le  dit 
encore,  une  surface  représentable  sur  un  plan  point  par  point,  de 
même  que  les  courbes  unicursales  sont  représentables  point  par  point 
sur  une  droite. 

Il  est,  par  exemple,  aisé  d'obtenir  des  mouvements  dans  lesquels 
tous  les  points  de  la  figure  décrivent  des  cubiques  gauches.  Il  suffira 
de  prendre  pour  a,  \j.,  v,  p,  H  des  fonctions  linéaires  entières  d'un 
paramètre  u,  et  pour  A,  B,  G  des  polynômes  du  troisième  degré  en  u. 

Lorsque  a,  ;j,,  v,  p  sont  fonctions  linéaires  entières  d'un  même  para- 
mètre it,  comme  dans  le  cas  actuel,  il  existe  entre  X,  ;j,,  v,  p  deux 
équations  linéaires  et  homogènes.  Grâce  à  une  transformation  de 
coordonnées,  qui  se  traduit  par  les  formules  (*) 

k'  =  —  Ip  —  rX  —  njA  •+■  mv, 
;,'  =  —  mp  —  )•[;,  —  ^;  -t-  nX, 
/  =  —  np  —  )'v  —  mX  4-  /;j., 
3'  =       rp    —  Ta  —  m[x  —  ?iv, 

on  peut  toujours  supposer  que  l'on  ait  ramené  l'une  de  ces  deux 
équations  à  la  forme  p  =  0. 

Lorsque  p  =  0,  les  formules  (5)  représentent  un  renversement 
(voir  la  formule  (6)  de  la  note  I)  suivi  d'une  translation;  la  droite 
autour  de  laquelle  s'effectue  le  renversement  passe  à  l'origine  du 
trièdre  fixe  et  a  des  cosinus  directeurs  proportionnels  à  X,  |j.,  v. 
Puisque,  dans  le  cas  actuel,  il  subsiste  une  relation  linéaire  entre 
X,  [j,,v,  c'est  que  cette  droite  décrit  un  plan  fixe,  et  on  peut  alors  sup- 
poser que  ce  soit  le  plan  des  oc^0^y^,  en  sorte  que  v  se  trouvera  nul. 

En  un  mot,  nous  pouvons  supposer  (jue  l'on  ait  v  =  0,  p  =  0. 
Alors,  par  une  transformation  homographique  portant  sur  le  para- 
mètre u,  on  pourra  supposer  que  l'on  a 

X  =  1,       <^.  =  u,       V  ^  0,       p  =  0; 

les  formules  (5)  se  simplifient  et  donnent 

X  =  f{u)t  -h{a  +  hu)  [(1  —  tt')  X  +  2uy], 
Y  =  9  (m)  t  +  {a  +  hu)  [2u  .x  —  (l  —  tt*)  y], 
Z  ='!^  (il)  t  +  (a  +  hu)  (1  +  u*)  z, 
T  =(a  4-  hu){i  +  u-)t, 

(')  Voir  la  note  svr  la  composition  des  rotations  et  les  quaternions. 
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f,  ç,  Ç;  désignent  des  polynômes  du  troisième  degré  en  u.  En  déve- 
loppant les  expressions  de  X,  Y,  Z,  T,  on  trouvera 

où  les  ^^„  .^;,  6i,  3)i  sont  des  fonctions  linéaires  de  a?,  ij,  z,  t.  On  se 
rendra  compte  aisément  que  tous  les  points  situés  sur  la  surface 
représentée  par  l'équation 


S  = 


=  0 


décrivent  des  courbes  du  troisième  ordre  planes. 

Le  lecteur  effectuera  les  calculs  et  vérifiera  que  cette  surface  est  un 
cylindre  circulaire  droit. 

Mouvement  à        5.  Supposons  maintenant  que  l'on  ait  pris  pour  À,  [j,,  v,  p  des  poly- 
biquadratiques  nômes  du  second  degré  d'un  paramètre  m  ;  il  existera  encore  une  rela- 
unicursales.     ^^^^  linéaire  entre  X,  [j,,  v,  p  et  l'on  pourra  supposer  que  cette  relation 
s'écrit  p  =  0. 

Si  l'on  prend  alors  pour  A,  B,  G  des  polynômes  du  quatrième  degré 
et  pour  H  un  polynôme  du  second,  on  obtient  un  mouvement  dans 
lequel  tous  les  points  du  corps  décrivent  des  courbes  du  quatrième 
ordre  unicursales,  qui  sont  ici  des  quartiques  de  Steiner.  Cependant, 
on  observera  que  X,  Y,  Z,  T  se  développent  sous  la  forme 

Mu'  +  %u'  +  Ciit'  +  li\M  +  f>a 

et  les  points  pour  lesquels  les  déterminants  tels  que 

H  M  %  Ci  %  Il  =  0, 

Il  .^i  %  Ci  $t  II  =  0, 

seront  nuls  décriront  des  courbes  planes  unicursales  du  quatrième 
ordre.  Ces  points  seront  naturellement  répartis  sur  une  courbe. 

Il  y  aurait  intérêt  à  approfondir  l'étude  de  ce  mouvement,  aussi 
bien  que  du  précédent,  et  à  rechercber,  par  exemple,  quelles  sont  les 
surfaces  dont  la  viration  peut  servir  à  les  représenter. 

Mais  nous  nous  en  tiendrons  à  ces  indications  pour  aborder  la 
question  des  mouvements  unicursaux  à  deu.\  paramètres. 
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6.  Reprenons  les  formules  (5)  du  numéro  4  et  regardons-y  les 
paramètres  X,  [;,,  v,  p,  H,  A,  B,  G  comme  des  fonctions  de  deux 
variables.  Une  des  hypothèses  les  plus  simples  consiste  à  prendre 
pour  X,  [X,  V,  p  des  fonctions  linéaires  des  deux  variables  en 
question. 

Il  en  résulte  alors  une  équation  linéaire  homogène  entre  a,  [j.,  v,  p; 
et,  grâce  à  un  changement  de  coordonnées,  on  pourra  supposer  que 
cette  équation  a  pris  la  forme  p  ==  0.  Nous  avons  déjà  appliqué  cette 
remarque. 

Dans  ces  conditions,  on  pourra  prendre  comme  variables  indépen- 
dantes les  quotients  - ,  ^,  ou,  si  l'on  veut,  faire  usage  d'un  système 

de  trois  variables  homogènes  X,  [a,  v.  Alors  A,  B,  G  seront  des  fonc- 
tions entières  homogènes  de  degré  w  de  X,  |j.,  v  et  H  une  fonction 
entière  homogène  de  degré  w  —  2. 

Faisons,  en  particulier,  l'hypothèse  m  — 2;  alors  H  se  réduit  à 
une  constante  et  A,  B,  G  sont  des  formes  quadratiques  ternaires 
en  X,  jj,,  V. 

Les  coordonnées  X,  Y,  Z,  T  d'un  point  M  quelconque  de  la  figure 
mobile  sont  alors  proportionnelles  à  des  polynômes  homogènes  et  du 
second  degré  des  paramètres  X,  p,,  v.  La  surface  décrite  par  le 
point  M  est  ce  que  l'on  appelle  une  surface  de  Steiner.  Gette  surface 
est  du  quatrième  degré,  admet  trois  droites  doubles  ;  il  y  a  quatre 
plans  qui  lui  sont  tangents,  chacun  en  tous  les  points  d'une  conique. 
Enfin,  tout  plan  tangent  à  la  surface  la  coupe  suivant  un  système  de 
deux  coniques.  Il  nous  suffit  de  rappeler  ces  faits  dont  la  démons- 
tration ne  saurait  trouver  place  ici. 

Il  est  intéressant  de  constater  qu'il  y  a  en  général  des  points  qui 
décrivent  des  plans. 

En  effet,  écrivons  explicitement  les  équations  du  mouvement  en 
prenant  H  =  1,  ainsi  que  cela  est  manifestement  permis.  Nous 
aurons 


(8) 


X  =  A  (X,  [X,  v)  i  +  (X*  —  [a''  —  v')  ce  +  Thy.y  +  2Xvz, 
Y  =  f^  (X,  [X,  v)  f  +  2  Xjxcc  +  (—  X»  +  [;.*  —  v')  y  +  2;xvs, 
Z  =  /i  (X,  [/.,  v)  t  +  2vXa;  +  2^it.y  +  (_  X*  —  jx'  +  v*)  z, 

T  z=(X»  +  ;j,'  +  vO^ 

OÙ  A,  fi,  fa  sont  trois  polynômes  homogènes  en  X,  ;;.,  v,  tels  que 
fi  {\  Ih  v)  =  a;X'  +  al  jx"  +  a-'v"  +  26,.|xv  +  2fe;vX  +  2hlX^i. 
Écrivons  que  x,  y  y  c,  t  sont  tellement  choisis  qu'entre  X,  Y,  Z,  T 
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il  existe  une  relation  de  la  forme 

IX-hmY  +  nZ  +  pT  =  0, 
on  aura,  en  faisant,  pour  simplifier,  t  =  i: 

l  (a^  +  x)  +  m  (ttj  —  y)  -h  n  (a^  —  :)  +  p  =z  0, 
l{a[  —  x)  -i-  m  (ttj  +  j/)  +  n  (aâ  —  c)  +  p  =  0, 
l{al  —  x)  -\-  m  {al  —  î/)  +  n  (ftj  +  c)  +  p  =  0, 

ibj  H- m  (6j  +  -) -h  n  (63  +  y)  =  0, 
?  (fe;  +  z)  +   mb;    +  n  (63  -h  x)  =0, 

l  (K  +  y)  +  »'^i  (^^  +  a?)  +  nhl  =0; 

formules  que  l'on  peut  écrire 

[  V  +  Ix  —  my  —  nz  +  p  =  0, 
Q  —  Ix  +  my  —  nz  -{-  p  =  0, 
R  —  Ix  —  my  -h  nz  +  p  =  0, 


(9)  ^.   Q  ^  ix  +  my  —  nz  -{-  p  =  0, 

f  R  _ 


/   P'  +  mz  ■+■  ny  =  0, 

(10)  <   Q'  -i-  Iz    +  nx  =  0, 
(   R'  4-  il/    +  mx=  0, 

P,  Q,  R,  P',  Q',  R'  désignant  des  fonctions  linéaires  homogènes  de 
l,  m,  n. 

Des  équations  (10)  on  tire 

(11)  iP'  4- mQ' —  nR' =  — 2/mc, 

et  des  équations  (9) 

(12)  P  +  Q  — 2nr  +  2p  =  0 
l'élimination  de  r  entre  les  équations  (11)  et  (12),  nous  donnera 

(P  4.  Q)  im  +  71  (iP'  +  wQ'  —  nlV)  -f-  2Zmp  =  0, 

d'où  résultera,  en  procédant  par  voie  de  permutation  circulaire, 

/               (—  IV  —  wQ'  +  nR')  n  —  (P  +  Q)  Im 
2p  =  ■ y:^  ' 

]  _  (/P'  —  wQ'  —  nR')  ?  —  (Q  +  R)  mn^ 
^'■^         j  nïn 

\  _  (_  iP'  -f-  wQ'  —  nR')  w  —  (R  +  P)  nl^ 

\  —  '.  ni  * 

En  égalant  les  diverses  valeurs  de  p  on  trouve 

içrn}  -^n^){nVJ  —  mQ')-^l{m''-  —  n^)^'  +  {K  —  Q)lmnz=zO, 

(14)    ]  (71*  +  l^)  {IV'—nW)  +  m(7i'—  i*)Q'  +(P  — R)«wn  =  0, 

f  (i«  +  w')(mQ'— iP')  +  n(r  — m*)R'+(Q— P)imn  =  0. 
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La  somme  de  ces  trois  équations  est  nulle,  en  sorte  qu'elles  ne 
constituent,  au  fond,  qu'un  système  de  deux  équations  homogènes 
entre  U  m,  n. 

Il  faudra  prendre  pour  l,  m,  n  un  système  de  solutions  qui  four- 
nisse pour j9,  par  les  formules  (13),  et  pour  x,  y,  z  par  la  formule  (12) 
et  les  formules  obtenues  par  permutation  circulaire,  des  valeurs  accep- 
tables. 

Chacune  des  solutions  qui  rempliront  ces  conditions  donnera  un 
point  de  la  figure  décrivant  un  plan. 

Or,  les  équations  (14)  en  l,  m,  7i  représentent  trois  courbes  du 
quatrième  degré  passant  par  les  mêmes  16  points,  si  l'on  y  regarde 
l,  m,  n  comme  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  dans  un  plan. 

Sur  ces  16  points,  il  y  en  a  six  qui  ne  fournissent  pas  de  valeur 
satisfaisante  pourf).  Ce  sont  les  points  définis  par 

l    =0,      mQ'  —  nR'  =0, 


ou  bien 

m  =  0, 

nR'   —  IP'    =0, 

ou  bien  enfin 

n  =0, 

W    —mQ'=0. 

Il  reste  seulement  dix  solutions  acceptables,  en  sorte  qu'en  général 
il  existe,  dans  le  mouvement  qui  )ious  occupe,  dix  points  de  la 
figure  qui  décrivent  des  plans. 

7.  Ainsi,  prenons  le  cas  où  l'on  aurait 

Il  est  clair  que  P,  Q,  R  sont  nuls  et  que  l'on  a 

P'  =  1,      Q'  =  m,       IV  =  n. 

Les  équations  (11)  et  (12)  et  celles  qu'on  en  déduit  par  permutation 
s'écrivent 

/  Ix  —  p  ==  0,       my  —  p  =  0,       7iz — p  =  0, 
\  i' +  WÎ-'  —  n' =  —  'Ulrnz, 

(*^)  i  P  —  m^  +  n^  =  —  2lny, 

\  —  i«  4-  m'  +  n*  =  —  2mnx-. 

Il  faut  trouver  les  solutions  communes  à  ces  équations. 

E.\cluons  d'abord  l'hypothèse  où  l'un  des  paramètres  l,  m,  n  serait 
nul.  Des  trois  premières  équations  (15)  on  peut  tirer  x,  y,  z;  et,  en 
portant  leurs  valeurs  dans  les  trois  autres,  il  vient 

p 

l*  —  m*  —  n'  =  2mn  .  y 
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OU 


et  de  même 


l^  (i*  —  w*  —  »')  =  2Zmnp, 


n'  (—  f  —  m'  +  n*)  =  2lm7ip. 
On  a  donc 
^*  (^î  _  ^|2  _  n*)  =  m*  (—  P  +  m^  —  ^i")  =  n''  (—  i^  —  m«  4-  n*) 

ou  encore 

(      ^î  +  in'  —  M«)  (l'    —  m')  =  0, 

(      i^  _  m«  +  n«)  (n«  —    Z*)  =  0, 

(—  P  +  7n'  +  n')  (m'  —  n')  =  0. 

Si  deux  des  trois  quantités  /-'  +  m'  —  î«*,  l^  —  m^  +  n\ 
—  ï»  +  m'  +  n*  sont  nulles,  il  en  est  de  même  de  l'une  des  quan- 
tités l,  m,  n;  ce  cas  étant  réservé,  il  faudra  alors  que  deux  des 
seconds  facteurs  P  —  m*,  n*  —  l\  m'  —  n'  soient  nuls,  et  alors  ils 
le  seront  tous  les  trois. 

On  aura  donc  ' 

P  =  m*  =  n^  ; 

et  de  là  on  déduira 

m  =  al,       n  =  ^l, 

où  a,  ^  désignent  1  ou  —  1. 

Les  équations  (15)  donnent  ensuite  x,  y,  z  et  p, 

P  =  --^'       ^  =  -2-'       ^^"""2'       '="~2* 

Gomme  on  a  pour  a,  ^  quatre  combinaisons  de  signes  +  et  —  pos- 
sibles, nous  obtenons  de  la  sorte  quatre  points,  à  savoir  les  points  : 

111 

10  33  =  — ->       y  =  —  -y       ^  =  "2 

décrivant  le  plan  X  +  Y  +  Z  —  -  =  0; 
111 

1 

décrivant  le  plan  —  X  +  Y  +  Z  +  -=0; 

i  1  1 

1 


décrivant  le  jJlan  X  —  Y  +  Z  +  -  —  0; 
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■^       2'       ^       2'       ^~~       2 

1 
décrivant  le  plan  X  +  Y  —  Z  +  -:=0. 

Jà 

Ces  quatre  premières  solutions  sont  fournies  par  un  point  a;  =  y 
1 
=  ^  =  —  ^  et  ses  symétriques  par  rapport  aux  axes  du  trièdre  Oxyz. 

Les  quatre  plans  décrits  sont  le  plan  X  +  Y  +  Z  =  -  et  ses  symé- 

Jà 

triques  par  rapport  aux  axes  du  trièdre  fixe  OXYZ. 

Voyons  maintenant  si  l'hypothèse  que  i  ou  w  ou  n  soit  nul  donnera 
une  solution. 

Si  l'on  suppose  i  =  0,  £c  restant  fini,  on  doit  avoir,  d'après  les 
équations  (15),  p  =  0;  et  si  m,  n  ne  sont  pas  nuls  en  même 
temps,  on  a  //  =  0,  z  =  0.  Les  équations  (15)  donnent  alors 

m}  =  n', 
et  puis 

m 

n 
On  a  donc  les  solutions 

i  =  0,       m  =  l,       n=za,x=:  —  a,       y  =  z=zO, 

où  a  =  ±  1.  On  a  ainsi  deux  solutions  correspondant  à  l'hypo- 
thèse l  =  0;  les  hypothèses  m  =  0,  n  r=  0  en  donneront  chacune 
deux  autres,  ce  qui  fera  en  tout  six  nouvelles  solutions,  dont  voici  le 
tableau  : 

1°  Le  point  x  =  i,y=^0,  z  =  0  décrit  le  plan  Y  +  Z  =  0; 
2°  Le  point  x  =  —  i,  y  =  0,  z  =zO  décrit  le  plan  Y  —  Z  =  0; 
3»  Le  point  a;  =  0,  ?y  =  1,2  =  0  décrit  le  plan  X  +  Z  =  0  ; 
40  Le  point  x  =  0,  y  =  —  i,  z  =  0  décrit  le  plan  X  —  Z  =  0; 
l  50  Le  point  x  =  0,  y  =  0,  z  =  i  décrit  le  plan  X  4-  Y  =  0; 

6°  Le  point  x  =  0,  y  =  0,  z  =  —  i  décrit  le  plan  X  -->  Y  =  0. 

Donc,  en  tout  dix  points  décrivent  des  plans. 

Exemple  8.  Dans  certains  cas,  ce  nombre  dix  se  trouve  abaissé, 

d'abaissement       Prenons,  par  exemple, 

du  nombre 

des  points;       fi  =  —  A*  +  [j,*  +  v%      f^  =  \*  +  ^*  —  ^^,      f^  =  X^  +  [a»  —  v'. 

On  trouve 

P  =  —  l  -h  m  +  n,  Q  =  l  —  m  -h  n,  R  =  —  l  +  m  -{-  n^ 
P'—Oi  Q'  =  Oi  R'=0. 
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Les  équations  (9)  deviennent 

—  l{x  —  i)  -[-  m  {ij  —  i)  +  n  {z  —  i)  =  p, 
l  (x  —  1)  —  w  {y  —  1)  +  n  (z  —  1)  =  p, 
l  (x  —  i)  -h  m  [y  —  i)  —  n  {z  —  i)  =  p; 

d'où  l'on  déduit,  par  addition  des  équations  deux  à  deux 

l  {x  —  1)  -f-  m  (»/  —  1)  +  n  (z  —  \)  =  3p, 

(16)  l{x  —  i)  =  p,      m{y  —  i)=p,      n{z  —  i)—p; 

les  équations  (10)  s'écrivent,  du  reste, 

(17)  mz-\-ny  =  0,       Iz  +  nx  =:0,       ly  +  mx  =  0. 

Si  l,  m,  n  ne  sont  pas  nuls,  les  équations  (17)  prouvent  que  x,  y,  z 
doivent  l'être;  on  a  ainsi  la  solution 

ce  =  0,      y  =  0,  z  =  0,  l  =  m  =  71  =  —  p. 

Si,  au  contraire,  ï,  par  exemple,  est  nul,  on  a_p  =:0,  et  si  ni  m  ni 
n  ne  sont  nuls,  on  doit  avoir  y  :=i,  z  =  i. 

Les  équations  (17)  donnent  alors  x  =zO,m  =  —  n.  On  a  donc  la 
solution 

cc  =  0,       ?/  =  !,       z  =  i,       l  =  p=Oj       m  —  —  n. 

L'hypothèse  m  =  0  et  l'hypothèse  n  =  0  donneront  de  même  les 
solutions 

X  =  1,       î/  =  0,       c  =  1,       m  =  p  =  0,       l  =  —  n 
et 

x  =  \,      y  =  i,      z  =  0,       n=p,       l  =  —  m. 

Mais  deux  des  quantités  l,  m,  )i  peuvent  être  nulles.  Soit  m=:n=:0; 
on  a  p  =  0  et,  comme  l  ne  peut  être  nul,  il  vient  x-  =  1.  Les  équa- 
tions (17)  donnent  alors  y  =  z=zO.  D'où  la  solution 

a;  =  l,      y  =  z  =  0,      m  =  n  =  p=zO. 

On  aurait  de  même  les  solutions 

X  =  0,         y=i,         Z=:0,         1  =  71    =p=:0, 

x=:0,      y  =  0,      z  =  i,      l  =  m  =  p  =  0. 

On  trouve  de  la  sorte  sept  points  qui  décrivent  des  plans  et  sept 
seulement.  Ces  sept  points  sont  sept  sommets  d'un  cube. 

Le  huitième  sommet  est  le  point  x  ^=  y  z=  z  =  i;  et  décrit, 
comme  tous  les  autres  points  du  corps  mobile,  une  surface  de  Stei- 
ner;  pour  ce  point,  en  effet,  les  formules  (8)  donnent 

X  =  2a(ix  +  v),    Y  =  2ix(X  +  v),    Z  =  2v(A+p.),    T=:a*  +  |x' +  v'. 
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et  la  surface  ainsi  représentée  est  bien  une  surface'  du  quatrième 
degré  de  Steiner  sans  abaissement. 


Du  degré  de  la 

suiface 

trajectoire 


9.  Ici,  se  présente,  sous  une   forme  particulière,  une  question 
générale  dont  nous  allons  dire  quelques  mots, 
d'un  point.  Reprenons  les  formules  (5).  Si  l'on  regarde  H  comme  une  cons- 

tante qu'on  pourra  prendre  égale  à  1,  si  X,  tx,  v,  p  sont  des  polynômes 
de  deux  paramètres  u,  v  du  degré  p  et  A,  B,  G  des  polynômes  du 
degré  2p  de  ces  mêmes  paramètres,  tout  point  du  corps  décrit  une 
surface  du  degré  4p',  du  moins  en  général. 

Posons,  en  eflot, 

^1  (w,  v)  =  Xt+  (p'  +  X»  _  ,,,^  -  V»)  a;  +  2  (X;/  -  vp)  i/  +  2  (Xv  +  [^.p)  r , 
(I)j(M,v)  =  Bt  +  2(X[j.+  vp)a'  +  ..., 
$,(M,v)  =  Gt  +  2(Xv— jj.p)^  +  ..., 
4>4  (m,  v)  =  (X*  4- îx' 4- v' -+- p')  L 

Représentation       Les  équations  (5)  deviennent 
sur  le  plan. 

X  =  ci>^  (u,  t>),     Y  =  ci,^  (u,v)    Z  =  (I>3  (ti,  v),     T  =  (D,  (m,  t.)  ; 

ces  formules  constituent  une  représentation  sur  le  plan  de  la  surface 
trajectoire  du  point  (.r,  y,  z,  t).  A  tout  point  (m,  v)  du  plan  (u,  v  dési- 
gnant dans  le  plan  des  coordonnées  rectilignes)  correspond  un  point 
de  la  surface;  à  toute  courbe  tracée  sur  la  surface  correspond  une 
courbe  tracée  sur  le  plan  et  réciproquement.  En  particulier  l'inter- 
section de  la' surface  par  le  plan 

IX  +  niY  +  nZ  -h  pT  =  0 

se  trouve  représentée  par  la  courbe  plane  dont  l'équation  est 

(18)  U]\  +  nn]\  +  >?(1>3  +  p(l>^  =  0, 

et  cette  courbe  plane  est  du  degré  2p. 

Considérons  une  droite  quelconque  A  dans  l'espace;  menons  par 
celte  droite  deux  plans  If,  Il  '  représentés  par  les  équations  lX-h...~0, 
l'X  4-  ...  =  0;  les  sections  de  la  surface  par  ces  plans  sont  respec- 
tivement représentées  par  les  deux  courbes 

..(,^  (    ^*I\    -i-  mi]>,  +  n%+p<l>^  =  0, 

^^  /    l'^]\  +  m'%+  ...  =:0. 

Les  points  où  la  droite  A  perce  la  surface  correspondent  à  des 
points  de  rencontre  de  ces  deux  courbes  planes  de  degré  2p.  Consi- 
dérons,   réciproquement,    un    point    commun   à   ces   deux   courbes 
planes.  Si  les  coordonnées  u,  v  de  ce  point  n'annulent  pas  les  quatre 
Cinématique,  24 
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fonctions  $  à  la  fois,  il  lui  correspond  un  point  (X,  Y,Z,T)  déterminé, 
qui  est  évidemment  un  des  points  de  rencontre  de  la  droite  A  et  de  la 
surface. 

Mais  si  u,  v  annulent  à  la  fois  tous  les  <ï),  la  conclusion  ne  subsiste 
plus;  les  formules  qui  donnent  X,  Y,  Z,  T  sont  indéterminées  et  les 
valeurs  u,  v  ne  correspondent  plus  à  un  point  de  rencontre  de  A  avec 
la  surface. 

Pour  avoir  le  nombre  des  points  de  rencontre  de  la  droite  arbi- 
traire A  avec  la  surface,  il  faut  donc  compter  en  combien  de  points 
variables  avec  l,  m,  n,  p,  V ,  m',  n' ,  p'  se  coupent  les  courbes  (19) 
et  faire  abstraction  des  points  fixes  par  lesquels  il  se  peut  que  vien- 
nent passer  toutes  les  courbes  planes  contenues  dans  l'équation  (18)  ; 
ces  points  fixes  ont  reçu  le  nom  générique  do  points  de  hase  de  la 
représentation. 

S'il  n'y  a  pas  de  points  de  base,  les  courbes  (19)  se  coupent  en  ^p^ 
points  variables;  et  4p*  est,  dès  lors,  le  degré  de  la  surface  décrite. 

L'abaissement  de  ce  nombre  est  subordonné  à  la  question  de  l'exis- 
tence des  points  de  base. 
Examen  II  pourra  arriver,  par  exemple,  que  les  courbes  a  =  0,  \j.  =  0, 

des  conditions   v  =  0,  p^O,  A=rO,  B  =  0,  G=0  aient  des  points  communs.  Le 

d  abaissement    ^q^^q  des  surfaces  trajectoires  s'en  trouvera  abaissé.  Mais  ce  n'est 
du  degré.  ,  , 

pas  le  seul  cas. 

Observons  d'abord  que  les  points  de  base  doivent  vérifier  l'équa- 
tion <ï>,  =  0,  c'est-à-dire 

a'  +  H-*  -+-  v'  +  p'  =  0. 
On  a  ensuite  les  identités 

Ap  +  Bv  —  G[;.  =  p<i'i  -H  v*,  —  1^*3  —  ^  ^ï*u 

Bp  4-  Ga  —  Av  =  ptl»,  +  A*,—  v<I>i  —  ^ <I>„ 
(20) 

Cp  +  Ai/—  Ba  =  p*,  4-  \j.^i  —  yA\  —  ^*4 


Ap  +  BiJ.—  Gv  =  A<I'i  +  \)A\—  v(I)3 j- — -  fl\; 


et,  par  suite,  les  points  de  base,  puisqu'ils  annulent  (p,,  *„  <!)„  véri- 

fieront  les  équations 

iAp  +  Bv— C[;,  =  0, 
Bp  +  ex  — Av  =0, 
Cp  +  A;;.— Ba=:0, 
a'a+  B;;.-  Gv  =0, 
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qu'il  faut  joindre  à  l'équation  supposée 

(22)  x»  +  [.,'  +  v^  +  p^  =  0. 

Si  les  quatre  courbes  (21)  et  la  courbe  (22)  ont  des  points  en  com- 
mun, alors  seidement  l'aljaissement  dont  nous  nous  occupons  pourra 
se  produire  ('). 

Supposons  que  l'on  ait  un  système  de  valeurs  de  ii,  v  vérifiant  à  la 
fois  les  équations  (21)  et  (22).  Les  identités  (20)  donneront,  outre 

<ï),  =  0,  '■    ; 

les  relations  suivantes 

(        P^\     +    V<I)2     —     1/<I)3    =    0,  :, 

f    X<î>i  -h  IJ.%  +  v<I)3  =  0. 

La  dernière  équation  est  une  conséquence  des  trois  premières  dans 
tous  les  cas.  Oi-,  ces  trois  premières,  en  vertu  de  «I\  =  0,  se  rédui- 
sent à  deux  relations  distinctes.  On  verra  facilement  que  les  fonc- 
tions <I>^,  «I)^,  (I>3  ne  peuvent  èlre  nulles  toutes  les  trois  pour  toutes 
les  valeurs  de  x,  y,  z  et  qu'il  suffit  d'égaler  à  zéro  l'une  de  celles 
qui  ne  sont  pas  identiquement  nulles  pour  que  les  autres  le  soient 
et  pour  que  l'abaissement  ait  lieu.  Il  suffira  d'avoir,  par  exemple, 
(I),  =:  0  ou 

-kt  +  ip'  +  X*  —  ij.'  -  v^)  ic  +  2  (a;x  -  V p)  1/  +  2  (av  +  [;.p)  z  =  0, 

ou,  en  tenant  compte  de  l'équation  (22), 

At  +  2  (p"  +  a')  X  +  2  (a;;,  —  vp)  */  +  2  (av  +  ^.p)  z  =  0. 

L'abaissement  se  produira  donc  pour  tous  les  points  du  corps 
contenus  dans  ce  plan.  En  général  cet  abaissement  sera  de  1. 
L'identité  -• 

(p^  +  Xy  +  (X,,_vp)*  +  (Av  +  i.p)' 

=  (p'   +    A*)  (X"   4-   IJ.'  -h  v'   +   p')  =:  0. 

prouve  que  ce  plan  est  un  plan  tangent  au  cercle  de  l'infini. 

A  un  second  système  de  valeurs  de  u,  v  qui  vérifie  les  équations  (21) 


(')  Un  autre  cas  d'abaissement  serait  celui  où  des  systèmes  de  valeurs  différents 
ie  11,  V  donneraient  le  môme  point  de  la  surface^ 


de  Steiner, 
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et  (22),  il  correspondra  un  second  plan  isotrope  pour  les  points 
duquel  le  degré  s'abaissera  aussi  d'une  unité. 

Considérons  deux  plans  isotropes  correspondant  à  deux  systèmes 
différents  de  solutions  (m,  v)  des  équations  (21)  et  (22).  Pour  leur 
droite  d'intersection  l'abaissement  sera  de  deux  unités. 

Pour  les  points  d'intersection  de  trois  de  ces  plans  isotropes, 
l'abaissement  serait  de  trois  unités. 

Application  10.  Sans  insister  sur  ces  généralités,  appliquons  les  remarques 

au  mouvement   précédentes  au  cas  des  mouvements  à  surfaces  de  Sleiner,  c'est-à-dire 
à  surfaces  .  . 

au  cas  oup  =  1. 

Ainsi  que  nous  l'avons  vu,  p  peut  être  supposé  nul. 

Les  équations  (21)  et  (22)  se  réduisent  ici  au  système 

i    G.a  — Bv  =  0,       ex  — Av  =  0,       A.^.  — Ba  =  0, 

Si  un  système  de  valeurs  des  paramètres  indépendants,  qui  seront 
ici  -i  -1  vérifie  ces  équations,  nous  obtiendrons  un  plan  isotrope  II 

V       V 

dont  tous  les  points  décrivent  des  surfaces  du  troisième  ordre. 

Si  deux  systèmes  de  valeurs  vérifient  ces  équations,  on  obtient 
une  droite  dont  tous  les  points  décrivent  des  quadriques. 

Les  équations  (24)  pourront  ainsi  avoir  en  commun  un  certain 
nombre  de  solutions;  nous  allons  montrer  qu'elles  pourront,  dans 
certains  cas,  en  avoir  quatre  et  jamais  davantage. 

Supposons,  en  effet,  que  ces  équations  aient  précisément  quatre 
solutions  en  commun.  Nous  pourrons,  par  un  changement  de  coor- 
données, faire  en  sorte  que  les  valeurs  de  X,  [;.,  v  correspondantes 
annulent  deux  formes  quadratiques,  dont  l'une  sera 

X'  +  \}^  +  v% 
et  l'autre 

aX*  +  &|j.'  4-  cv'. 

Comme  A,  B,  G  sont  des  fonctions  du  second  degré,  on  pourra 
trouver  six  fonctions  linéaires  P,  Q,  R,  P',  Q',  R',  ou  X,  ;j,,  v  telles 
que  l'on  ait  identiquement 

Bv  —  CiJ.  =  P  (X'  +  iJ.*  +  v')  -4-  P'  {aV-  +  h'^}  +  cv'), 
ex  -  Av  =  Q  (X'  +  !x'  -+-  v')  +  Q'  {a,}  -f-  b[x'  +  cv»), 
AjA  —  BX  =  R  (X'  +  îx'  +  v')  +  R'  (aX'  +  hij}  +  cv'). 

On  voit  qu'on  aura  l'identité 

(PX  +  Qix  4-  Rv)(X'  +  \j}  +  v') 

+  (P'X  +  Q'i^.  +  R'v)  (aX'  +  hij}  +  cv')  =  0, 
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laquelle  entraîne  les  deux  suivantes  : 

PX    +  Qî^.   4-  11 V  =  aX'  +  h'^}  +  cv', 
P' X  +  Q'  ;x  4-  ir  V  =  -  (a*  +  ;.,«  +  v'). 

Gomme  P,  Q,  1\,  P',  Q',  R'  sont  des  fonctions  linéaires,  on  peut 
en  conclure  que  l'on  aura 

P  =  al  +  q^  —  ri)., 
Q=  bp.  +  î'X  —  pv, 

Rz=:  CV    +  p[J.—  g  A, 

P'=:- A  +  g'v  -r'y., 
Q'  =  —  [J.  -h  r'  X  —  p'  V, 
R'  =  -v  +i>V.-g'X, 

où  p,  r/,  )•,  p',  g',  }•'  désignent  des  constantes. 
Il  viendra  ainsi 

Bv  —  CjA  =  (aX  +  ryv  —  r'^.)  (X»  +  ij.'-  +  v') 

+  (—  X  +  g'  V  —  r'ij.)  (aX*  -f-  &;i.*  +  cv*), 
on  encore 

[B  —  (a  —  c)  Xv  —  g  (X'  +  [k*  +  v')  —  q'  (aX«  4-  fe  pi*  +  cv*)]  v 

=  lC  —  {h  —  a)  X-i.  —  r  (X*  +  ix'  +  v')  —  r '  (aX*  +  &iji'  +  cv')]  y.. 

On  voit  ainsi  que  la  fonction  du  second  degré 

C  —  (b  —  a)\[j.  —  r  (X*  +  [jl*  +  v*j  —  r'  (aX*  +  b;^*  +  cv') 

est  divisible  par  v  et  on  peut  poser 

G  —  (6  —  a)  X[j.  —  r  (X*  +  ;x*  +  v')  —  r'  (aX*  +  fe;;.'  4-  cv*) 

=  V  (aX  4-  Pix  4-  yv). 
De  là  on  déduira 

B  —  (a  —  c)  Xv  —  g  (X*  +  ;j.'  4-  v')  —  g'  (aX'  4-  ^i^*  4-  cv») 

=  iJ,(aX  4-  P;j.  4-  vv), 
et  de  même 

A  —  (c  —  fe)  |xv  —  j)  (a*  4-  [x'  4-  v»)  —  p'  (aX*  4-  biJL*  4-  cv*) 

=  X  (aX  4-  ^[Ji  4-  yv). 
On  a  ainsi  les  expressions  de  A,  B,  G. 
En  se  reportant  aux  formules  (8),  on  verra  qu'il  suffit  de  changer 

a  3  Y 

x,y,  z  en  a;  —  -»  ?/  —  0'  ^  ~~  0  P^"''  ^"^'''^  disparaître  aX  4-  (Sjx 

4-  yv  des  expressions  ci-dessus,  et  on  aura  simplement 

A  =  (c  —  6)  ;av  4-  p  (X'  4-  [j.*  4-  v«)  4-  p'  (aX'  4-  6[^.'  4-  cv'), 
B  =  (a  —  c)  vX  +  g  (X*  4-  [j.*  4-  v')  4-  g'  (aX*  4-  &:a*  4-  cv'), 
G  =  (6  —  a)X;x  4-  r  {V  +  i^'  +  v*)  +  r'   (aX'  +  fe;j.»  4-  cv'). 
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On  peut  simplifier  encore  davantage  en  observant  que  si  l'on 
efTectue  un  transport  des  axes  fixes,  ce  qui  revient  à  changer 
X  —  pT,  Y  —  ^T,  Z  —  vT  en  X,  Y,  Z,  on  fait  disparaître  les 
seconds  termes. 

On  a  donc  finalement 

A  =  (c  —  h)  [j,v  +  p'  (a  A*  +  b[j.*  4-  cv'), 
B  =  (a—  c)  vX  +  g'  (aX*  +  b[j.*  +  cv*), 
G  =  (b—  a)  X[;.  +  r'  (aX*  +  6;j.^  +  c/). 

Les  équations  (21)  (22)  deviennent  alors, 

Bv  —  GîJ.  ==  P'  (aX*  -+-&[;,''  +  cv*)  =  0, 

GX  —  Av  ==  Q'  (aX*  +  bi^*  +  cv*)  =  0, 

Aîj,—  BX  =:  B'  (aX*  +  &iJt*  +  cv*)  =  0, 

X*  4-  .j.*  +  V*  =  0. 

En  dehors  des  quatre  solutions  qui  correspondent  à  aX*  +  &tj.* 
+  cv*  =  0  il  n'y  en  a  pas  d'autres  ;  car  les  équations 

P'  =  Q'  =  B'  =0 

ne  sont  pas  compatibles,  leur  déterminant  4  +  p'*  +  g'*  +  )*'* 
étant  différent  de  zéro,  quand  il  s'agit  d'un  mouvement  réel. 

Les  quatre  solutions  qui  sont  les  seules  existantes  sont  données  par 
les  formules  '         ;   i 

X'*     _     1^/.*  .  _     y" 
h  —  c       c  —  a       a  —  b 

et  si  (X',  \jJ ,  v')  est  l'une  d'elles,  les  trois  autres  seront 

(-X',  +  /,  +  v')  .     (+X',-i.',  +  v')        (+X',  +  ix',-v').' 

Les  quatre  plans  isotropes  correspondants  dont  les  points  décrivent 
des  surfaces  du  troisième  degré  seront  définis  par  les  équations 

/        X'  [jJ  v'  +  2X'  X  +  2ij.'  y  +  2v'  z  =  0, 

\  —  X'iJ.'v'  —  2X'.T  +  2[jl'i/  +  2v'.-  =  0,       ■ 

^^^  ^  —  X'iJ.'v'  -t-2X'a;  — 2[;.S/  +  2v'c  =  0, 

\  —  X'  [j,' v'  +  2X'  X  +  '2ix'y  —  2^'z  =  0. 

Bs  forment  un  tétraèdre  dont  les  sommets  décrivent  des  plans.  Les 
points  des  arêtes  décrivent  des  quadriques.  B  convient  d'observer  que 
deux  seulement  de  ces  arêtes  sont  réelles. 

B  y  a  sur  chaque  arête  un  point  qui  décrit  un  plan.  Cela  nous  fait 
six  points  de  plus  qui  décrivent  des  plans  et,  par  suite,  en  tout  dix 
points,  comme  dans  le  cas  général  des  mouvements  à  surfaces  de 
Steiner. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  ce  point  de  détail. 
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Remarque  sur  11.  Pour  terminer  ce  qui  a  trait  aux  mouvements  généraux  dans 
le  mouvement  lesquels  les  surfaces  trajectoires  sont  des  surfaces  de  Steiner,  nous 
^  .  ^  ferons  remarquer  que,  si  l'on  assujettit  un  des  points  du  corps  à 
décrire  sur  sa  surface  de  Steiner  une  courbe  unicursale  du  quatrième 
ordre,  cela  revient  à  prendre  pour  a,  [x,  v  des  polynômes  du  second 
degré  d'un  paramètre  arbitraire  u,  ou  encore  à  assujettir  X,  [j.,  v  à 
une  équation  du  second  degré  de  la  forme 

Q  (a,  ,x,  v)  =  a  a''  +  a'  ;j.'  +  a'v'  +  93;xv  +  2;^'  jxv  +  2P"X;a  =  0. 

II  est  très  aisé  de  se  rendre  compte  que,  dans  ce  cas,  il  existe  une 
infinité  de  points  qui  décrivent  une  courbe  plane  sur  leur  surface  de 
Steiner. 

On  a,  en  effet,  dans  ce  cas  général,  et  conformément  aux  équa- 
tions (8),  où  l'on  fait  t  ^  1, 

X  =  (a,  +  x)  X'  +  {a[  —  x)  ;j.-  +  {a\  —  x)  v^ 

+  2bjij.v  +  2  (?>1  +  z)  vX  4-  2  (&^  +  y)  X;j., 

X  =  {a,-  y)  V  +  (a;  +  //)  ij}  +  {al  -  y)  v^ 

+  2  {h\  +  z)  ixv  -I-  2?>:vX  +  2  (6;  +  x)  X-x, 

z  =r  (aj  —  2)  X^  +  (a,;  —  c)  ^}  +  {al  +  z)  v« 

+  2  (&3  +  y)  ;j.v  +  2  (bg  +  x)  vX  +  ^ih^k'^., 

T  =V  +  H,«  +  v'. 

Si  donc  la  forme  quadratique  l\  +  mY4-  nZ+pT  se  trouve 
identique  à  Q,  le  point  (ce,  i/,  c,  t)  décrira  une  courbe  contenue  dans 
le  plan  ÏX  +  wY  +  ...  =:  0.  Or,  pour  que  cela  ait  lieu,  il  faut  et  il 
suffit  que  les  déterminants  à  5  colonnes  compris  dans  la  matrice 


tti  +  x 

a[  —  X 

«î X 

K 

6;  +  r 

K  +  !f 

«2   —    .'/ 

«;  +  y 

al  —  y 

?>, +  3 

K 

K  +  X 

«3   —    - 

«3   —   - 

al  +  z 

&3    +    .'/ 

b';  +  .X 

?>;; 

a 

a' 

a' 

(5 

(^' 

3" 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

soient  nuls.  Gela  a  lieu  pour  tous  les  points  {x,  y,  z)  situés  sur  une 
certaine  courbe  du  sixième  ordre.  Cette  courbe  passe  par  les  dix 
points  qui  décrivent  des  plans 

Sur  les  mouvements  dans  lesquels  certains 
points  du  corps  décrivent  des  plans  ou  des 
courbes  planes. 

12.  Les  développements  qui  précèdent  ont  manifesté  l'intérêt  qui 
s'attache  à  la  recherche  des  conditions  dans  lesquelles  un  nombre 
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fini  ou  infini  de  points  du  corps  décrivent  des  plans  ou  des  courbes 
planes. 

Je  terminerai  celte  étude  en  reproduisant  les  indications  que  j'ai 

données  autrefois   sur  ce  problème,   dans   mon  enseignement  à  la 

Faculté  des  sciences,  en  1881. 

Examen  du  cas       Supposons,  par  exemple,  que  l'on  assujettisse  un  certain  nombre 

où  deux  points   Je  points  à  décrire  des  plans;  il  pourra  se  faire  que,  par  le  fait  môme, 

décrivent       d'autres  points  décrivent  également  des  plans. 

Examinons,  par  exemple,  le  cas  de  deux  points  A,  A'  qui  décri- 
vent deux  plans  II,  II'.  On  peut  supposer  que  A  est  l'origine  du 
trièdre  mobile  et  A'  un  point  de  l'axe  0 a?.  On  peut  prendre  le  plan  II 
pour  le  plan  Z  ^  0,  tandis  que  II',  s'il  n'est  pas  parallèle  au 
plan  II,  sera  pris  passant  par  l'axe  OX,  de  sorte  que  Y  +  AZ  =  0 
sera  son  équation. 
Soient  alors 

'    X  =  a  +  7.x  +  cl' y  +  a"c, 

(26)  Y  =:  b  +  ftj^  4-  ^'y  +  3"c, 
(   Z  =  c  +  Y^  +  t'^  +  t"^» 

les  équations  qui  représentent  le  mouvement. 

Dire  que  le  point  A  décrit  le  plan  II,  c'est  dire  que  l'on  a 

0  =  0; 

et  comme  les  coordonnées  absolues  du  point  A'  sont 

Y  =  b  +  |i/j,      Z  =  c  +  y/t, 

où  h  est  V X  du  point  A',  l'équation 

b  +  /i,3  +  /c  (c  + /iy)  =  0 

exprime  que  le  point  A'  décrit  le  plan  II'.  Ces  équations  s'écrivent 
encore 

(27)  h  =  —  hi^  +  fev),       c  =  0. 

Si,  en  vertu  de  ces  conditions,  un  troisième  point  x,  y,  :  doit 
décrire  le  plan  LX  +  m  Y  -f-  nZ  +  js  =  0,  il  faut  que  l'équation  de 
condition 

(28)  ?  (a  +  ace  4-  a'y  +  a'O  +  "»  (^  +  ^x  +  ^' y  +  ^' z) 

+  n{c  -h  yx  +  y' y  -t-  v"r)  -^  p  =  0 

résulte  des  équations (27)  ou  qu'elle  devienne  une  identité  lorsque  l'on 
y  remplace  h,  c  par  leurs  valeurs  (27).  Or,  on  trouve  ainsi  l'équation 

la  +  l  {xx  +  a'  y  +  a"r)  +  m  [(x  -  h)  p  +  x' y  +  ^" :] 

—  mhky  +  n  {^x  -+-  y'  yy'z)  +  p  =0. 
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Pour  que  cette  équation  n'établisse  aucune  relation  nouvelle  entre 
a  et  les  cosinus  {x,  y,  z  ne  pouvant  être  nuls,  sans  quoi  le  nouveau 
point  coïnciderait  avec  A,  ni  être  égaux  à  h,  0,  0,  sans  quoi  il  coïn- 
ciderait avec  A'),  il  faudrait  avoir  l  =  7n  =  n  =  p  =  0,  solution 
inacceptable. 

Le  problème  ne  comporte  donc  pas  de  solution  si  les  plans  FT,  n' 
ne  sont  pas  parallèles. 

Par  contre,  si  II  et  II'  sont  parallèles,  il  est  clair  que  tout  autre 
point  de  la  droite  A  A'  décrit  un  plan  parallèle  aux  précédents. 

xamcnducas       13.  Examinons  de  même  le  cas  où  trois  points  A,  A',  A'  décri- 
11  trois  points   ygj^j  l^^^jg  plans  jf^  Ji'^  H".  On  pourra  supposer  que  ces  trois  points 

,       .  ^    sont  dans  le   plan  r  =  0,  en  sorte  que  leurs  coordonnées  seront 

•lans  formant  t  '  i 

untrièclre.  (^^i»  î/n  0)  (Xj,  T/^,  0)  (a^s,  t/g,  0).  Soient /jX  +  m,  Y  -h  «iZ  +  p  =  0, 
?,X  +  w,Y  +  )i,Z  -h  p^=z  0,  ZjX  +  mjY  +  n/l  +  p,  =  0,  les 
équations  des  trois  plans  II,  11',  II",  que  nous  supposerons  d'abord 
former  un  trièdre.  Il  est  aisé  de  se  rendre  compte  que,  dans  cette 
hypothèse,  il  n'arrivera  jamais  qu'un  quatrième  point  décrira  un 
plan,  comme  conséquence  de  ce  que  A,  A'  A'  décrivent  les  plans 

II,  ir,  II". 

En  effet,  les  équations  qui  expriment  ces  dernières  conditions 
s'écrivent 

/   Pj  =  /j  (a  -t-  aa-i  +  a' y,)  -h  m^ib  +  (3a-,  +  Ç^'y^) 

[  +«i(c  +  Y^i  +t'Vi) +Pi  =  0, 

P,  =  /,  (a  +  XX,  +  a'î/,)  +  m,  (b  +  px,  +  ^'y,) 

+  n,  (c  +  Y^j  +  v'i/^)  +  p^  =  0, 
P,  =  l^{a  -h  xx^  4-  a' 1/3)  +  mg  (6  4-  pa;,  +  P'  j/J 

+  »Î3  (c  +  yaîs  +  ï'j/s  +  i^s  =  0- 


(29) 


Supposons  que,  comme  conséquence  de  ces  équations,  l'équation 

(30^  i  P=  ^(«  +  «^  +  «'î/  +  «"')  +  ^^'  (^  +  3x  +  ^'î/  +  3'0 

^     M  +  n(b4-Ya;  +  Y'j/-H  Y''-)  +  i'=0, 

qui  exprime  que  le  point  {x,  y,  z)  décrit  le  plan  LX  +  m  Y  +  7iZ 
+  p  :^  0,  se  trouve  vérifiée. 

Comme  le  déterminant  ^  ±  l^m^n^  n'est  pas  nul,  puisque  les 
plans  II,  ir,  n"  forment  un  vrai  trièdre,  on  pourra  tirer  a,  &,  c  des 
équations  (29)  et,  en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (30),  il 
restera  une  relation  linéaire  entre  a,  a',  a",  13,  (î',  ^" ,  y,  y',  y",  qui 
devra  être  une  identité. 

Gela  exigera  que  les  coefficients  de  a,  a',  ...  dans  cotte  relation  i;len- 
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tique  soient  tous  nuls.  On  a  donc  entre  Pj,  Pg,  Pj  une  relation  iden- 
tique de  la  forme 

(31)  P==0,P, +  0,P3  4-03P3, 

où  61,  O2,  0,  sont  des  constantes  dont  aucune  n'est  nulle;  sans  quoi, 
si  63,  par  exemple,  était  nul,  l'équation  P  =  0  résulterait  des  équa- 
tions P^  =  0,  Pg  =  0,  ce  qui  ne  se  peut  puisque,  les  plans  li,  II',  H" 
formant  un  trièdre,  les  plans  II,  II'  ne  peuvent  être  parallèles. 

Nous  sommes  donc  amenés  à  discuter  l'identité  (31). 

Cette  identité  se  décompose  dans  les  équations  suivantes  : 

(         61/1     +%l,    +63^3    =1, 

(32)  I        6jWfj  +  62  m^  +  ôgîJïj  =  m, 
[        Oi^i    -f  O^n^    +  63^3   =:n, 

,  I    Oi^i./,     -hO^x^.l^    +030:3/3    =lx, 

(32)'    ,  \   ^^x^ .  Wj  4-  OgOJg .  m^  +  (^^x^m^  =  mx, 

'.V     .  (    0^x^.n^    +%x^.n^    +  O^x^n^   =nx, 

(32)"  9i?yiW,  +  031/2^^2  + Ô3 1/3  m3  =  m?/, 

(   Oi^iMi    +  Ojt/^H^   -^  G3î/3?r3   =mj, 

(32)'"  j  Q  =  mz, 

(  0  =  nz, 

(32)iv  0,^1  +  62^2  +  03P3  =  p. 

Les  équations  (32)'"  entraînent  la  relation  z  =  0,  car  l'hypothèse 
l  =  m  1=.'  n  =  0  est  inacceptable. 

Les  équatioiis  (32)  (32)'  (32)'  prouvent  que  les  équations  homo- 
gènes en  Mp  u^^  W3,  M 

Il^n^    +  l^n,^     -\-  l^Ug    =  lu,      ' 
«îjMj  +  m^u^  +  ^^'a^a  =  mu, 
n^^l^   +  7i^u^   -h  7i^u^  ■=nu, 

admettent  les  trois  systèmes  de  solutions  ■ 

(Oi,  O2,  O3,  1)  (OiOîi,  O^Xg,  OgCCg,  x)  (0,?/i  O^t/,,  03?/3,  1/). 

Deux  au  moins  de  ces  systèmes  de  solutions  sont  distincts,  car  il  fau- 
drait sans  cela  que  l'on  eût  à  la  fois 

^1  — —  ^2  — -  "^3  ——  ^}  Vi  ——  Vf  ^^—  y 3  ~~  y  j 

tous  les  points  coïncideraient. 
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Le  système  linéaire  (33)  est  donc  indéterminé  et  les  déterminants 
à  9  termes  compris  dans  la  matrice 


h 

h 

h 

l 

m^ 

m^ 

W3 

m 

n, 

«2 

n^ 

n 

sont  nuls,  ce  qui  est  impossible,  puisque  les  plans  II,  II' ,  II"  forment 
un  vrai  trièdre. 

Ainsi  :  jamais  la  condition  que  trois  points  A,  A' ,  A'  décrivent 
les  faces  d'un  trièdre  n' entraînera  le  fait  d'un  quatrième  point 
décrivant  lui  aussi  im  plan.  ;       : 

■  ■  .      ■  '    ■■     ■■'..[ 

ïamenducas       14.  Supposons  donc  que  les  plans  FI,  FI',  U"  soient  parallèles  à 

i  trois  points  yjjQ  même  droite;  on  peut  supposer  que  ce  soit  la  droite  OZ  et  alors 

décrivont  ^ 

trois  plans  1            2            j                                                                               ... 

parallèles  à  Les  équations  (29)  deviennent               '                                    ... 

une  mémo  ,  ,  ,  ,     ,  i      \        '       /n  m      \  /-v 

droite.  Mi«  +  Wi?'  +  ^1  («a^i  +  a'î/i)  +  Wj  (P.T,  +  ^'tj,)  +  ^,  =  0,, 

(34)     l^a  +  m^h  +  /,  (ccx^-h  a'y^)  +  m^  {^x^  +  ^'y^)  +  P^^O,- 

{  l,a  +  m,h  +  ?,  (a.T3+  x' y,)  -h  m^(^x^  +  ^' y^)  +  p.^-=0. 

L'équation   qui   exprime   que   le  point  (ce,   y,  z)  décrit  le   plan 

(If  m,  n,  p).  "~  L-    -  "      .-•  •'-'     ■    •   '•'  '■■  ^- ■  i-^"--«-  .-'; 

la  +  mh  +  ne  +  l  (ax  +  a'  y  +  a'z)  +  7n{^x  +  (3't/  +  ^"z) 


(35) 

(  +7l(.yx4-y'y-hy''z)+p  =  0, 

doit  être  une  conséquence  des  équations  (34).  Gomme  on  écarte  le 
cas  déjà  traité  où  les  trois  plans  seraient  parallèles,  l'un  au  moinsides 
déterminants /g r>? 3  —  m,^!^,  l^m^  —  w^ij,  l^m^  -^  ^^ih  ^st  difTérent 
de  zéro,  et  deux  au  moins  des  équations  (34)  forment  un  système 
résoluble  par  rapport  à  a,  h. 

En  portant  ces  valeurs  dans  la  troisième  équation  on  trouvera 

(3G)     +  {l^m^  —  l^7n,)  [l,  (a.r,  -f-  a'y,)  +  m,^  {^x,  +  S^"y^)  +  p,], 

{  +  (l^m,  —  l,m^)  [l,  (ax,  +  x'y,)  +  m,  {^x^  +  g't/,)  +  p,]  =  0. 


tandis  que  l'équation  (35)  se  réduira  à  une  relation  entre  e  et  les 
cosinus.  Or,  cette  relation  devant  être  une  conséquence  de  (36),  la 
quantité  c  ne  saurait  y  figurer;  elle  no  doit  pas  figurer  non  plus 
dans  l'éqUation  (35)  et,  par  suite,  l'on  a  n  =  0. 

Le  plan  décrit  par  le  point  {x,  y,  z)  est  donc  parallèle  à  OZ,  comme 
les  trois  plans  ,11,  Il ',  ir.  .  .  .   :     . 
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Par  la  substitution  des  expressions  de  a,  h  dans  l'équation  (35), 
celle-ci  devient  donc  une  relation  linéaire  entre  les  cosinus  directeurs 
qui  doit  être  une  conséquence  de  l'équation  (36).  Il  ne  faudrait  pas  se 
hâter  d'en  conclure  que  ces  deux  relations  linéaires  entre  les  cosinus 
directeurs  doivent  être  proportionnelles  ternie  à  terme.  Si,  en  effet,  on 
exprime  dans  (36)  les  cosinus  directeurs  en  fonction  des  paramètres 
A,  ;j,,  V,  p  d'Olinde  Rodrigues,  le  premier  membre  de  cette  équation 
prend  la  forme  d'une  fraction  dont  a'  -+-  [j.-  +  v'  +  p-  est  le  déno- 
minateur et  dont  le  numérateur  est  une  forme  quadratique  en 
X,  ;j.,  V,  p. 

Si  celte  forme  quadratique  est  décomposable  en  un  produit  de  deux 
facteurs  linéaires,  l'équation  (36)  se  trouvera  décomposée,  et  il  suffit 
que  l'un  de  ces  facteurs  divise  l'équation  linéaire  entre  les  cosinus 
qui  résulte  de  (35)  (les  cosinus  étant  encore  exprimés  en  \,  [>.,  v,  p) 
pour  que  l'équation  (35)  soit  une  conséquence  de  (36). 

Si  l'on  fait  abstraction  de  ce  cas  de  décomposition,  alors  les  deux 
équations  linéaires  sont  bien  proportionnelles  terme  à  terme,  et  en 
conservant  les  notations  du  numéro  précédent  en  aura  encore  une 
identité  de  la  forme 

P  =  0,Pj  +  G,P, +  O3P3, 

seulement  on  a  maintenant  Wj  =  n^  =in^:=.n  =z  0,  en  sorte  que 
les  équations  (32)  et  suivantes  se  réduisent  à 

^    ^  l   %^m^  +  e,m,  +  63»»,  =  m, 

i   fi^l^x^     +  Ôj^oCj     +03^3X3    =  Ix, 
^  ^  l   H^m^x^  +  ejWjXj  +  03*^30:3  =mx, 

(37)'"  e,p,  +  %p^  +  03P3  =  29„ 

équations  qui  expriment  que  le  système  linéaire  en  «j,  w„  w,,  ti, 

/.,Wj       -+-    /jMî       +    ?3«3      =  "> 

wî-jt*!  -t-  ?WjWj  -h  m^u^  =  u 

admet  les  trois  systèmes  de  solution 

(0„0„e3,  1)      (OiXi,  e,a?„  63X3,  x)      (Ojî/j,  0,t/„63y3,  y). 

Ces  trois  systèmes  ne  sauraient  être  linéairement  indépendants, 
car  les  déterminants  /;>»;.  —  /^J»;  ne  sont  pas  tous  nuls;  on  a  donc 
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quatre  relations  de  la  forme 

6,  {KX^  +  [j.?/,  +  v)  =  0, 
6j  (Xx,  +  j;,î/,  4-  v)  =  0, 
O3  (Xac,  +  sj.1/3  +  v)  =  0, 
A- 03    4-  [;.J/    +  V    =  0. 
Aucun  des  0^  n'est  nul,  car  si  l'on  avait  O3  =  0,  les  équations 
Pj  =  Pj  =  0  entraîneraient  P  =  0  et  l'on  serait  dans  le  cas  que 
nous  avons  étudié  au  numéro  13.  Aucun  des  6;  n'étant  nul,  on  voit 
que  les  équations  ci-de.^sus  expriment  que  les  points  A,  A',  A'  et  le 
point  (j-,  y,  z)  sont  sur  une  même  droite  du  plan  z  =0. 

Il  est  toujours  permis  de  supposer  que  cette  droite  est  l'axe  Oo;,  ce 
qui  réduit  à  zéro  y^,  y^,  t/3,  y. 

Le  système  des  équalions  (37)  et  suivantes  se  réduit  alors  au 
suivant  : 

(   (iJi     +0,1,    -h%l,    =1, 

(38)  j  B^m^  +  6,»?,  +  03m3  =z  m, 

\      OlPt      -«-    %P2      +    ^3^3      =   P, 

'  (   0,mjCc,  ■+•  Oj^jOjj  4-  fi^ni^x^  =  mx. 

La  première  des  équations  (38),  jointe  à  la  première  des  équations 
(38)'  permet  d'éliminer  l;  on  élimine  de  même  m  entre  la  seconde 
équation  (38)  et  la  deuxième  équation  (38)'.  On  trouve  ainsi  les  deux 
équations  suivantes  : 

0  Ji     (x  —  x^)  4-  %  l,     (x  —  X,)  +  O3  /3    (x  —  X,)  =  0, 

B^m^  (x  —  a;,)  -h  (i^m,  {x  —  x,)  4-  O^/Wj  (x  —  x^)  =  0, 

d'où  l'on  tire  pour  6,,  Oj,  O3  les  valeurs  proportionnelles  à 

(i,m3  — /3m,)  (js  —  x-,)  (ce  —  a?,), 

(^3'"i  —  ^»h)  (x  —  X3)  {^  —  a?,), 
(/jW?j  —  ^jW>j)  (ce  —  a^i)  (x  —  £c,). 

En  transportant  ces  valeurs  de  0,,  Oj,  0,  dans  les  équations  (38)  on 

obtiendra  les  expressions  de  l,  m,  p  en  fonction  de  x, 

l    =  /i     (l^m,  —  l^m^)  {x  —  X,)  {x  —  X,) 

+  h    ih^^h  —  h^^h)  («  —  ^3)  i^  —  ^1) 

4-  ^3    {lini,  —  hm^}  {x  —  x,)  {x  —  x^) 

m  =z  m,  (l^m^  —  l^m,,)  (x  —  .t,)  (x  —  x,) 

(39)  {  4-  Wj  (?3>Mj  —  ijîHj)  {x  —  0:3)  {x  —  x^) 

4-  m^  (^i*>?2  —  ^2*'^i)  (^  —  ^i)  (^^  —  ^i) 

P  ='-Pi  ih^^h  —  h  "h)  (^  —  ^ï)  («  —  ^3) 
4-  p,  (Zj»?,  —  l^ms)  (x  —  x^)  (x  —  Xj) 

+  Pi  (^»"2  —  ^»'i)  G'«  —  a^i)  (3?  —  -V; 


Les  points 
dune  droite 
décrivent  les 
plans  tangents 
d'un  cylindre 
parabolique. 
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Ces  formules  montrent  que  lorsque  le  point  x  varie  sur  l'axe  Ox, 
le  plan  qu'il  décrit  change,  mais  reste  tangent  à  un  cylindre  parabo- 
lique dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  l'axe  OZ. 

Nous  avons  donc  le  théorème  suivant  : 

«Si  trois  points  A,  A',  A'  d'une  même  droite  décrivent  trois 
plans  formant  un  prisme,  tout  point  M  de  la  même  droite  décrit 
n)i  plan  parallèle  aux  arêtes  de  ce  prisn^e.  Lorsque  le  point  M 
change  sur  la  droite,  le  plan  qu'il. décrit  change  en  oiveloppant 
un  cylindre  parabolique  qui  est  }}aturelleme)it  tangent  attas  trots 
faces  du  pHsme. 

Il  pourrait  arriver  que  les  trois  plans  II,  II',  II'  non  seulement 
fussent  parallèles  à  une  même  droite,  mais  fissent  partie  d'un  même 
faisceau.  Alors  les  principes  les  plus  élémentaires  de  la  théorie  du 
rapport  anharmonique  rendent  évident  ce  fait  que  tout  point  de  la 
droite  A  A' A"  décrit  un  plan  de  ce  même  faisceau. 

Cas  général  où       15.   Examinons  maintenant  le   cas  où  quatre    points    décrivent 

quatre  points    quatre  plans  formant  un  tétraèdre.  Si  l'on  désigne  gènériquement 

décrivent        ^^^  ^,^^  ^^^  .^  j^g  coordonnées  de  l'un  des  points  et  par  ?,,  >»,,  n^,  p; 

''"forma^ilr^     les  coefficients  de  l'équation  du  plan  qu'il  décrit,  on  devra  avoir 

un  tétraèdre,     quatre  identités  de  la  forme  '     . 

!  P,.  =:  l.  (a  +  ax,  +  a'î/i  +  /r,)  +  »;,•  (6  +  ^x^  +  ^'y^  +  ^'z^) 

(40)  +  >ii  (c  +  yXi  +  y'!/,  +  ï'^.)  +  Pi  =  ^ 
[  (i  =  l,2,3,4). 

En  éliminant  a,  b,  c  entre  ces  quatre  équations,  il  restera  une 
équation  linéaire  entre  les  neuf  cosinus,  c'est-à-dire  une  relation 
quadratique  entre  les  paramètres  a,  tx,  v,  p  d'Olinde  Rodrigue.'?. 

Soit 

(41)  e  (X,  [j.,  V,  p)  =  0 

cette  relation  quadratique. 

Les  équations  (40)  fourniront  en  même  temps  pour  a,  b,  c  des 
expressions  linéaires  en  x,  x,  x%  p,  p',  ^\  y,  yS  yS  c'est-à-dire  des 
fonctions  homogènes  et  du  second  degré  en  X,  [a,  v,  p 

Dès  lors,  les  formules  qui  représentent  le  mouvement  s'écriront 


(42) 


[    T  =  <I>,  =  )x'  4-  iJ.'  -H  v'  + 
OÙ  *„  tl>j,  4I3,  *«  sont  des  fonctions  homogènes  et  du  second  degré 


.  NOTES  DE   M.  DARBOUX.  383 

de  X,  [j.,  V,  p.  Seulement  ces  paramètres  X,  ;/,  v,  p  se  trouvent  liés 
par  l'équation 

0  (X,  [.,  V,  p)  =  0. 

On  doit  observer  que  ce  mouvement  est  unicursal.  En  effet,  l'équa- 
tion 6^=0  représente  en  coordonnées  homog-ènes  X,  [x,  v,  p  une  quadri- 
que  pour  laquelle  les  coordonnées  d'un  point  courant  sont  exprimables 
sous  forme  de  fonctions  homogènes  et  du  second  degré  de  trois  para- 
mètres u,  V,  IV.  On  reconnaîtra  aisément  que  les  courbes  qui  repré- 
sentent sur  le  plan  les  seclions  planes  de  la  surface,  quand  on  emploie 
les  paramètres  «,  i',  w,  sont  des  courbes  du  quatrième  ordre  ayant 
deux  points  doubles  en  commun  et  ne  se  coupent  dès  lors  qu'en  huit 
points  variables. 

Les  surfaces  décrites  sont  donc  du  huitième  degré.  Si  l'on  fait 
varier  X,  \j.,  v,  p  de  manière  à  se  déplacer  sur  une  droite  de  la  qua- 
drique  0  =:  0,  X,  [j.,  v,  p  sont  des  fonctions  linéaires  d'un  paramètre; 
les  coordonnées  absolues  X,  Y,  Z,  T  du  point  décrivant  sont  des  fonc- 
tions du  second  degré  d'un  paramètre  et  l'on  voit  ainsi  qu'aux  géné- 
ratrices rectilignes  de  la  quadrique  0  =  0  il  correspond  deux  familles 
de  coniques  tracées  sur  la  surface  du  huitième  ordre  (*). 
Cas  de  Tout  ceci  est  dit  dans  le  cas  où  la  relation  0  =  0  entre  les  cosinus 

écomposition.  ne  se  décompose  pas.  Si  cela  avait  lieu,  si  0  était  égal  au  produit  de 
deux  fonctions  linéaires  en  X,  [j-,  v,  p 

0  =  0'.©;, 

il  y  aurait  évidemment  deux  mouvements  à  surfaces  de  Steiner 
(no  6)  qui  satisferaient  aux  conditions  imposées.  Dans  chacun  d'eux 
il  y  a  six  autres  points  (du  moins  en  général)  qui  décrivent  des  plans. 
Retour  H  est  intéressant  de  se  rendre  compté  si  quelque  chose  d'analogue 

a  cas  général,  peut  se  produire,  même  dans  le  cas  où  l'équation  0  =  0  ne  se  décom- 
pose pas,  et  si,  dans  ce  cas  encore,  le  fait  que  quatre  points  décrivent 
des  plans  entraîne  la  même  chose  pour  un  cinquième. 

Soient  a?,  y,  z  les  coordonnées  de  ce  cinquième  point  et  l,  7n,  n,  p 
les  coefficients  de  l'équation  du  plan  qu'il  décrit. 

L'équation  de  condition 


(43)    \ 


P  =z  l  {a -i- ax -^- a' y  -m'z)  -+-  »i  (6  +  ^as -4-  P' y  -i-  ^'z) 
-i-  n(c-{-  yx  +  y'y  +  y'z)  +  p=0 


doit  être  une  conséquence  des  quatre  équations  (40).  Comme  nous  nous 

(1)  Voir  ma  note  aux  Comj)tes  rendus  en  1881.  Plus  récemment,  M.  Kœnigs  a 
étudié  ces  surfaces  dans  le&Ântuiks  scientifiques  de  l'Érole  normale  supérietire. 
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plaçons  hors  du  cas  de  décomposition,  on  verra,  comme  au  n^  14,  qu'il 
doit  exister  entre  les  P^  et  P  une  identité  de  la  forme 

(44)  P  =  e,p,  +  e^p, +  03P3  +  o,p,. 

Cette  identité  se  décompose  dans  les  relations 


i  =  ^e,i„ 

m  =  l^ifUij 

n=  lOiiii, 

xl  =  l^iXili, 

xm  =  ZfiiXjmi, 

xn  =  l^iXiHi, 

yl  =  Zfi,yili, 

y  m  =z  Zfiiyi)i)i, 

yn  =  l^iy-Hi, 

zl=lfi,zj„ 

zm  =  ZdiZ.mi, 

zn  z=z  ZOiZiUi. 

Ces  treize  équations   expriment   que   le    système  d'équations  en 
«.,  u„  w,,  u. 


u. 


M, 


u. 


u. 


u. 


(45) 


x^U^  +  a?jM,  4-  X^u^  -+■  X^U^  =  xu, 
î/i"i  +  !/îMj  +  J/3M3  +  y^u^  =  yu, 

Zll, 


admet  trois  systèmes  de  solutions 


(46) 


)   (6,^1, 


0,^3, 


l), 
m), 

H). 


Ces  trois  systèmes  de  solutions  sont  linéairement  indépendants, 
sans  quoi  les  cinq  plans  considérés  sont  parallèles  à  une  même  droite, 
cas  que  nous  écartons  tout  d'abord.  Il  faudra  donc  que  le  système  des 
équations  (45)  se  réduise  seulement  à  deux  et  que  tous  les  détermi- 
nants à  trois  lignes  et  à  trois  colonnes  tirés  de  la  matrice 


1 

1 

1 

1 

1, 

X, 

X, 

«3 

X, 

X, 

î/l 

y. 

!/3 

y. 

y, 

^t 

z. 

*a 

*i 

z 

soient  nuls.  Cela  équivaut  à  dire  que  les  quatre  points  (x^,  y^,  z,)  et 
le  f»oint  (ce,  y,  z)  sont  sur  une  même  droite. 

Nous  pourrons  supposer  que  l'axe  Ox  est  cette  droite.  Les  î/,,  z,- 
sont  nuls  ainsi  que  y  et  z,  ce  qui  réduit  aux  deux  premières  le  sys- 
tème des  équations  (45). 

Alors,  par  un  calcul  entièrement  analogue  à  celui  du  numéro  pré- 
cédent, et  en  désignant  par  \^  le  déterminant  Z  ±  lim^n^  et  par  A,, 
A3,  A,  les  quatre  déterminants  analogues,  on  trouve  que  le  point  M 
d'abcisse  égale  à  x  sur  l'axe  Ox  décrit  un  plan  qui  a  pour  équa- 
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tion 

(47)  \{l.X-i-  mj  -4-  nj.  +  p,)  -A-  =  0. 

■^  X  ~  Xi 

Quand  le  point  M  varie  sur  l'axe  Occ,  le  plan  qu'il  décrit  change 
en  restant  tangent  à  une  développable  parabolique  de  la  troisième 
classe,  ainsi  que  le  prouve  l'équation  (47)  qui  donne  la  représentation 
de  ce  plan  en  fonction  du  paramètre  variable  x. 

Ainsi,  si  quatre  points  A,  A',  A",  A'"  en  ligne  droite,  décrivent 
quatre  plans  II,  II',  H",  II'"  formant  un  tétraèdre,  tout  autre  point 
M  de  cette  droite  décrit  un  cinquième  plan.  Si  le  point  M  vient 
à  changer  sur  la  droite,  le  plan  qu'il  décrit  change,  mais  en 
restant  tangent  à  une  surface  développable  de  la  troisième  classe, 
parabolique. 

Mais  il  faut  bien  se  rendre  compte  que,  dans  ce  mouvement,  les 
points  A,  A',  A",  A'",  ...,  M  ne  décrivent  plus  la  totalité  des 
plans  II,  IV,  ...,  ils  décrivoit  des  coniques  dans  ces  plans. 

La  chose  est  bien  différente,  comme  on  voit,  de  celle  qui  se  pré- 
sente dans  le  mouvement  à  surface  de  Steiner  où  la  totalité  du  plan 
(aux  imaginaires  près)  se  trouve  décrite. 

La  démonstration  directe  de  cette  proposition  peut  être  simplifiée  par 
la  remarque  suivante.  On  a  vu  au  n»  98,  page  297,  que  si  trois  points 
en  ligne  droite  A,  A',  A"  décrivent  les  faces  d'un  trièdre,  tout  autre 
point  M  de  la  droite  décrit  un  ellipsoïde.  Si  donc  le  point  M  se 
trouve,  par  surcroît,  devoir  rester  dans  un  plan,  il  décrit  forcément 
l'ellipse  d'intersection  de  l'ellipsoïde  et  du  plan. 

On  observera  que  tous  nos  raisonnements  supposent  simplement 
que  l'élimination  de  a,  b,  c  entre  les  équations  (40)  n'a  donné  qu'une 
seule  équation  0  =:  0  entre  les  cosinus.  Or,  cette  supposition  subsis- 
tera tant  que  l'un  des  déterminants  à  9  termes  tirés  du  tableau 

h 

m, 


h 

h 

h 

m^ 

7>lj 

m. 

n, 

n. 

», 

sera  différent  de  zéro,  c'est-à-dire  tant  que  trois  au  moins  des  quatre 
plans  n,  ir,  n',  n'"  formeront  un  vrai  trièdre. 

îasoùles  16.  Il  nous  reste  donc  à  examiner  le  cas  où  les  quatre  plans 

latre  plans  jy,  H',  II",  W"  forment  un  prisme. 
n  '  n  "  n  '" 

forment  ^'^  pourra  alors  supposer  que  ces  plans  sont  tous  parallèles  à  OZ, 

n  prisme.      ^*^  'l*^'  donnera 

n^  =  }},  =  )i^  =  n^=0. 

Cinématique.  35 
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Les  équations  (40)  s'écrivent 

/  p.  =  li(a  +  aXi  +  a'*/;  +  a"z;)  +  m^  {b  +  ^x^  -h  ^'y^  4-  (5"r,) 

(48)  '  ^  i'i  =  0 
(                                        (iz^l,2,3,4)      • 

l'équation  (43)  qui  exprime  que  le  point  x,  y,  z  décrit  le  plan 
(Z,  m,  n,  2J)  devant  être  une  conséquence  des  équations  (48),  on  voit 
que  la  variable  c  ne  doit  pas  y  figurer;  n  est  donc  nul  et  le  plan  décrit 
par  le  point  (x,  y,  z)  est  lui  aussi  parallèle  à  OZ.  L'équation  (43) 
s'écrit  alors 

(49)  Pr=:  i(a  +  ax  +  a'y  +  a"-)  +  m  {h  +  ^jx  4- 13' y  +  ^"z)  +  2^  =  0. 

En  éliminant  a,  h  entre  les  é([uations  (48),  on  obtiendra  deux  équa- 
tions linéaires  entre  les  cosinus 

(50)  0  =  0,       H  =  0; 

en  portant  alors  les  valeurs  de  a,  h,  tirées  de  deux  des  équations  (48), 
dans  l'équation  (49)  on  obtiendra  une  relation  linéaire  entre  les  cosi- 
nus, que  je  représente  par 

(49)'  W  =  0. 

Si  l'on  fait  encore  abstraction  du  cas  où  il  y  aurait  décomposition, 
cas  qui  donnerait  encore  une  relation  linéaire  entre  X,  \).,  v,  p  et  con- 
duirait à  un  mouvement  à  surfaces  de  Steiner,  il  faudra  que  W  soit 
une  combinaison  linéaire  de  6  et  de  H,  en  sorte  qu'en  définitive  il 
existera  encore  une  relation  identique  de  la  forme 

(51)  P  =  0,P,  -^  0,P,  -f-  O3P3  +  0,P„ 

comme  précédemment,  équation  (44). 

L'équation  (51)  se  décompose  encore  dans  les  suivantes  : 

l  =  10 -l-,  m  =  lOimi,        p=zlOiPi, 

xl  =  Z^iXili,  xm  =  20iXimi, 

yl=z-L()iyi li,  ym  z=10i Vi m^, 

zl  =  li)iZiliy  zm  r=l(iiZimi. 

Ces  relations  expriment  que  le  système  d'équations  déjà  formé  (45) 
admet  les  deux  systèmes  de  solutions  indépendantes 

(     {(hh>  ^hh  ^3^3,  0,?„  60, 

^^^  (      i^h'^'v  f^2'"2»  ^3»"3»  ^K^i,  OW). 

Il  faudra  donc  que  tous  les  déterminants  à  quatre  lignes  et  à 
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quatre  colonnes  tirés  du  tableau  déjà  considéré 
1111         1 
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^3 
!/3 


soient  nuls. 

Cela  revient  à  dire  que  les  points  A,  A',  A",  A'"  sont  dans  un 
même  plan. 

On  peut  alors  supposer  que  ce  plan  soit  justement  le  plan  xOij;  on 
aura  alors  z^^=  z^-=:zz^=:  z^=l  z  =  0^  ei  les  relations  précédentes 
se  réduisent  à 


(53) 


(54) 


(      ^  =  20,^,, 


xm  =  l^^iXiiTii, 


,      xm  =z  SôfCCim^, 

On  peut  remplacer  ces  équations  par  les  suivantes  : 

10,  {x  —  X)  l,  =  0,       Idi  (x  —  xi)  m,  =  0, 
^0,  (y  -  7/,)  /,  =  0,       10,  {y  -  y,)  m,  =  0, 
(55)  l  =  10ili,      m  =  10imi,      p=zlOiP,. 

Les  quatre  premières  équations  sont  surabondantes  pour  déter- 
miner les  valeurs  des  0,;  en  exprimant  leur  compatibililé,  on  trouve 
qu'il  faut  avoir 


(56) 


l,{x  —  x^)  l^(x  —  x,)  l,{x  —  x,)  l,(x-x^) 

>Hi(x-  — Xj)  m^(x  —  x^)  m^{x  —  x^)  m^{x  —  x^) 

hiu-Vi)  h(y~y,)  h(y-y,)  h{y-y,) 

m^iy  —  y^)  m,(y  —  y^)  m,{y  —  y,)  ,a,{y~y^) 


=^0. 


Cette  équation  est  du  second  degré  en  x,  y,  elle  représente  une 
conique  G  sur  laquelle  doit  se  trouver  le  point  M.  Les  équations  (54) 
donnent  alors  les  valeurs  des  0,  en  fonction  des  coordonnées  x,  y  du 
point  M  et  en  portant  ces  valeurs  dans  les  équations  (55)  on  aura  les 
expressions  l,  m,  p  des  coefficients  du  plan  décrit  par  M. 

On  peut  se  rendre  compte  que  ce  plan  enveloppe  lui-même  un 
cylindre  parabolique  de  la  troisième  classe. 

Si,  en  effet,  on  élimine  x,  y  entre  les  équations  (53)  on  trouve  les 
cinq  équations  suivantes  : 

l  =  10ih,       >n  =  10imi,      p=zl0ip,y 
0  =  10iXi{hiJ  —  l,m), 
O=10,u,(>»,l^1,tn), 
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d'où,  en  éliminant  les  0, 


(57) 


x^  {m^l  —  l^m)    y^  (mj—  J^m)     l^ 

x^{mj  —  l^m)    Viii^iJ—  h>^i)     h 
0  0  l 


m, 

Pi 

Wj 

Pi 

m. 

Ps 

m, 

V, 

m 

P 

=  0, 


Cas  où 
Un  même  plan 

est  décrit 
par  plusieurs 

points. 


Cas  où  une 

droite  balaie 

un  plan  et  où 

tous  les  points 

d'une  autre 

décrivent  des 

plans. 

Cas 

où  deux  droites 

balaient  des 

plans. 


équation  du  troisième  ordre  en  ?,  m,  p  qui  est  vérifiée  par  l  =  0, 
m  =  0. 

Ainsi,  lorsque  quatre  points  A,  A',  A",  A'"  pris  dans  un  même 
plan  décrivent  quatre  plans  U,  II',  II',  IV" parallèles  à  une  même 
droite  et  formant  un  prisme,  tous  les  points  d'une  certaine 
conique  G  passant  par  les  points  A,  A',  A",  M" possèdent  la  inême 
propriété.  Tous  les  plans  décrits  par  les  divers  points  de  cette 
conique  enveloppent  un  cylindre  parabolique  de  la  troisième 
classe. 

A  rencontre  de  ce  qui  a  lieu  au  n^  d6,  chaque  point  de  la  conique  G 
décrit  la  totalité  du  plan. 

17.  Les  raisonnements  qui  précèdent  supposent  essentiellement 
qu'un  même  plan  ne  se  trouve  pas  décrit  par  plusieurs  points  de  la 
figure. 

Si  cela  a  lieu  pour  trois  points  non  en  ligne  droite,  on  est  dans  le 
cas  où  un  plan  de  la  figure  glisse  sur  lui-même. 

Si  cela  a  lieu  pour  deux  points  d'une  droite,  il  en  est  de  même  pour 
tous  les  points  de  la  droite. 

Supposons  qu'une  droite  D  de  la  figure  balaie  un  plan  II  et  qu'en 
outre  un  point  A^  décrive  un  plan  1I^  non  parallèle  au  premier.  II 
n'arrivera  jamais  qu'un  second  point  M,  pris  en  dehors  de  la  droite  D, 
décrive  aussi  un  plan  comme  conséquence  des  conditions  précé- 
dentes. 

Si  le  plan  IIj  est  parallèle  au  plan  H,  un  plan  de  la  figure  glisse 
sur  le  plan  II. 

Supposons  maintenant  qu'une  droite  D  balaie  encore  un  plan  Q  et 
que  deux  autres  points  Aj,  A,  décrivent  des  plans  II,,  II,  formant  un 
prisme  avec  le  plan  II.  Si  la  droite  A,  \^  coupe  la  droite  D,  tout  point 
de  la  droite  A,Aj  décrit  un  plan,  et  l'ensemble  do  ces  plans  enve- 
loppe un  cylindre  parabolique  du  second  degré. 

Il  y  a  enfin  un  cas  où  deux  droites  D,  D'  du  corps  balaient  deux 
plans  II,  II',  non  parallèles.  (Si  n,  II'  étaient  parallèles,  un  plan  de 
la  figure  mobile  glisserait  sur  chacun  d'eux). 
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Prenons  pour  axe  0^  la  perpendiculaire  commune  aux  droites  D,  D' 
et  en  choisissant  convenablement  les  deux  autres  axes  Ox,  Oy,  ame- 
nons D,  D'  à  être  représentées  par  des  équations  de  la  forme 


(58) 


z  =z  h,  z  =  —  h, 

y=.—  qx,       y  =  qx. 


Prenons  pour  ZOX,  ZOY  les  plans  bissecteurs  des  plans  n,  n'. 
Ces  plans  auront  pour  équation  respectivement 

(59)  X  +  kY  =  0,       X  —  kY  =  0. 

Si  on  exprime  que  la  droite  D  décrit  le  plan  II  et  la  droite  D'  le 
plan  n'jon  est  conduit  très  aisément  aux  équations  qui  définissent  ce 
mouvement, 

a-hhk'^"  =  0,       kh+hoi."  =  0, 
a  — feq[^'~0,       qa'  —  k^=0. 

En  dehors  des  cas  où  les  relations  entre  les  cosinus  se  décompo- 
sent, il  n'y  a  pas  de  points  autres  que  ceux  des  droites  D,  D'  qui  décri- 
vent des  plans. 

Nous  nous  arrêterons  à  ces  indications  qui  montrent  combien  il 
y  aurait  intérêt  à  étudier  à  fond  les  mouvements  algébriques  et 
quelles  ressources  offrent  pour  cette  étude  les  paramètres  d'Euler 
et  d'Olinde  Rodrigues. 


NOTE 


SUR   LA 


CINÉMATIQUE  D'UN  MILIEU  CONTINU 


PAR 


MM.  Eugène  et  François  COSSERAT 


I.  —  Quelques  généralités  sur  les  coordonnées 
curvilignes. 


^ ,  —  Rappel  des  formules  fondameyitales  relatives  au  trièdre  mobile. 

Considérons  un  système  de  coordonnées  curvilignes  quelconque 
pour  lequel  nous  conserverons  les  notations  adoptées  pages  59  et  sui- 
vantes, sauf  en  ce  qui  concerne  les  paramètres  q^,  q^,  q^,  que  nous 
désignerons  re?pectivement  par  pj,  p^,  p^.  Nous  pouvons  lier  l'étude 
de  ce  système  à  celle  du  mouvement  d'un  trièdre  mobile  en  opérant 
de  la  manière  suivante.  M  désignant  un  point  de  l'espace  dont  les 
coordonnées,  par  rapport  à  des  axes  fixes  rectangulaires,  sont  X^, 
Yq,  Zq,  et  dont  les  coordonnées  curvilignes  sont  pj,  p^,  p,,  nous  cons- 
truirons un  trièdre  trirectangle  (T)  dont  le  sommet  soit  en  M  et  dont 
les  axes  Mx' ,Mrj' ,  M.z'  soient  définis  par  le  tableau  de  Lamé  : 


x' 

u' 

,1 

X 

a 

h 

c 

y 

a' 

h' 

c' 

z 

a" 

b" 

c' 

où  les  cosinus  a,b,  c,  ...  sont  des  fonctions  connues  de  pj,  p,,  pj. 

Désignons  par  Ç;,  y;,-,  'Q  les  composantes  de  la  vitesse  de  l'origine 
des  axes  mobiles  relativement  à  ces  axes,  quand  p;  varie  seul  et  joue 
le  rôle  du  temps;  soient  également  pi,  qi,  r^  les  quantités  qui  définis- 
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sent,  par  rapport  aux  mêmes  axes,  la  rotation  du  trièdre  relative  au 
paramètre  p,.  Rappelons  les  formules  des  pages  225  et  suivantes;  on 
a  d'abord  : 


(1) 


-^  =  a'zi  +  h\  +  c'i;r, 


(2) 


\^     àb  \:ii  àc 

yrr     àc  ^-^ 


da 


Oc 

à?: 

da 

ôh 
dp- 


Les  projections  sur  les  axes  mobiles  de  l'élément  d'arc  de  la 
courbe  décrite  par  un  point  de  coordonnées  a-,  y,  z,  relativement  au 
trièdre  (T),  sont  : 


(3) 


dy  +  ^(r,i  +  r,x—piZ)d  p, , 


Rappelons  également  les  formules  de  la  page  230  : 


(4) 


àpj 

àp. 
àKi 
d 


TT  +  'h'.<  -  qXj  +  n-'li—  î'yv;;  =  0, 


àp^ 


.î:. 


^'r-.j  +  VXj  —  Vj'C>i  =  0, 


^^   +  VjTu—lpir.j  +  qilj  —  q/Zi  —  0. 


(5) 


àPi       àpi 
cp,      a^j 

àqj        àqt 


dp, 

dp, 


+  TiPj  —  r^p.  =  0, 

^  +  Pi(ij  —  pjqi  =  o. 
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Détermination  d'un  système  de  coordonnées  curvilignes 
au  moyen  de  son  ds^. 


Soit,  comme  à  la  page  60, 
(6) 


+  2B,dp,dp,  +  2B,dp,dp, 

l'expression  du  carré  de  l'élément  linéaire  de  l'espace  rapporté  au 
système  de  coordonnées  curvilignes  (pi,  p^,  p,^);  les  formules  (3), 
appliquées  à  l'origine  du  trièdre  mobile,  nous  donnent 

(7)  A,  =  ^!  +  T,f  +  XJ,       B,  =  ^,^,  +  Y;,ri,  +  C^-, 

i,  j,  k  désignant  une  permutation  des  nombres  1,  2,  3. 

Pour  rendre  plus  explicites  les  considérations  que  nous  allons 
développer,  faisons,  à  l'égard  du  trièdre  (T),  l'hypothèse  suivante, 
que  l'on  pourrait  remplacer  par  une  autre  présentant  plus  de  symé- 
trie, mais  qui  offre  des  avantages  évidents.  L'axe  des  z'  de  (T)  sera 
normal  à  la  surface  (pj),  que  l'on  obtient  en  laissant  pj  invariable; 
son  axe  des  a;'  sera  tangent  à  la  courbe  G,  de  la  page  59;  nous  suppo- 
serons de  plus  qu'on  précise  les  directions  des  trois  axes  de  (T)  en  les 
rapportant  aux  trois  droites  Aj,  A^,  A3  de  la  page  59. 

L'hypothèse  que  nous  venons  de  faire  entraîne,  eu  égard  aux 
formules  (3),  les  relations  suivantes  : 

qui,  jointes  aux  formules  (7),  conduisent  au  système  : 

!  qi  =  A,,    -^,  =  0,  l:.  =  0, 

.        B3  ,       A,A,-B^ 


(8)  '■'~  ^.,         "  K 


=  0, 


B,        _   _A,B.-B,B3  P 

L~  — ■ 


'et    —  A     ..  '  ^3 


A  r  ■*         \    \   —  B* 

OÙ  J*  désigne  le  discriminant  de  la  forme  quadratique  (6);  ce  système 
détermine  sans  ambiguïté  les  translations  ç„  y;,,  ^;,  si  l'on  a  égard 
à  l'hypothèse  par  laquelle  nous  avons  fixé  les  directions  des  axes 
de(T). 

Les  neuf  formules  (4)  définissent  ensuite  les  rotations  p;,  q;,  r,;  si 
l'on  porte  les  valeurs  de  ces  rotations  dans  les  formules  (5),  on 
obtient  entre  les  A;,  B;  des  équations  aux  dérivées   partielles  du 
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second  ordre  qui,  dans  le  cas  des  systèmes  triples  orthogonaux, 
deviennent  les  équations  bien  connues  de  Lamé, 

Les  équations  que  nous  venons  d'obtenir  sont,  par  ce  qui  précède, 
des  conditions  nécessaires  pour  que  la  forme  quadratique 

^  M  -+-  2B,dp,dp, 

puisse  représenter  un  ds^  de  l'espace. 

Démontrons  qu'elles  sont  suffisantes  et  que,  si  les  fonctions  A;,  B,- 
les  vérifient,  il  existe  des  systèmes  triples  correspondants  qui  se 
déduisent  de  l'un  d'eux  par  un  déplacement  d'ensemble  combiné 
ou  non  avec  une  transformation  par  symétrie. 

Remarquons,  en  effet,  tout  d'abord,  que  si  l'on  répète  le  calcul 
indiqué  plus  haut  pour  la  formation  de  ces  équations  de  condition, 
non  plus  avec  les  valeurs  particulières  adoptées  pour  les  H,-,  r,;,  X,i-> 
mais  avec  l'un  quelconque  des  systèmes  de  valeurs  que  l'on  peut 
déduire  de  (8),  les  équations  résultant,  sans  aucune  transformation 
ultérieure,  de  la  substitution  des  p,-,  q,^  >•;  dans  (5),  sont  identiques 
à  celles  obtenues  dans  le  premier  cas. 

Celte  remarque  faite,  considérons  un  quelconque  des  systèmes 
triples  dont  nous  supposons  l'existence  et  associons-lui  le  trièdre  (T) 
défini  comme  plus  haut;  les  équations  (8)  détermineront  les  trans- 
lations H;,  ■/;,■,  'Li  sans  ambiguïté;  les  formules  (4)  donneront  les 
rotations  et  les  formules  (5)  seront  alors  vérifiées  par  hypothèse. 

Donc,  conformément  au  résultat  que  l'on  doit  surtout  attribuer  à 
Bonnet  et  à  M.  Darboux,  et  qui'Cst  rappelé  à  la  fin  de  la  page  228, 
nous  aurons,  pour  chaque  disposition  du  trièdre  (T),  un  mouvement 
de  ce  trièdre  et  un  seul,  c'est-à-dire  un  système  de  coordonnées  curvi- 
lignes et  un  seul.  Aux  deux  dispositions  du  trièdre  (T)  correspondent 
deux  systèmes  triples  qui,  à  un  déplacement  d'ensemble  près,  se 
déduisent  l'un  de  l'autre,  d'après  les  formules  (1),  au  moyen  d'une 
transformation  par  symétrie. 


IL  —  De  la  déformation  d'un  milieu  continu  en  général. 

3.  —  Introduclion  des  six  fonctions  habituellement  associées 
à  une  déformation. 

Définissons   une   déformation   d'un    milieu    continu    quelconque 
occupant   une   portion   de   l'espace   de   la   manière  suivante  :  nous 
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concevons  que  chaque  point  de  ce  milieu  éprouve  un  déplacement 
variant  d'une  façon  continue  avec  la  position  du  point  et  nous  sup- 
posons que  le  milieu  déformé  ne  puisse  pas  s'obtenir  en  imprimant 
au  milieu  primitif  un  déplacement  d'ensemble  combiné  ou  non  avec 
une  transformation  par  symétrie;  si  cette  dernière  circonstance  se 
présente,  nous  dirons^  pour  comprendre  tous  les  cas  dans  la  même 
définition,  que  la  déformation  est  nulle. 

Rapportons  le  milieu  avant  et  après  déformation  à  un  système 
d'axes  de  coordonnées  rectangulaires.  Soient  as,  y,  z  les  coordonnées 
primitives  d'un  point  et  ,/■  +  u,  7/  +  v,  s  +  >v  ce  qu'elles  devien- 
nent après  le  déplacement  de  ce  point.  Supposons  que  les  fonc- 
tions u,  V,  w  de  X,  y,  z  soient  définies  et  admettent  des  dérivées 
premières  continues  pour  toutes  les  valeurs  des  variables  correspon- 
dant à  des  points  du  milieu.  Un  système  quelconque  de  telles  fonc- 
tions u,  V,  w  détermine  une  seule  déformation;  mais  inversement, 
à  vme  déformation  ne  correspond  pas  im  seul  système  de  fonc- 
tions u,  V,  w,  si  l'on  a  égard  au  déplacement  d'ensemble,  combiné 
ou  non  avec  une  transformation  par  symétrie,  que  l'on  peut  toujours 
imposer  à  un  milieu  sans  le  déformer. 

Proposons-nous  de  définir  l'état  de  déformation  du  milieu  au 
moyen  d'autres  fonctions,  qui  seront  déterminées  d'une  façon  unique 
par  la  déformation  et  qui  la  définiront  sans  ambiguïté. 

Les  formules 

(10)  x^  =  X  -h  u,       y^^-=y  +  V,       Zj  =  c  +  w 

peuvent  être  considérées  comme  définissant  une  correspondance 
entre  deux  espaces,  l'un  lieu  du  point  (.c,  y,  r),  l'autre  lieu  du  point 
(osp  y^,  Zj).  Mais  on  peut  aussi  les  envisager  comme  des  formules 
rapportant  l'espace,  lieu  du  point  («j,  ?/j,  Sj),  à  un  système  de 
coordonnées  curvilignes  {x,  y,  z). 

D'après  le  numéro  2,  nous  avons  des  fonctions  satisfaisant  à  la 
question,  soit  en  prenant  les  six  coefficients  de  la  forme  différentielle 
quadratique  qui  représente  le  carré  de  l'élément  linéaire  du  second 
espace  rapporté  au  système  de  coordonnées  (ce,  i/,  z),  soit  en  prenant 
des  fonctions  convenables  de  ces  six  coefficients.  Or,  si 

.  (    dx\  -h  dy\  +  dz\  =  Ajdac*  +  A.^dy^  +  A^dz^ 

\  -h'2B^dydz -h'UB^dzdx  +  ^B^dxdy 

est  le  carré  de  l'élément  linéaire  du  second  espace,  cette  expression 
devient  identique  au  carré  de  l'élément  linéaire  du  premier  espace, 
lorsque  les  fonctions  A,-  se  réduisent  à  l'unilé  et  que  les  fonctions  B^ 
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s'annulent.  Nous  sommes  donc  amenés  à  adopter,  pour  définir  la 
déformation,  les  six  fonctions  s,,  y^  obtenues  en  posant  : 

Ai  —  1 

s.- =  —2 — '      Y.==B,., 

et  dont  les  expressions,  au  moyen  de  x,  y,  z,  se  calculent,  lorsque 
u,  V,  w  sont  données,  par  des  formules  telles  que  les  suivantes  : 

;    ^^  ~  ^  +  2  l\Ox)  -^  [j^)  +  [à^)  J' 

I       dw       dv       du.  du       d\  âv       àw  àw 

\    '*       dy        dz        ây  âz       ôy  dz        ày   dz' 

que  l'on  déduit  immédiatement  des  relations 


dx.  =  (1  +  --— )  dx  +  —^  dy  +^  dz, 
\         dx)  -•  ■  ^- 


^u   ,         du 

dy     ^       dz 


^^o\  ]    1  <^v   ,  (^       d\\    ,  dv   , 

(13)  /   di/  =-— dx  +  Il  +  — -     dj/  + -— dz, 

)  dx  \        dy)  dz 

résultant  de  la  différentiation  des  équations  (10). 


4.  —  Propositio7is  relatives  aux  fonctions  associées 
à  une  déformation. 

La  façon  dont  nous  venons  de  rattacher  les  six  fonctions  e,,  y-  à  la 
théorie  des  coordonnées  curvilignes  nous  conduit  immédiatement, 
d'après  le  n°  2,  à  la  proposition  suivante  : 

A  toute  déformation  correspondent  six  fonctions  e^,  y^  définies 
par  les  formules  {i'2)  et  leurs  analogues;  inversement,  au  système 
de  six  fonctions  ainsi  construites  correspond  une  déformation  et 
une  seule  ('),  celle  qui  leur  a  donné  naissance. 

Les  six  fonctions  déterminées  par  les  formules  (12)  et  leurs 
analogues  ne  peuvent  pas  être  prises  arbitrairement  ;  elles  véri- 
fient, en  effet,   un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles 


0)  En  considérant  comme  équivalentes  deux  déformations  qui  ne  diffèrent  que 
par  un  déplacement  d'ensemble,  combiné  ou  non  avec  une  transformation  par 
symétrie. 
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du  second  ordre;  à  toute  solution  de  ce  système  correspond  une 
déformation  et  une  seule. 

Le  cas  où  la  déformation  est  nulle  présente  un  intérêt  particulier; 
nous  avons  à  son  égard  la  proposition  suivante  : 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une  déforma- 
tion soit  nulle,  c'est-à-dire  pour  que  la  seconde  position  du  milieu 
se  déduise  de  la  première  au  moyen  d'un  déplacement  d'en^em- 
hle,  combiné  ou  non  avec  une  transformation  par  sym,étrie, 
s'obtiennent  en  annulant  les  six  fonctions  s,,  y^. 

5.  —  Déformation  homogène;  ses  six  composantes. 

Une  déformation  quelconque  étant  définie  par  les  six  fonctions  s.,  y^, 
la  déformation  la  plus  simple  est  celle  pour  laquelle  ces  six  fonctions 
sont  des  constantes  non  toutes  nulles;  on  l'appelle  déformation 
homogène;  les  valeurs  constantes  des  six  fonctions  e,,  y^  se  nomment 
ses  composantes. 

Les  six  fonctions  A,-,  B;  qui  figurent  dans  la  formule  (11)  étant  des 
constantes,  il  en  résulte  que  cc^,  ^j,  Zj  sont  des  fonctions  enlières  et 
linéaires  de  ce,  y,  z.  La  déformation  homogène  est  donc  définie  par 
les  formules 

(    Xi  =  a,o  +  (1  +  a,i)  X  +  a,, y  +  a^^z, 
(14)  <    î/j  =  a,,  +  a^i-x  +  (1  +  a^,)  y  +  a,^z, 

\      ^1    =  «30  +    «31=»    +    (tsiU    +    (1    +    «33)  2> 

OÙ  les  coefficients  a^j  désignent  des  constantes  telles  que  les  valeurs 
constantes  des  fonctions  s,,  y,  ne  soieiit  pas  toutes  nulles,  et  dont  les 
seconds  membres  sont  dos  fonctions  linéaires  indépendantes. 
Posons 

et  définissons  trois  angles  ai,  «2,  «3,  compris  entre  0  et  tc,  par  la 
formule 

(lo)  COS  iXi  =  —zn — =r  =  —  '  j 

\^kyk,       Kl-f-2£,  Kl-i-2£, 

OÙ  7,  J,  k  désigne  une  permutation  des  nombres  1,  2,  3, 

W^dx  ■=■]/  \  +  2£i  dx  est  l'arc  élémentaire  de  la  courbe  d'in- 
tersection des  surfaces  y  =  const.,  z  =  const.;  de  même,  H^di/ 
z=lV  \  +  2ej  dy  est  l'arc  élémentaire  de  la  courbe  d'intersection 
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des  surfaces  z  =  const,,  y  =  const.;  U^dz  =  |/ 1  -h  2z^dz  est  l'arc 
élémentaire  de  la  courbe  d'intersection  des  surfaces  x  =  const., 
y  =  const.  De  plus,  «j  est  l'angle  sous  lequel  se  coupent  les  arcs 
élémentaires  U^dy  et  H^dz;  a^  est  l'angle  des  arcs  élémentaires  H^dz 
et  Hjdx;  aj  est  l'angle  des  arcs  élémentaires  B^dx  et  lï^dy. 

L'arc  élémentaire  H^dx  du  second  espace  correspond  à  l'arc  élé- 
mentaire dx  du  premier;  par  conséquent,  dans  le  cas  de  la  déforma- 
tion homogène  où  les  H,-,  a,-  sont  des  constantes,  un  segment  de 
droite  parallèle  à  Ox  subissant  un  allongement  qui  ne  dépend  que 
de  sa  longueur,  et  non  de  son  origine,  nous  pouvons  parler  de 
l'accroissement  de  l'unité  de  longueur  prise  parallèlement  à  Ox, 
c'est-à-dire  de  la  dilatation  linéaire  suivant  la  direction  Ox;  elle 
a  pour  valeur  : 

H,-l=  Kl  +2£,  -1. 

Les  dilatatio7is  linéaires  suivant  les  directions  Oy  et  0-  sont  de 
même  : 


H,- 1=  Kl  +  2£, -1, 

113-1  =   ^1    H-2£3  —  1. 

Pareillement,  un  angle  droit  dont  les  côtés  sont  parallèles  kOy,  Oz 
devient  a^  et  cela,  quel  que  soit  son  sommet;  un  angle  droit  dont  les 
côtés  sont  parallèles  à  Oc,  Ox  devient  «j,  et  un  angle  droit  dont  les 
côtés  sont  parallèles  à  Ox,  Oy  devient  Xj.  Nous  pouvons  donc  aussi 

introduire  la  notion  des  dilatations  angulaires  ^  —  x^,  ^  —  aj, 

m-  MM 

6.  —  Déformation  en  nn  point  d^un  milieu;  ses  six  composantes. 

Envisageons  une  portion  du  milieu  non  déformé  entourant  un 
point  P  (ce,  y,  z).  Si  cette  portion  est  suffisamment  petite,  les  six 
fonctions  e^,  Yi»  qui  sont  des  fonctions  continues  de  x,  y,  z,  conser- 
veront, en  ses  différents  points,  sensiblement  les  mômes  valeurs, 
celles  qu'elles  ont  au  point  P  (x,  y,  z).  On  est  ainsi  amené  à  substi- 
tuer à  la  déformation  d'une  portion  du  milieu  entourant  un  point  P 
(ce,  y,  z),  lorsque  cette  portion  est  suffisamment  petite,  une  défor- 
mation homogène  dont  les  six  composantes  sont  les  valeurs  que 


(1)  Conformément  à  l'usage  habituel ,  noua  adoptons  ces  expressions  et  non 
leurs  valeurs  changées  de  signe. 
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prennent  au  point  (ce,  y,  z)  les  six  fonctions  associées  à  la  déformation 
du  milieu  considéré. 

C'est  ce  que  l'on  peut  encore  exprimer  de  la  façon  suivante.  Si 
nous  considérons  un  point  Q  {x  -\-  dx,  y  +  dy,  z  +  dz)  du  milieu 
non  déformé,  il  est  clair  que  les  nouvelles  coordonnées  de  ce  point 
ne  différeront  de 

a?!  +  dx^,       1/1  +  J?/i,       z^  +  dz^, 

que  de  quantités  qui  seront  infiniment  petites  du  second  ordre, 
lorsque  dx,  dy,  dz  seront  tous  trois  infiniment  petits  du  premier 
ordre.  Ceci  revient  à  dire  que,  dans  le  voisinage  de  P,  la  déformation 
est  sensiblement  définie  par  les  équations 

(   ^1  =  «10  +  (1  +  «11)  X  +  «12 Y  +  a^gZ, 

(16)  Y,  =  a,o  +  a,iX  +  (1  +  a,,)  Y  +  a,,Z, 

(   Zi  =  a,,  +  «giX  +  a,,Y  +  (1  +  a,,)  Z, 

où  X,  Y,  Z  désignent  les  coordonnées  d'un  point  Q  du  milieu  non 
déformé  par  rapport  au  point  P,  c'est-à-dire  par  rapport  à  trois 
axes  ayant  leur  origine  en  P  et  parallèles  aux  axes  coordonnés, 
où  Xi,Yj,  Zj  désignent  les  coordonnées  de  la  nouvelle  position  de  Q 
par  rapport  aux  mêmes  axes,  et  où  enfin  les  coefficients  a^,  qui 
sont  déterminés  en  même  temps  que  x,  y,  z,  sont  donnés  par  les 
formules 


(17) 


du 

âvL 

à  y 

du 

''-  =  ô-z 

âv 

dv 

âv 

"-'  =  àz 

a.in  =  w,     a,.  =: 


Ainsi,  la  déforrnalion  subie  par  la  portion  du  milieu  avoi- 
sinant  un  point  P  {x,  y,  z)  de  ce  milieu  est  sensiblement  une 
déformation  homogène  définie  par  les  formules  (16)  et  (17),  et 
ayant  pour  composantes  les  valeurs  que  prennent  au  point  P 
les  six  fonctions  s,-,  y-  qui  définissent  la  déformation  du  milieu 
considéré. 

Nous  désignerons  la  déformation  homogène  définie  par  les  for- 
mules (16),  (17),  sous  le  nom  de  déformation  au  point  P;  les 
valeurs  des  fonctions  c;,  y^  au  point  P  seront  dites  les  composantes 
de  In  déformation  au  point  P. 
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Les  résultats  acquis  au  n°  5  nous  montrent  que  nous  aurons 
au  2)oi7it  P  (x,  y,  z)  trois  dilatations  linéaires  suivant  Ox,  Oy,  Oz, 
ayant  pour  valeurs 


Kl-f2£i  — 1,       I/1+2S,  —  1,       |/l+2£3-l. 

Un  trièdre  trirectangle  de  sommet  P  et  d'arêtes  parallèles  aux  axes 
deviendra  un  trièdre  dont  les  angles  aj,  a^,  a.,  seront  définis  par  les 
formules  (15). 

Aux  remarques  précédentes  s'ajoutent  les  suivantes,  qui  intro- 
duisent une  notion  nouvelle,  celle  de  la  rotation  en  un  point  du 
milieu. 

7.  —  Les  deux  ellipsoïdes  de  déformation  et  la  rotation  en  un  point 
du  milieu.  Boformalion  pure. 

Les  formules  (16)  montrent  immédiatement  qu'il  existe,  en 
général,  un  trièdre  de  sommet  P,  que  la  déformation  au  point  P 
transforme  dans  un  trièdre  dont  les  arêtes  sont  respectivement 
parallèles  à  celles  du  premier. 

A  un  ellipsoïde  placé  dans  l'un  des  deux  espaces,  les  formules  (16) 

font  correspondre  un  nouvel  ellipsoïde,  et  à  trois  diamètres  conjugués 

de  l'un  des  ellipsoïdes  correspondent  trois  diamètres  conjugués  de 

l'autre.  En  particulier,  à  la  sphère  du  premier  espace,  qui  est  définie 

par  l'équation 

X2  +Y2  +  Z^  =  l, 

les  formules  (16)  font  correspondre  un  ellipsoïde  8^  que  nous  appelle- 
rons le  premier  ellipsoïde  de  déformation  relatif  au  point  P.  Cet 
ellipsoïde  étant  supposé  à  axes  inégaux,  il  existe  un  système  et  un 
seul  de  trois  diamètres  rectangulaires  de  la  sphère  considérée  qui  se 
transforment  par  (16)  en  trois  droites  rectangulaires  :  ce  sont  les  dia- 
mètres qui  se  transforment  dans  les  axes  de  l'ellipsoïde  Bf  De  même, 
à  la  sphère  du  second  espace,  qui  est  définie  par  l'équation 

(X.  —  a,,y  -h  (Yi  —  a^o)'  +  (Zi  —  a,,f  =  1 

correspond  l'ellipsoïde  g  défini  par  l'équation 

(1  +  2c,)  X'  +  (1  +  2s,)  Y*  +  (1  -^  2S3)  Z'  +  2yJZ 

+  2Y2ZX  +  2v,XYr=l 

et  que  nous  appellerons  le  second  ellipsoïde  de  déformaiio)i  relatif 
au  'point  P.  Ses  axes  correspondent  à  trois  diamètres  rectangulaires 
de  la  sphère  correspondante. 
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Ainsi,  en  général,  il  existe  un  trièdre  trirectangle  et  un  seul, 
celui  formé  des  axes  du  second  ellipsoïde  de  déformation,  qui  se 
transforme  en  un  nouveau  trièdre  trirectangle,  savoir  celui  formé 
des  axes  du  premier  ellipsoïde  de  déformation. 

On  peut,  de  plusieurs  façons,  par  une  rotalion,  suivie  de  la  transla- 
tion («jo,  a,„,  ajj),  appliquer  les  axes  de  l'ellipsoïde  8  sur  les  axes 
correspondants  de  l'ellipsoïde  T'^.  Parmi  ces  rotations,  nous  distin- 
guerons celle  pour  laquelle  les  trois  arêtes  d'un  trièdre  formé  avec 
les  axes  de  8  s'appliquent  finalemeut  sur  les  trois  arêtes  qui  lew 
corresjtondent  par  {[6)  et  qui  déterminent  un  trièdre  formé  avec  les 
axes  de  Gj.  Cette  rotation  sera  ce  que  nous  appellerons  la  rotation 
au  point  P  du  milieu. 

Pour  que  cette  dernière  soit  nulle,  il  faut  mais  il  ne  suffit  pas  que 
les  directions  des  axes  du  second  ellipsoïde  de  déformation  soient 
aussi  celles  que  (16)  laisse  invariables,  ce  qui  s'exprime  par 

^^23  ^~^  ^^325  ^31  ~~   '^ISJ  ^12  ^~   ^21' 

La  déformation  homogène  correspondant  à  ces  trois  relations 
s'appelle  une  déformation  pure. 


8.  —  Décomposition  de  la  déformation  en  un  point  du  milieu  en  une 
rotation  suivie  d'une  déformation  pure.  Bétermination  de  la 
rotation  en  un  point  du  milieu. 

Étant  donnée  une  déformation  homogène  définie  par  les  for- 
mules (14)  ou  (16),  où  entrent  douze  constantes,  on  peut  se  proposer 
de  la  remplacer  par  une  autre  déformation  homogène  équivalente, 
définie  par  des  équations  où  entrent  des  constantes  en  nombre 
moindre  et,  en  particulier,  en  nombre  égal   à  six. 

Parmi  les  solutions  en  nombre  infini  de  ce  problème,  on  peut  en 
distinguer  de  particulièrement  intéressantes. 

La  déformation  déterminée  par  les  équations  (16)  peut  être  rem- 
placée par  une  rotation  définie  par  les  formules 

!X'  z=  a\  +  h\   +  cl, 
Y'  =a'X  +  ?>'¥+  c'Z, 
^    Z'  =a'X  +  6'Y-+-  c'Z, 

où  a,  h,  c,  ...  désignent  les  coefficients  d'une  substitution  ortho- 
gonale de  déterminant  -+-  1,   suivie   de   la   déformation   homogène 

Cïnématique.  26 
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déterminée  par  les  relations 

X,  =  a,,  +  (l  +  a\,)  X'  +  ol,Y'  +  a[,Z' , 


(19) 

en  posant 


(20) 


\\  =  a,o  +  a',i\'  +  (4  +  a;^)  Y'  +  a^JJ, 
(  Zj  =  «3„  +  a',,X'  4-  a;,Y'  +  (1 


i  +  a'n 


«(-^") 


dv 
âx 

^*  âx 


1 


7    ^" 

à  II 


(-3 


\  7' 


'or 


+  c 


-^) 


et  six  équations  analogues. 

A  trois  droites  rectangulaires  quelconques  dans  l'espace  lieu  de 
(X,  Y,  Z)  correspondent  trois  droites  rectangulaires  dans  l'espace 
lieu  de  (X',  Y',  Z');  par  conséquent,  si  l'on  veut  (jue  la  déforma- 
tion (19)  soit  une  déformation  pure,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
rotation  (18)  soit  précisément  une  des  rotations  dont  nous  avons 
parlé  au  numéro  précédent  et  qui  amènent  les  axes  de  l'ellipsoïde  ë 
sur  ceux  de  l'ellipsoïde  8,. 

La  déformation  au  point  P  revient  donc,  et  de  plusieurs  façons, 
à  une  rotation  suime  âfmie  déformation  pure.  Dans  Vune  de  ces 
décompositions,  la  rotation  n'est  autre  que  la  rotation  au  point  P, 
qui  est  ainsi  définie  par  les  formules  (9),  où  a,  6,  c,  ...  forment  une 
solution  du  problème  consistant  à  déterminer  neuf  cosinus  qui  véri- 
fient, outre  les  relations 


(^2    +  y"    +  c-    —  i,  .a'a"-^  h'b"+  c'a' 

(21)    ^  a'î+  6"+  c'*=:l,     a'a  +  b'b  +  c'a 

(  «"2+  h"^  +  c''  =1,    .aa'  -]-  bi>'   +  ce' 

les  suivariteè  T 


0, 
0, 
0, 


a 

b 

c 

a' 

b' 

c' 

a' 

h' 

c" 

1, 


qui  s'écrivent 

âx  \        âyj  âz  âx  ây  \         âz  j 

âw       ,  âw 

(22)  (  a  -—  ^h  b--  + 
^     ■'  ^       âx  âji 

.au 


au         „âu 
âi/  Oz 


âv 
âz 
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9.  —  Dilatation  cubique  en  un  joint.  Équation  de  continuité. 

Désignons  par  1  le  déterminant 

an 
âz 
dv 
âz 

dont  le  carré,  formé  par  la  règle  de  multiplication  des  déterminants, 
s'exprime,  en  fonction  des  composantes  de  la  déformation  au  point  P, 
au  moyen  de  la  formule 


1  = 


1 

+ 

On 

âx 

au 
à  y 

D  (.»!,  Vi,  Zj)  _ 
D  {X,  y,  z) 

dv 
âx 
dw 

âx 

i  +  'p' 

ây 
âw 

ày 

\'== 


1  +  2s,  Y,, 

1+2; 


Yî 


1  -+-  2- 


L'élément  de  volume  dx  dy  dz,  tracé  autour  de  P  {x,  y,  z),  devient 
après  déformation 

(|A|  +  r,)  dx  dy  dz, 

Tj  tendant  uniformément  vers  zéro  avec  les  dimensions  de  l'élément, 
en  sorte  que 

0=  iA|  -1 

est  la  dilatation  cubique  au  point  P. 

Il  en  résulte  également  que,  pour  un  milieu  dont  la  densité  est  p 
avant  déformation  au  point  (x,  y,  :),  et  p,  après  déformation  au 
point  (x'j,  y^,  z^),  on  a  la  relation 

P  =  Pi  X  |A|, 

qui  est  une  des  formes  de  l'équation  de  continuité  considérée  en 
Hydrodynamique. 


10.  —  Transformation  des  composantes  de  la  déformation  en  un 
point.  Invariants  de  la  déformation.  Cas  particuliers  de  défor- 
mation en  un  point  :  extension  simple  et  glissement  simple. 

La  définition  adoptée  pour  les  composantes  de  la  déformation  en 
un  point  du  milieu  dépend  des  axes  coordonnés.  Si  l'on  considère  de 
nouveaux  axes,  on  aura  six  nouvelles  composantes,  qu'il  est  facile 
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d'exprimer  au  moyen  des  anciennes.  Supposons  que  les  directions 
des  nouveaux  axes  soient  définies  par  le  tableau  du  n°  1  et  soient  a;', 
y',  z';  x[,  y[,  z[  les  coordonnées,  par  rapport  à  ces  nouveaux  axes, 
des  points  {x,  y,  z),  {x^,  y^,  z,)-  On  a 

dx\'  +  dy[^  +  dz[^  =  dx\-^dy\+dz\  =  {\-¥lt,)dx^  +  {\+1t^)dy^ 
+  (1  +  1t^  dz^  +  ^Y.dî/  dz  +  1-!^dzdx  +  Sv^dx  dy 

et 

dx=zadx'   +  hdy'  +  cdz', 

dy  =  a'dx' +  h'dy' +  c'dz', 
dz  z=  a'dx'  +  h"dy'  +  c'dz'. 
On  a  donc 

dx\'  +  dy['  +  dz['  =  (i  +  2s;)  dx''  +{i  +  2s;)  dy"" 

+  (1  +  2s;)  dz"  4-  2y;  di/'dz'+  2y;  dz'dx'-h^Ys  dx'dy', 

en  posant 

e;  =  ty-  +  s,a'*  +  Sjtt"*  4-  vja'a"  +  Y,a"«  +  Ts^»'' 
v;  =  2sibc  +  2s..?yc'  +  2S36V  +  Yi  {b-C  +  h'c') 

+  Y2(^"c  +  6c')+T3(&c'+î>'c) 

et  quatre  formules  analogues. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  les  expressions 

£,    -f-    cj  +    Î3, 

y1  +  yl  +  ïl  —  ^  (=2^3  +  £3=1  +  siO. 

4£,£jS3  +  Y1T2Y3  —  ^iTi  —  '2Y5        ^sYs 

restent  inaltérées  par  une  transformation  de  coordonnées. 

Parmi  les  déformations  homo^^énes,  deux  sont  particulièrement 
intéressantes. 

Dans  la  première,  appelée  extension  s'impU,  les  lignes  parallèles 
à  une  direction  donnée  sont  dilatées  et  toutes  les  lignes  perpendicu- 
laires restent  invariables  en  longueur.  D'après  ce  qui  précède,  les 
conditions  pour  que  la  déformation  en  un  point  soit  une  extension 
simple  sont  : 

y!  +  y1  +  yI  -  ^  (^2^3  +  2*%+  '^r-^\  =  ^'     . 
4  s,  s,  s,  +  YiYsYs  —  2iYÏ  —  ^îTî.  —  ^sYs  =  ^> 

et  la  grandeur  de  cette  extension  simple  est 

Dans  la  seconde,  appelée  glissement  simple,  tous  les  points  dans 
un  certain  plan  restent  dans  ce  plan  après  la  déformation,  avec  leurs 
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positions  primitives,  et  tous  les  points  dans  un  plan  parallèle  au 
premier  restent  dans  leur  plan,  mais  y  sont  déplacés,  dans  des  direc- 
tions parallèles  à  une  ligne  donnée  dans  le  premier  plan,  proportion- 
nellement à  leurs  distances  à  ce  plan. 

Les  formules  définissant  un  glissement  simple  des  plans  y'=  const. 
parallèlement  à  l'axe  des  x'  du  triédre  coordonné  O'x'y'  z'  sont  : 

x[  =  x'+gtj',       y[  =  y',       z[  =  z', 

g  étant  la  grandeur  du  glissement.  Les  composantes  de  la  déforma- 
tion sont  : 

et  les  formules  (15)  du  n"  5  donnent  : 

La  grandeur  d'un  glissement  simple  pour  des  axes  de  coordonnées 
quelconques  est  donc 


(7  =  ±  K  Y^  +  ïl  +  Yl  —  ^*  i^,h  +  ^3^1  +  h-ù, 

et  les  conditions  pour  que  la  déformation  en  un  point  soit  un  glisse- 
ment simple  sont  : 

4  SiS^Sg  +    T1Y2Y3  —  £lïl    —   £2Ïi   —   -3Ï3  =  0> 

Y?   +   ïl   +   ïl  -  4  (^.^3  +   ^3^1  +   e,S,)  =  2  (s,  +    £,  +    S3). 


IIL  —  De  la  déformation  infiniment  petite. 

H.  —  Définition  de  la  déformation  infiniment  petite. 

Considérons  un  milieu  qui  se  déforme  d'une  façon  continue,  et 
supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  dans  les  formules  (10),  qui 
déterminent  les  coordonnées  a?,,  y^,  c,  de  la  nouvelle  position  du 
point  (x,  y,  z),  les  quantités  u,  v,  w  soient  fonctions  de  x,  y,  z 
et  d'une  nouvelle  variable  t;  le  milieu  proposé  correspondra,  par 
exemple,  à  la  valeur  zéro  du  paramètre  t. 

Lorsque  t  sera  infiniment  petit,  les  quantités  variables  en  même 
temps  que  la  déformation,  telles,  par  exemple,  que  les  fonctions  s,,  Yo 
différeront  de  leurs  valeurs  primitives  de  quantités  infiniment  petites; 
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l'étude  de  la  déformation  infiniment  petite  du  milieu  considéré 
n'est  autre  que  celle  de  la  partie  principale  de  tels  infiniment 
petits. 

Supposons  que  u,  v,  w,  fonctions  de  la  variable  t  en  même  temps 
que  de  x,  y,  z,  puissent  être  développées  suivant  les  puissances 
entières  positives  de  t  par  des  séries  qui  soient  absolument  et  unifor- 
mément convergentes,  ainsi  que  celles  dont  les  termes  s'en  déduisent 
par  différentiation  par  rapport  à  x,  y,  2;  u,  v,  w  devant  se  réduire 
respectivement  à  zéro  pour  t  =  0,  nous  aurons 

u  =  w  +  Mj  +  tt,  +  ••• 

V  =:  V  -h  t\    +  t\    +   ... 

W  =  iv  +  w^  4-  IV2  ■+"  •••■> 

en  désignant  par  i(,  v,  w  les  termes  de  ces  développements  qui 
renferment  t  en  facteur,  et  généralement  par  rt„,  v„,  iy„  ceux  qui 
renferment  i"+'  en  facteur. 


12.  —  Dilatations  linéaires  et  glissements  relatifs  à  la  déformation 
infiniment  petite. 


Avec  les  notations  précédentes,  nous  aurons  : 


du 

-—  +  .... 

dx 

dw       dv 

'       ^'—dy'^dz'^ 

dv 

du       div 
'       ''  ~  dz  '^  dx'^ 

div 

dv        du 
'      ^^''-J^'^  dy^ 

les  termes  non  écrits  renfermant  en  facteur  une  puissance  de  t  supé- 
rieure à  la  première. 
Les  dilatations  linéaires  au  point  P  suivant  0x,0y,0z  seront  : 


du  dv  dw 

dx  dy  dz 


',     -T-  + 


et  les  dilatations  angulaires  au  même  point  : 

dw       dv  du       div  dv       du 

dy        dz  dz        dx  dx       dy 

Lorsque  t  est  suffisamment  petit,  les  six  composantes  de  la  défor- 
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mation  en  un  point  ont  sensiblement  pour  valeurs  les  expressions 

au  àv  dw 

i    e.  =  --  j  e  ==  ~— ,  e.=  — —  ? 

\     ^       âx  ày  ^        âz 


I  dw       ôv  du       dw  âv        du 


(23) 

(   ^'"^  du    '    dz        ''- dz    '    dx'     ^'—dx'dy 

Les  trois  premières  e^,  e^,  e^  sont  aussi  sensiblement  les  dilata- 
tions linéaires  au  point  {x,  y,  z)  suivant  Occ,  Oy,  Oz;  nous  les 
appellerons  les  dilatations  linéaires  relatives  à  la  déformation 
infiniment  petite.  Les  trois  autres  ffy,  gr,,  g^  sont  de  même  sensible- 
ment les  valeurs  des  dilatations  angulaires;  nous  les  appellerons  les 
dilatations  angulaires  ou  encore  les  glissements  (n°  10)  relatifs  à 
la  déformation  infiniment  petite. 

Lorsque  t  tend  vers  zéro,  le  déterminant  A  du  n"  9  tend  vers  1; 
pour  t  suffisamment  petit,  la  dilatation  cubique  est 

„        du       dv       dw 
e  =  —  +  --  +  --  +  .... 
dx       dy       az 

Sa  valeur  approchée 

du       dp        dw 

0  = 1 1 ? 

dx       dy       dz 

que  nous  appellerons  dilatation  cubique  relative  à  la  déformation 
infiniment  petite,  est  égale  à  la  somme  des  valeurs  approchées  des 
dilatations  linéaires  suivant  les  trois  axes. 

d3.  —  Rotation  relative  à  la  déformation  infiniment  petite. 

Passons  à  la  rotation  en  un  point  du  milieu  ;  pour  t  =  0,  elle  se 
réduit  évidemment  à  zéro,  en  sorte  que  des  neuf  cosinus  a,  h,  c,  ... 
qui  figurent  dans  les  équations  (18)  du  n»  8,  trois,  a,  h' ,  c"  se  rédui- 
sent à  1  pour  t  =  0  ;  les  six  autres  se  réduisent  à  zéro. 

Si  l'on  pose 

\  /dw       dv\  \  /du       dw\  \/dv       du\ 

^'~'^\d^~dzP     '''~^\d^~"d^y     ^''~2\d^~dii)' 

on  trouve  immédiatement,  au  moyen  des  relations  (21)  et  (22),  les 
développements  suivants  : 

il  +  -^ 

a=z\ '     Q      '    +    •••>       b=—  T,  +   ...,  Cr=:Tj+..., 

«'=73-+-...,  h'==\  —^'     ^   "'    -f-    ...,       c':=—  T,+   ..., 

a^= -'.,+  ...,  h'=, ,+  ...,        '  c'=l-^i±^  .+-..., 
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les  termes  non  écrils  renfermant  en  facteur  une  puissance 
de  t  supérieure  à  celle  qui  entre  dans  les  termes  mis  en  évi- 
dence. 

Si  l'on  définit  la  rotation  par  un  segment  porté  sur  l'axe  de  rola- 
tion  et  égal  à  la  grandeur  de  la  rotation,  les  formules  (18)  montrent 
alors  que  les  projections  de  ce  segment  sont 


T,  + 


-.  + 


La  rotation  définie,  de  la  manière  qui  vient  d'être  indiquée,  par 
le  segment  dont  les  projections  sont  Tj,  -,,  Tj,  est  la  rotation  relative 
à  la  déformation  Infiniment  petite  au  point  (.f,  »/,  z);  si  t  est  suffi- 
samment petit,  elle  ne  dilTère  pas  sensiblement  de  la  rotation  au 
même  point  (x,  y,  z). 


14.  —  Proposilion  se  rapportant  au  cas  où  les  dilatations  linéaires 
et  les  glissements  relatifs  à  la  déformation  infiniment  petite 
sont  nuls. 

Cherchons  ce  que  deviennent  dan;>  le  cas  de  la  déformation  infini- 
ment petite  les  propositions  énoncées  au  n»  4. 

La  notion  du  sysliime  auxiliaire  de  M.  Darboux  va  nous  conduire 
facilement  aux  résultats  que  nous  avons  en  vue. 

Nous  avons  établi  au  no  4  que  le  système  d'équations  aux  dérivées 
partielles 


an 
dx 


d\x\ 
dxj 


à  X 


0, 


(24) 


dz 

2L\ 

dv/ 

àU 

-\' 

dv 
dz 

du 

-h 

d^w 
dx 

dv 
dx 

+ 

dn 

ày 

+ 


du  du 
dy  dz 
du  du 
dzdx  "^ 
du  du 


dx  dy 


dv  dv 

dw 

âv/       . 

dy  dz 

Oy 

rf:=''- 

dv  dv 
dz  dx 

dv/ 
dz 

âx 

dv  dv 
dx  dy 

dv/ 

^w_ 

dx 

àu~^' 

définissant  trois  fonctions  inconnues  u,  v,  w,  admettait  une  solution 
et  que  cette  solution  correspondait  au  déplacement  d'ensemble  le 
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plus  général  d'un  corps  invariable,  combiné  ou  non  avec  une  irans- 
formation  par  symétrie  (*). 

Appliquons  au  système  précédent  la  notion  du  système  auxiliaire 
de  M.  Darboux,  en  partant  de  la  solution  de  ce  système,  qui  est 
formée  de  fonctions  toutes  nulles. 

Le  système  auxiliaire  sera  formé  des  six  équations 

du       ^       dv        -  âw       -  0 IV        âv 

(25)   '  -^  ày        àz 

*       du       d  w       ^       dv       du 

dz        dx  dx       dy 

définissant  trois  fonctions  inconnues  ii,  v,  w;  sa  solution  générale 
correspond  aux  solutions  infiniment  petites  du  système  (24),  et  elle 
sera,  par  conséquent,  définie  par  les  formules 

u  =  t(Q  +  6z  —  cy,    v  =  i\-t  ex  —  az,    w  =  tVQ-\-  ay  —  hx, 

où  Wq,  l'o,  iCq,  a,  h,  c  sont  des  constantes,  et  qui  déterminent  la 
vitesse  d'un  point  (x,  y,  z)  d'un  système  invariable  à  un  instant 
donné. 

Pour  parler  autrement,  la  solution  générale  du  système  (25)  cor- 
respond au  déplacement  infiniment  pelit  d'un  point  (x,  y,  z)  d'un 
système  invariable,  dans  un  mouvement  infiniment  petit  de  ce 
système. 

On  pourra  rapprocher  les  considérations  précédentes  de  celles  qui 
se  trouvent  pages  107  et  suivantes. 


15.  —  Équations  de  Barré  de  Saint -Venant. 

Nous  avons  vu  au  n"  4  que  six  fonctions  quelconques  de  x,  tj,  z 
ne  peuvent  pas  représenter  la  déformation  d'un  milieu  continu  et 
qu'elles  doivent  vérifier  un  système  d'équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre,  qui  représente  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  les  équations  (12)  et  leurs  quatre  analogues,  où 
l'on  considère  les  c;,  y,-  comme  des  fonctions  données,  déterminent 
les  inconnues  u,  v,  w. 

On  peut  dire  encore  que  l'intégrale  générale  du  système  dont  nous 
venons  de  parler  est  définie  par  les  formules  (12)  et  leurs  analogues. 


(1)  Remarquons,  en  passant,  la  particularité  qui  se  présente  si  l'on  veut  écrire 
des  formules  déterminant  toutes  les  intégrales  du  système  (2i). 
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OÙ  u,  V,  W  désignent  des  fonctions  arbitraires.  Ceci  posé,  envisa- 
geons la  solution  qui  correspond  aux  valeurs  u=:0,  v  =  0,  w  =  0 
de  ces  fondions  arbitraires,  et  qui  est  ainsi  constituée  de  fonctions 
toutes  nulles,  et  formons,  à  l'égard  de  cette  solution,  le  système 
auxiliaire  du  système  considéré.  Envisagé  comme  définissant  six 
fonctions  inconnues. e,-,  ff;,  ce  système-auxiliaire  admettra  une  inté- 
grale générale  définie  par  les  formules  (23),  où  tt,  v,  lu  désignent  des 
fonctions  arbitraires.  Donc, 

Six  fonctions  quelconques  de  x,  y,  z  ne  peuvent  pas  être  prises 
pour  représenter  les  dilatations  linéaires  et  les  glissements  relatifs 
à  une  déformation  infiniment  petite;  elles  doivent  vérifier  un 
système  d'équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  qui 
représente  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  équa- 
tions (23),  où  les  Cl,  gi  sont  supposées  des  fonctions  données, 
déterminent  des  inconnues  u,  v,  w;  ce  système  n'est  autre  que 
le  système  auxiliaire,  formé  à  V égard  de  la  solution  constituée 
de  fonctions  toutes  nulles,  du  système  auquel  satisfont  les  fonc- 
tions ti,  Y«  dissociées  à  une  déformation  quelconque. 

Pour  établir  directement  les  équations  dont  nous  venons  de  parler, 
on  peut,  avec  M.  Beltrami,  procéder  de  la  façon  suivante.  Prenons 
comme  inconnues  auxiliaires  les  composantes t^,  t^,  t,  de  la  rotation; 
nous  obtiendrons  le  système  suivant  : 


du 

dTv 

«i; 

Ou 

— 

2 

au 

= 

9t 

2 

dx~  2  '^'^' 

â  IV       g^ 

Ox~  2       '^'■ 

d'v 

dy        2^^'' 

àv         gf, 
dz~  2~  ''' 

Oiv 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  l'existence  des  fonc- 
tions u,  V,  w,  lorsque  Tj,  Tj,  t.,  sont  supposées  connues,  s'obtiennent 
en  écrivant  : 

^  _  _1  /^3  _     \        ^—  ^(l^    .       \ 
dy  ~  dx\2        ^V'       àz        âx\2        'V' 

dz\2        ''J~  dy\2  "^  -y 
et  six  relations  analogues. 
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Lés  neuf  relations  ainsi  obtenues  se  résolvent  immédiatement 
par  rapport  aux  dérivées  partielles  de  Tp  Xj,  T3  et  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  de  l'existence  de  u,  v,  iv  sont  celles  qui 
expriment  que  le  système  suivant  : 


i  âx 

là., 

\àz 

2ây 

1  à  g,  ^ 

2  âz 

ây^        âe, 
âx         âz 

iâg, 
2'âx  ' 

â., 
âx 

1  âg,       âe, 

2  âx        ây 

2ây 

âe, 
âz' 

àT^__iâg, 
ây        2  âz 

.  -1  àg, 
2âx  ' 

âx^ 
ây- 

âe,       1  âg^ 
âx        2  ây 

âe, 

à  y 

2  âz  ' 

à-,.^'^àg, 
Jï       2  âz 

èx 

âT,_ 

âz 

iâg,       iâg, 
2  âx       2  ây 

déterminant  les  auxiliaires  t,,  t^,  Tj,  est  compatible  (^).  Nous  obte- 
nons ainsi  les  six  équations  données  pour  la  première  fois  par  Barré 
de  Saint-Venant  : 

/  ^2  ^  ^  _   '^'9i  ^  Q      2  ^''''    +  --  (ti^  —  ^Jb  —  ^Jl\  —  0 
l  âz-        ây*       âyâz  '        âyâz       âx\âx        ây        âz)         ' 

(27)    f-^'+^-ZlL^O;    2|^  +  ^(^._^_£2l)  =  o, 
\âx^        âz'        âzâx  âzâx       ây  \ây         âz        âx) 

I  â^e.       â*e^         â^g,        ^       ^  â*c^  â    /âq.,       âg,       âgA 

\  ây^        âx^       âxây  âxây       âz  \âz         âx        ây J 

IV.  —  De  l'emploi  du  trièdre  de  référence  mobile. 

10.  —  Quelques  formules  relatives  à  la  déformation  en  général. 

L'étude  de  la  déformation  d'un  milieu  conlinu  peut  être  envisagée 
comme  étant  celle  du  système  triple  de  surfaces  qui,  dans  le  milieu 
déformé,  correspond  au  système  orthogonal  de  plans  coordonnés 
auquel  le  milieu  est  rapporté  avant  la  déformation. 

Adjoignons  à  ce  système  triple  de  surfaces  un  trièdre  mobile  dont 
l'origine  est  au  point  Pj,  dont  les  coordonnées,  par  rapport  aux  axes 
fixes,  sont  : 

OJj  =  33  +  u,         7/,  =  //  +  V,         Cj  =  s  +  w, 

et  dont  les  axes  Pja;',  P, //',  V^z'  ont  des  directions  définies  par  le    * 

(•)  Remarquons,  en  passant,  que  lorsque  les  c,-,  gi  sont  nuls,  les  considérations 
précédentes  ne  diffèrent  pas  de  celles  qui  se  trouvent  pages  108  et  109. 


412  LEÇONS   DE   CINÉMATIQUE. 

tableau  du  n°  1  ;  en  conservant  les  notations  de  ce  numéro,  sauf  en 
ce  qui  concerne  les  paramètres  p,,  p,,  p,,  qui  seront  désignés  ici 
respectivement  par  x,  y,  z,  les  formules  (1)  nous  donnent  les  sui- 
vantes : 

1  +  —  =  açj+  bra+  cl,, 

(28)  {  ^^^  =  a\-^-h'-n,+  c'l,,   ■ 

àw 

âx 

et  les  six  analogues. 

Désignons  par  u',  v',  w'  les  projections  du  déplacement  (u,  v,  w) 
sur  les  axes  du  trièdre  mobile;  le  point  dont  les  coordonnées  sont 
X,  y,  z  par  rapport  aux  axes  fixes  a  pour  coordonnées  par  rapport 
aux  axes  mobiles  correspondants  —  u',  — v',  — w';  nous  pouvons 
donc  identifier  les  trois  expressions 

adx  -{-  a'dy  +  a"dz,  hdx  +  h' dy  +  h"dz,  cdx  +  c'dy  +  c^dz 

avec  celles  qu'on  déduit  des  formules  (3)  où  l'on  remplace  p,,  pj,  p.^, 
X,  y,  z  respectivement  par  x,  y,  z,  —  u',  —  v',  —  w'.  11  vient 
ainsi  les  relations 

/    .  an' 

(29)  r,,  =  b  +  ^    +r,u'-/),w', 

;   Cl  =c  +  -j^  +  Pi""  -^1^ 

et  six  analogues,  que  l'on  pourrait  aussi  établir  par  un  calcul 
direct. 

Maintenant,  en  rapprochant  les  formules  (7)  de  celles  du  no  3, 
nous  avons  les  relations 

-i  = *— 2 '       ''''  =  ^^-■'-  +  '''^'^"^  "^  ^-J^-'--- 

Parmi  les  parLicularisations  du  triètlre  mobile  qui  sont  utiles  dans 
les  applications,  on  peut  signaler  la  suivante;  prenons  pour  trièdre 
mobile  le  trièdre  qui  s'obtient  en  donnant  au  trièdre  de  sommet  P, , 
et  dont  les  axes  sont  parallèles  aux  axes  des  ce,  y,  z,  la  rotation  au 
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pomt  P  (x,  y,  z)  définie  au  n"  (7),  Les  relations  (22)  deviennent  ici, 
en  vertu  des  formules  (28),  les  suivantes  : 

(30)  Y):}  =  ra ,       ^,  =  ^3  >       ^i  =  'Or 


17.  —  Formules  relatives  à  la  déformation  infiniment  petite  lors- 
qu'on particularise  le  trièdre  mobile  :  équations  de  Barré  de 
Saint-Venant. 

Cherchons  ce  que  donnent  ici  les  considérations  développées  aux 
n°s  11  et  suivants,  à  l'égard  de  la  déformation  infiniment  petite, 
lorsqu'on  particularise  le  trièdre  mobile,  comme  nous  venons  de 
l'indiquer,  de  telle  sorte  que  l'on  ait  les  relations  (30).  Les  rela- 
tions (29)  et  leurs  analogues,  jointes  aux  résultats  du  n»  13,  et 
aux  formules  (2),  donnent  alors  immédiatement  les  développements 
suivants  : 

Çj  =  1    +  (',  +   ...,     ^,  =  ^  f/j  4-  ...  ,  Ç3  =   2  î/a  +  •••  j 

(^Ti  ^-^  d^i 


à-,  âx,  â 


■i> 


'        dx  '        âji  ^'        dz 

à-.  à:.,  â-^ 

^        dx  '        àij  ^        âz 

où  gj,  Cj,  Cj,  g^,  g,,  gfj  sont  définis  par  les  formules  (23),  et 
par  les  formules  du  no  13. 

Si  nous  portons  ces  développements  dans  les  équations  (4)  et  (5), 
et  si  nous  n'avons  égard  qu'à  la  première  puissance  de  t,  il  vient,  en 
outre  des  relations  identiques  telles  que 


âxâij        âgdx 
les  relations  (26). 

Nous  sommes  donc  ramenés  au  système  rencontré  dans  la  démons- 
tration que  nous  avons  donnée,  d'après  M.  Beltrami,  des  équations 
de  Barré  de  Saint-Venant;  les  considérations  précédentes  doivent 
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être  évidemment  rapprochées  de  celles  que  nous  avons  développées 
au  no  15  relativement  à  l'application  de  la  notion  du  système  auxi- 
liaire de  M.  Darboux. 


V.  —  Du  cas  où  le  milieu  non  déformé  est  rapporté 
à  des  coordonnées  curvilignes  quelconques. 

18,  —  Formules  relatives  à  la  déformation  en  général. 

Proposons- nous  de  chercher  ce  que  deviennent  les  formules  éta- 
blies dans  les  paragraphes  précédents  lorsque  le  milieu  non  déformé 
est  rapporté  à, un  système  triple  quelconque  de  surfaces  dont  les 
paramètres  sont  p,,  Ps,  Ps- 

Pour  ne  pas  multiplier  les  notations,  nous  conserverons,  pour  ce 
système  triple,  celles  adoptées  au  n°  16  pour  le  système  triple  du 
corps  déformé.  Nous  considérerons  donc  un  trièdre  mobile  dont  le 
sommet  est  au  point  P,  qui  a  pour  coordonnées  x,  y,  z  par  rapport 
aux  axes  des  x,  y,  z,  et  dont  les  axes  Pas',  Py' ,  Vz'  ont  des  direc- 
tions définies  par  le  tableau  du  n^  1  ;  Ç; ,  r,;,  C,:  seront  les  composantes 
de  la  vitesse  de  l'origine  des  axes  mobiles  relativement  à  ces  axes, 
quand  p;  varie  seul  et  joue  le  rôle  du  temps;  p,,  g,-,  r,  définironf, 
par  rapport  aux  mêmes  axes,  la  rotation  du  trièdre  relative  au  para- 
mètre pj. 

Les  coordonnées  x,  y,  z,  par  rapport  aux  axes  fixes,  de  l'origine  P 
du  trièdre  mobile  sont  des  fonctions  de  ses  coordonnées  curvilignes 
qui  vérifient,  d'après  les  formules  (1),  les  relations 

/         dX     =Z^     (rt;;       +     b-/];     +     C'Çi)    dp,-, 

<31)  d!i=.^{a''q,  +  b'r,,-\-c'Qdp„   ^i  =  l,2,3), 

f    dz  =2  (a%  4-  b'rj,  +  c"!;,.)  dp,, 

que  l'on  peut  encore  écrire 

;'  adx  +  a'dy  -h  a"dz  —  ^  ç,tip;, 
(32)  I   hdx  +  Vd[i  +  Vdz  =  2  Y)idp,-, 

f  cdx  +  c'dy  4-  c'dz  =^  'd^ipi- 
Soient  u,  v,  w  les  projections  sur  les  axes  fixes  du  déplacement  PPi 


NOTE  DE  MM.  EUGÈNE  ET  FRANÇOIS  COSSERAT.        415 

du  point  P,  et  u',  v',  w'  les  projections  du  même  déplacement  sur 
les  axes  mobiles. 

Considérons  le  carré  de  l'arc  élémentaire  décrit  par  le  point  Pj, 
■savoir  : 

{dx  +  du)*  +  (dj/  +  dvy  +  (dz  +  dwf, 

ou  encore,  avec  les  notations  du  n"  3, 

(1  +  2£,)  dx'-  +  (1  -H  2-:,)  d>f  +  (1  +  2e,)  dz^  +  Sy^  dydz 


(34) 


(33)  , 

(  +  ^y^dz  dx  +  Syjdx  dy. 

Nous  pouvons  le  calculer  au  moyen  des  formules  (3);  il  nous  suffit 
de  remplacer  dans  les  trois'espressions  (3),  les  lettres  a-,  y,  z  par  les 
lettres  u',  v',  w',  et  de  faire  la  somme  des  carrés,  ce  qui  nous  donne 


[St'  +  ^+î''^' -?."■)]' 


Nous  tufoïïSd'é'lâ"  la  ^ÔiteUMon  "suivante  .'      ••••'• 

Potir  calculer  les  six  com.'posante^.j.i,  y^  de  j£i  déformation 
au  point  P,  on  effectuera  dans  la  forme,  <J}foii^d7iatique  (34)  en 
dp^,  dp^,  dp3,  la  substitution  dé  finie  j^a^r  la  ^résolution  des  for- 
mules (31)  ou  (3^);  on  identifiera  la  noiiy^Ue  forme  quadratique 
en  dx,  dijy  dz  ainsi  obtenue  avec  la  forme  quadratique  (33). 

On  peut  présenter  la  règle  précédente ^sous  utie^autre- forme. 

Prenons  comme  inccyinues- auxiliaires  les  composantes  s/,  y,'  de  la 
déformation  au  point  Ppar  rapport  aux  axes'Po;',  Pj/',  Vz'  issus  de 
ce  point.  D'après  ce  que  n,ous  avons  dit  au  n"  10,  dès  que  les  six 
quantités  s,',  y;  se;  ont  connues,  nous  aurons  les  e^,  y,-  par  les  formules 

(35)     y^,  =  2i[a'a"-\-2e[b'b'-^  Scjc'c"-!-  yl  (6'c"+  &"c') 

(  +  y;  {c'a'+  c"a')  +  y;  (a'6"+  a'b') 

et  les  quatre  analogues;  d'autre  part,  d'après  le  même  numéro,  si 
l'on  effectue  sur  la  forme  quadratique  (33)  la  substitution  définie  par 
les  formules 

dx  =  adx'  +  hdy'+  cdz' , 


/   dx  =  a< 
*   dy  =  a' 


'rlr' 


(36)  dy  =  a'dx'+  b'  dy' +  c'd 

(   dz  ^a'dx'-h  b'dy'  -h  c'dz'^ 
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on  trouve  la  forme  quadratique 

(   (1  +  2s;)  dx'^  +  (1  +  24)  dy'^  +  (1  +  2s;)  dz'^ 
^    '      (  +'2Yidy'dz'+2Yidz'dx'-i-'2Y3dx'dy'. 

Si  l'on  compare  (32)  et  (36),  on  a  donc  la  règle  suivante  : 

Pour  calculer  les  six  composantes  s,',  y/  de  la  déformation  au 
point  P  par  rapport  aux  axes  Px' ,  Py',  Pr',  on  effectuera  dans 
la  forme  quadratique  (34)  en  dp^,  dp,,  dp^  la  siihstitutioii  di'.finic 
par  la  résolution  des  formules 

(38)         dx'=^B,dpi,     dy'==^T,;dp,,     dz'=yz,dpi, 

et  on  identifiera  la  nouvelle  forme  quadratique  en  dx',  dy' ,  dz' 
ainsi  obtenue  avec  la  forme  quadratique  (37). 


19.  —  Formules  relatif  es  à  la  déformation  infiniment  petite. 

Supposons,  comme  au  n"  11,  que  u,v,w  soient  fonctions  d'une  varia- 
ble t  en  même  temps  que  de  p^,  p^,  p,,  et  puissent  être  développées 
suivant  les  puissances  entières  positives  de  t,  par  des  séries  absolu- 
ment et  uniformément  convergentes  dont  les  premiers  termes  soient 
II,  V,  w;  les  neuf  cosinus  a,  h,  c,  ...,  étant  indépendants  de  t, 
u',  v',  w'  seront  aussi  développables  par  des  séries  dont  les  premiers 
termes  u' ,  v' ,  iv'  seront  respectivement  les  projections  sur  les  axes 
mobiles  du  segment,  dont  les  projections  sur  les  axes  fixes  sont  ii,  v,  w. 

Si  nous  cherchons  les  premiers  termes  e,,  g/  des  développements 
de  £;,  Y;,  il  suffira  d'utiliser  l'une  des  règles  du  numéro  précédent; 
prenons  la  seconde;  en  désignant  par  e,',  gl  les  premiers  termes  des 
développements  de  e,',  y/,  pour  en  déduire  les  e,-,  g^,  il  suffira  de 
remplacer,  dans  les  formules  (35)  et  leurs  analogues,  s,,  y^,  s,',  yj 
respectivement  par  C;,  gi,  el,  g'. 

D'autre  part,  on  aura  la  règle  suivante  : 

Pour  calculer  les  six  quantités  cl,  gl ,  on  effectuera  dans  la 
forme  quadratique  en  dpi,  dp^,  dp^  suivante: 
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la  substitution  définie  par  la  résolution  des  formules  (38),  et  l'on 
identifiera  la  nouvelle  forme  quadratique  en  dx' ,  dy' ,  dz'  ainsi 
obtenue  avec  la  forme  quadratique 

e[dx'^  -{-  e'^dy'^  +  e'^dz'^  -i-  g[dy'  dz'  +  g'^dz'  dx'  +  g'^dx'  dij' . 

Il  est  intéressant  de  reprendre,  pour  le  cas  général  que  nous 
venons  d'envisager,  les  considérations  développées  aux  n°s  16  et  17, 
mais  nous  nous  bornerons  ici  aux  indications  précédentes. 


Ctnema  tique.  27 
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Coordonnées  télraodrii[i.ies  des  segments. 


suivant 

les  arêtes 

d'un  télraèdre 


Décomposition  1  •  Soit  un  tétraèdre  dont  les  sommets  seront  désignés  par  1,2,  3,  4 
d'un  segment  et  AB  un  segment.  Joignons  le  point  A  à  trois  des  sommets,  à  1 ,  2,  3, 
par  exemple;  on  peut  regarder  A]{  comme  la  somme  géométrique  de 
trois  segments  portés  par  les  droites  1  A,  2A,  3  A.  Ces  trois  segments, 
à  leur  tour,  peuvent  être  décomposés  en  d'autres  portés  par  les  six 
arêtes  du  tétraèdre,  et  en  composant  entre  eux  les  segments  portés 
par  une  même  arête,  on  arrive  à  constater  l'exactitude  de  ce 
théorème  : 

Tout  segment  AB  est  équivalent  à  un  système  de  six  segments 
portés  par  les  arêtes  d'un  tétraèdre  donné. 

On  peut  ajouterque  cette  représentation  n'a  lieu  que  d'une  manière, 
Sojent,  en  effet,  plus  généralement,  (S,^,  Sjj,  S,^,  S,,,  S^j,  8,  J  et 
(S^,,  SJj, ...,  Sj^,)  deux  systèmes  de  segments  équivalents  portés  par 
les  six  arêtes  d'un  même  tétraèdre.  S,,  et  S^j  par  l'arête  12,  S,.j  et 
SJj  par  l'arête  13,  etc.  L'équivalence  de  ces  deux  systèmes  exige  que 
leurs  moments  résultants  relativement  à  tout  axe  de  l'espace  soient 
les  mêmes.  Prenons  les  moinents  par  rapport  à  l'axe  dirigé  suivant 
l'arête  12,  tous  ces  moments  sont  nuls  sauf  ceux  des  segments 
Ssi  et  S3J  portés  par  l'arôle  opposée;  l'égalité  des  moments  entraîne 
ici  celle  de  ces  deux  segments  eux-mêmes.  Même  démonstration  pour 
tous  les  autres  segments. 

Ceci  posé,  considérons  le  segment  S,jt  porté  par  l'arête  ik;  ox\  peut 
regarder  ce  segment  comme  le  produit  du  segment  ik  par  un  nombre 
algébrique  pn,.  La  valeur  absolue  de  p^.  est  le  rapi>ort  des  longueurs 
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de  S,^.  et  de  l'arête  ik;]e  signe  de  p^.  est  +  ou  —  selon  que  8,^.  et 
l'arête  ik  sont  de  même  sens  ou  bien  non. 

Si  l'on  changeait  le  sens  de  l'arête,  ce  qui  revient  à  échanger  i 
et  k,  on  voit  quep,^.  changerait  de  signe;  ce  que  l'on  peut  exprimer 
en  écrivant 

îhi  =  —  Piky 

on  voit  donc  que  l'on  a  six  quantités 

Piî^       Pi3y       Pii^       PiSi       Psiy       Piti 

Coordonnées     qui  définissent  complètement  le  segment  AB  par  rapport  au  tétraèdre 
tétraédiiques.    proposé.  Ces  six  quantités  constituent  les  coordonnées  tétraédriques 

du  segment. 
Considérons  le  système  des  six  segments  S,j,  S,,,  Sj^,  Sj^,  S^j,  8,3. 

Les  moments  de  ces  segments  pris  deux  à  deux  sont  tous  nuls  sauf 

pour  les  trois  couples  portés  par  les  arêtes  opposées.  L'aulomoment 

(p.  25)  de  ce  système  se  réduit  donc  à 

moment  (Sj^,  SgJ  +  moment  (Stg,  S^J  +  moment  (s,^,  Sj,). 

Or,  si  [j.  désigne  le  moment  des  arêtes  12  et  34,  lequel  est  égal  à 
celui  des  arêtes  13  et  42,  et  à  celui  des  arêtes  14  et  23,  et  égal  en 
valeur  absolue  au  sextuple  du  volume  du  tétraèdre  1234,  on  voit  faci- 
lement, d'après  le  n°  6,  que 

moment  (Si2,  SjJ  rrr;),2.p3^.;j,, 

moment  (Sjg,  S,J  =  p^^.p^^.\^., 
moment  (S,j,  S,,)  r=_p,j.p^3.[j., 

d'où  pour  l'aulomoment, 

!^-[PlîP3i    +Pl3Piî    +PuP.3l- 

Mais  le  système  étant  équivalent  à  un  segment  unique  AB,  cet 
automoment  est  nul,  on  a  donc 

Relation 

liJeniique.  Réciproquement,  si  six  nombres  p^,  p^y  ...  sont  liés  par  l'équa- 

tion ci-dessus  et  si  on  les  regarde  comme  des  nombres  par  lesquels 
on  multiplie  les  segments  12,  13,  ...  de  manière  à  obtenir  des  seg- 
ments S(2,  Si;j,  ...  portés  par  les  arêtes  du  tétraèdre,  ces  six  segments 
forment  un  système  dont  l'aulomoment  est  nul  et  qui,  par  consé- 
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Moment 
de  deux 
sosmenis. 


Au'res 
coordonnées 
tétraédriques. 


quent,  est  équivalent  à  un  segment  unique  ou  exceptionnellement  à 
un  couple. 

Soient  deux  segments  AB,  A'B',  dont  p,^.,  j^'k  sont  les  coordonnées 
tétraédriques. 

Si,  par  le  même  raisonnement  que  ci-dessus,  on  cherche  le 
moment  de  ces  deux  segments,  on  sera  conduit  à  chercher  les 
moments  de  segments  S;^  et  de  segments  S;„„  portés  par  les  arêtes  du 
tétraèdre.  Six  seulement  de  ces  moments  seront  différents  de  zéro  et 
l'on  trouvera,  comme  ci-dessus,  que  le  moment  de  AB,  A'B'  a  cette 
expression: 

moment  (ÂB,  .VB"')  =  (p,^p;^  +  p^.^p[^  +  p^^p'^^ 

+  P'iiPn    +  PuPii  +  P'iiPn)  l^- 

Cherchons,  par-  exemple,  quel  est  le  moment  q^^  du  segment  ÂB 
et  du  segment  34.  Les  coordonnées  de  ce  dernier  segment  sont  toutes 
nulles,  sauf  sa  coordonnée  p^,^  qui  est  égale  à  l'unité;  on  a  donc, 
d'après  cela,  p^^,  p^^,  ...  étant  les  coordonnées  de  ÂB, 

'lu  =  '^-Pn-    . 
On  aura  ainsi  pour  les  six  arêtes. 


(la  =  l'-Piv 


lii  =  V-Pi:i, 


'/l4  =  V-Pisy 


On  peut  prendre  comme  coordonnées  du  segment  AB,  au  lieu  des 
nombres  p-^,.  les  nombres  7,^.,  qui  représentent  ses  moments  par 
rapport  aux  six  arêtes  du  tétraèdre.  Les  formules  de  transformation 
précédentes  montrent  que  les  six  coordonnées  g,-^.  d'un  segment  véri- 
fient la  relation 

et  que  le  moment  de  deux  segments  a  pour  valeur,  avec  ces  coor 
données, 


r 

Coordonnées         Observons  que  si  les  p^.  viennent  à  varier  en  conservant  des  rap- 
téiraédriques     ports  constants,  ces  quantités  deviennent  les  coordonnées  d'un  seg- 
ment de  longueur  indéterminée  sur  sa  ligne  d'action,  elles  consti- 
tuent les  coordonnées  tétraédriques  d'une  droite. 


d'une  droite. 


Coordonnées 
tétraédriques 
d'nn  système 
de  seçfmenls. 


Forme  réduite 
quand 

on  rapporte  à 
deux  droites 
conjuguées. 
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2.  Considérons  plusieurs  segments  (p[^,  p[^,  ..,)  (p[^,  pj,,  pj^,  ...) 
(PÏ's»  P"i3i  V"u->  •")i  et  posons  d'une  façon  générale 

P«  =  p/i  +  v\k  +  K  +  ...; 

si  l'on  multiplie  l'arête  ik  par  P-^.,  on  obtient  un  certain  segment 
S;j,,  ce  qui  fait  en  tout  six  segments  Sj,,  Sjg,  Sj^,  8,3,  83^,  S^  portés 
par  les  arêtes  du  tétraèdre;  de  plus,  l'ensemble  de  ces  six  segments 
forme  évidemment  un  système  équivalent  au  système  des  segments 
proposés.  On  peut  dire  de  ces  quantités  P,^.  que  ce  sont  les  coordon- 
nées du  système  de  segments.  Cberchons  l'expression  du  moment 
résultant  du  système  de  segments  en  question  avec  un  segment 
donné  X  (^î,,,  p,,,  p^,,  ^,3,  pj,,  pj. 

Ce  moment  résultant  sera  la  somme  des  moments  de  chacun  des 
segments  considérés  avec  le  segment  X,  c'est-à-dire 

^-  2  (plsPsi  +  PI3P42  +  v'uVz,  +  P'uPii  +  P'iiPn  +  p'uPii) 

=  H'  [PlîP3i    +    Pl3p4î    +    PuP34    +    ^nPii    +    P4,Pi3    +    ^U^ul 

Si,  en  particulier,  la  droite  qui  porte  le  segment  X  a  un  moment 
nul,  on  voit  que  le  complexe  linéaire  qui  est  le  lieu  de  ces  axes  sera 
représenté  par  l'équation 

^uPsi  +  ^uPii  +  ^uPn  +  PsiP.a  +  P42P13  +  PjsPii  =  0- 

Supposons,  par  exemple,  que  les.  arêtes  12  et  34  soient  deux  droites 
conjuguées  du  complexe.  Alors  il  existera  un  segment  Sjj  porté  par 
l'arête  12  [et  un  segment  83^  porté  par  l'arête  34,  formant  à  eux 
deux  un  système  équivalent  au  système  proposé.  11  en  résulte  que 
tous  les  P;;;.  sont  alors  nuls  sauf  P^^  et  V^^,  et  l'équation  du  complexe 
acquiert  la  forme  plus  simple. 

Pn-Pai  +  Pai-l'ia^O» 
ou  encore  p^^  +  ap^^  =  0,  a  désignant  une  constante. 


NOTES  DE  l'auteur.  423 


II 

La  théorie  de  Grassmann  sur  l'étendue  figurée. 


Systèmes  1.  Soient  des  points  Pj,  P^,  ...  affectés  de  coefficients  ou  masses 

de  points.       ^^j^^  i>j^^  ...  et  ABC  un  triangle  quelconque  doué  d'un  sens  de  par- 
cours, par  exemple  le^sens  ABC. 
Formons  la  somme 

Wj  tétraèdre  (ABCP,)  +  m^  tétraèdre  (ABCP,)  ^-  ..., 

où  le  tétraèdre  ABCP,  est  le  tétraèdre  construit  sur  le  segment 
AB  et  sur  le  segment  GP,-;  supposons  que  pour  d'autres  points 
Pj,  Pj,  ...  affectés  des  masses  mj,  Wj,  ...,  le  triangle  ABC  restant 
le  même,  la  somme  ci-dessus  garde  la  même  valeur,  et  cela  quel  que 
soit  le  triangle  ABC.  On  dit  alors  que  les  deux  systèmes  des  points 
P,,  Pj,  ...  et  Pj,  Pj,  ...  sont  équivalents. 

Tout  système  de  points  est,  à  ce  point  de  vue,  équivalent  à  un 
point  unique  affecté  d'un  coefficient  ou  masse  égal  à  la  somme  des 
coefficients  ou  masses  des  points  du  système;  ce  point  unique  est  le 
centre  de  gravité  du  système  des  points  proposés. 

Cette  conception  des  systèmes  de  points  équivalents,  due  à  Grass- 
mann, correspond  au  Calcul  Baryoentrique  de  Môbius  et  à  la  théorie 
classique  des  centres  de  gravité. 
Systèmes  Considérons  encore  avec  Grassmann  des  segments  Sj,  Sj,  ...  affectés 

I.'  segments,    de  coefficients  n?,,  m^,  ...  et  soit  X  un  segment  arbitraire  quelconque, 
formons  la  somme 

wij  .tétraèdre  (Sj,  X)  +  m,  tétraèdre  (S^,  X)  -+-  ... 

où  les  signes  sont  pris  conformément  à  nos  conventions.  Si,  pour  un 
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i  de  M^fls  Sî,  S^  ...  et  de  eoeffidents  m^,  m^  ..:, 
X  restant  le  nêaie,  la  sotBiiie  pféeédente  cwueiic  la 
Talev  et  cela  çiiei  ^  Mit  le  M^nx^nf  X,  on  dît  que  ks  deux 
de  wgiwBlt  «B«t  éyritdeats. 
Cette  iMlioa  ot -aAnfauneat  la  Méae  q[oe  celle  des  systèmes  de 
•fgfrts  éqwfalols  qae  mnh  aioBS  dwiirfe.  Si  Fon  remplaoe,  ea 
efct,  le  a^gMCBt  ^i  pau*  le  prodait  de  ee  segment  par  le  mtmhn  m^, 
et  de  aièaie  po«r  tons  les  aesneats,  «M  Toit  que  Ton  peid,  saas  iaeiMi- 
rénieBt,  réàmn  tovs  les  m.  à  roaité  dans  la  notkm  de  la  coaune 
«â-dranw,  Gepeadanit,  en  me  des  applications  nlténeores  de  la  ootioD 
de  Ciriiiiminii  il  v  a  atanta^  à  eonaerver  ces  6Defïk'ieDt«. 

Enfin,  panr  eoMpléta'  la  trilogie  »— *r"fff  par  fîmaniinn,  suppo- 
sons des  trianf^  A,B,C„  A,B,C^  ...  donés  de  sens  de  pareoon 
(Tofdre  procèdent  des  lettres  peot  étfe  supposé  fbnmir  ce  sens)  et 
de  wiWFf  m,,  m^  — ,  prenons  un  point  P  quiconque  et 
b 


m,  tétnëdre(A,B,C,P)  -4-  »t,  tétraèdre  (A,B,C,P)  -j-  ..., 
on  les  tétraèdres  sont  définis,  quant  au  s%;ne,  comme  dans  le  fte- 


■>  ^xaSbns  tnaai^  aÊktté»  d'autre  mases  et  supposons 
qne,  pow  ces  triangles  et  ponr  le  même  point  P,  la  somme  précé- 
dente reste  la  même  quH  que  êirit  le  point  P.  On  dit  alors  qœ  les 
denx  sjalèmes  de  triangles  sont  équivalents. 

On  démontre  aisément  que  tout  st^tème  de  triangles  est  réductible 
i  nn  triangle  unique  affecté  d'une  certaine  nutsse. 

Grassmann  appelle  Cormes  dn  premier  ordre,  dn  denxiâne  ofdre, 
do  troinéme  ordre  les  sjstémes  de  points,  de  segments,  de  triangles. 

2.  On  peut  exprimer  réqoîfalenee  de  denx  ^rstèmes  de  points  en 
attelée.        écrivant 

«tjP,  -f-  «,p,  -i- ...  =  »;pi  -♦-  m^p;  +  ...; 

celte  égalité  sjidboiifne  remplace  ré;galité  de  d^nition 

m,  (P.ABC)  +  m,  (P,ABC>  +  ... 

=  m[  (P;  ABC)  -f-  m;  (F, ABC)  -h  ... . 

On  peut  en  dire  autant  ponr  les  formes  équivalentes  du  second 
ordre  et  ponr  criles  de  troisième  ordre.  Une  égalité  symbolique 
lefle^pw 

«iP.Qi  +  »»,P,Q.  +  .-.  =  »»iP;Q;  -H  »«;p;q;  +  ... 
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exprime  sous  forme  simplifiée  l'égalité  de  définition 

m,  (P,Q,RS)  +  m,  (r>,Q,RS)  +  ...  =:  m[  (P;Q;RS) 

+  w;(p;q;rs)  + ..., 

où  RS  est  un  segment  qutîlconque. 

Il  est  clair  que  dans  une  équation  symbolique  on  peut  réduire  les 
termes  semblables;  que  si,  par  exemple,  Pj  coïncide  avec  P,  on  peut 
écrire  {m^  +  m^)  P,  au  lieu  de  m^V^  +  »i^P^,  et  que  l'on  peut 
appliquer  toutes  les  règles  de  l'addition  et  de  la  soustraction  algé- 
brique. De  même  dans  le  cas  des  formes  du  second  ou  du  troisième 
ordre.  Si,  par  exem[)le,  on  a  un  ensemble  de  termes  tels  que 
aPQ  +  PQP,  comme  PQ  et  QP  sont  deux  segments  opposés,  on 
pourra  remplacer  ces  deux  termes  par  le  terme  unique  (a  —  ,3)  PQ. 
Toutes  ces  règles  résultent  immédiatement  de  ce  fait  que  les  équa- 
tions dites  symboliques  ne  sont  que  des  écritures  abrégées  d'équa- 
tions algébriques  ordinaires. 

La  remarque  due  à  Grassmann  et  qui  a  trait  à  la  multiplication 
est  beaucoup  plus  cui'ieuse  et  en  même  temps  féconde. 

Supposons  que  l'on  prenne  deux  formes  d'un  môme  ordre  <I»,  »!>' 
équivalentes  et  qu'on  les  multiplie  par  deux  autres  formes  équivalentes 
M",  M',  mais  m  tenant  compte  de  l'ordre  des  fadeurs  dans  l'écriture 
de  chaque  produit  partiel.  On  obtient  ainsi  deux  formes  équivalentes, 
ou  plutôt  les  symboles  de  deux  foinies  é(iuivalentes. 

Nous  allons,  i)ar  exemple,  prouver  (jue  le  produit  do  deux  formes 
du  premier  ordre  fournit  une  forme  du  second  ordre  équivalente  à  la 
forme  obtenue  en  multipliant  entre  elles  deux  formes  du  [)remier 
ordre  é(iuivalentes  rospeclivement  aux  deux  premières. 

Soient  deux  couples  de  formes  équivalentes  du  premier  ordre, 

/>/jA,  -I-  />/jA,  -+•  ...  =  in[\.[  4-  »/jAj  -+-  ... 
n^\\^    |     H,B^  ■-{-  ...  =   n[n[  -f-    n'^W^  -h  .... 

La  première  ('galité  symbolique  exprime  au  fond  les  égalités  de 
sommes  de  tétraèdres, 

^m,(A,PUR)==2K(A;PQR), 
'■  J 

où  (A,P(,)H)  repiéseut(;  le  tétraèdi'e  construit  sur  A,  et  sur  le  triangle 
quelconque  PUR.  l'renons  pour  le  sommet  P  le  point  n^.,nous  aurons 

^m,  (A,R,QH)  =  2"'' ^^^'^^*^'^^' 
et  en  prenant  /?=  1,  '2,  ...  et  ajoutant,  après   multiplication   par 
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n^,  >?,,  ...  il  viendra 

^m,»,  (A,B,QR)  =  ^m'jn,  (A,'B,QR). 

i,  k  j,  k 

Considérons  actuellement  les  formes  équivalentes  composées  des 
points  B  et  B'  ;  on  a,  par  définition, 

k  h 

prenons  pour  P  le  point  Aj,  multiplions  par  m]  et  ajoutons  en  pre- 
nant successivement  j  =  i,  2,  ...,  il  viendra 

2%.»^;  (B.XJQR)  ='^nim]  {b'.XJQR); 

si  on  échange  dans  tous  les  tétraèdres  les  deux  premiers  symboles,  ils 
changent  tous  de  signe;  on  a  donc  encore 

^m'j  n,  (Aj  B,QIl)  =  ^m]  n',  {k}  BiQR); 

kj  j,h 

on  a  donc,  en  comparant  à  l'égalité  du  haut, 

^moik  (A,B,QR)  =  ^m'j  ni  (A^^B^QR). 

Comme  QR  est  un  segment  quelconque,  on  a  donc  symboliquement 


2  "'  '■  "*  ^'  ^< = 2  ^^'  "^'  '^•''  ^"  ' 

c'est-à-dire  que  le  produit  des  symboles 

i  k 

et  le  produit  des  symboles 

A 

équivalents  aux  premiers,  constituent  deux  symboles  d'éléments  du 
second  ordre  équivalenis.  11  faut  bien  observer  que  dans  cette  multi- 
plication l'inlerversion  des  facteurs  n'est  pas  permise. 

Applications.  3.  Dans  les  conceptions  abstraites  de  ce  genre  il  importe  au  plus 
haut  point  de  bien  montrer  qu'elles  se  prêtent  utilement  aux  applica- 
tions. L'exemple  suivant  donnera  une  idée  de  la  simplicité  que  l'on 
peut  atteindre  par  l'application  de  la  belle  méthode  de  Grassmann. 
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Affectons  des  masses  m^,  m,,  m^,  m^  les  sommets  Pj,  P^,Pj,  P^ 
d'un  tétraèdre  de  référence. 

Soit  M  la  somme  de  ces  masses  et  P  leur  centre  de  gravité,  en 
sorte  que  »?i,  m^_,  m^,  m^  sont  les  coordonnées  tétraédriques  (ou 
barycentriques)  du  point  P.  On  aura  l'égalité  symbolique 

m^V^  +  ?HjP,  +  rHjPj  +  m^V^  =  M. P. 

De  même,  si  }n[,  m'^,  m[,  m\  sont  les  coordonnées  d'un  second 
point  P',  on  aura,  M'  étant  la  somme  des  ml, 

m[P^  +  m\?^  +  w;P3  +  w;P,  =  M'P'. 

Nous  allons  appliquer  le  tbéorème  précédent. 
En  formant  le  produit  nous  aurons 

m,m\V,V,  +  Wim;PiP,  +  «?,w;P,P,  +  w,w;PjP, 
+  m^m['P^V^  4-  7H,w;P,P,  +  nujn[^^V^  +  //(,m;PjP, 

+  rr:^m\\\V,  +  m.,m\V,V^  -\-  m,m;P,P3  +  m,W7;P,P, 
=  M.M'.PP'. 

Les  segments  P^P^,  P^P,,  P3P,,  P^P^  sont  nuls,  P^P,  et  P.P^  sont 
opposés,  on  peut  donc  écrire 

MM'.PP'  =  (m, m;  —  m,m[)  P,P,  +  {rn,m[  —  m^w[)  V,\\ 
-f-  {m^m'^  —  m^m[)  P,P,  +  (m^ni[  —  m^m'^)  P.Pj 
+  {m^m\  —  m^m\)  V^P^  ~\-  {m^w\  —  ni^m'^)  PjP^. 
Posons 

m^ml  —  m^m[  m^m'^  —  m^ni[ 

^''  ~  M. M'  '       '  ^''  ~  MM'  ' 

_  m^m\  —  m^m\  _  m,jn\  —  m^)n\ 

^''~  M. M'  '^"-  M. M' 

^"  ~     wm'     '  ^'*~'    or     ' 

l'équation  symbolique  qui  précède  s'écrit 

PP'    ^i'uPlP.    +J5.3P,P3    +PuPlP. 

elle  exprime  que  le  segment  PP'  est  équivalent  à  six  segments 
S,2,  S, 3,  ...  portés  par  les  arêtes  du  tétraèdre  de  référence  et  qui 
s'obtiennent  par  la  règle  suivante  :  le  segment  S;^.  est  le  produit  par 
le  nombre  p.^.  du  segment  ik  égal  à  l'arête  du  tétraèdre. 
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On  reconnaît  donc  dans  les  nombres  p,^  les  nombres  qui  ont  été 
définis  dans  la  note  I.  Mais  on  voit  ici  l'avantage  de  la  méthode  de 
Grassmann.  Non  seulement  elle  nous  prouve  la  possibilité  de  cette 
représentation  tétraédrique  du  segment  PP',  mais  encore  elle  nous 
fournit  l'expression  des  coordonnées  p^.  en  fonction  des  coordonnées 
tétraédriques  m^,  m-  des  extrémités  P,  P'  de  ce  segment. 

Grassmann  a  exposé  sa  méthode  dans  son  traité  Die  Ausdelmiing'i- 
lelire,  publié  d'abord  en  1844,  puis  en  1862. 
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III 


Propriétés  infinitésimales  des  complexes  linéaires. 


1.  Un  complexe  étant  donné,  il  existe  dans  l'espace  une  infinité 
de  courbe3  dont  les  tangentes  font  partie  de  ce  complexe.  Le  plan 
osculateur  à  ces  courbes  donne  lieu  à  un  théorème  que  nous  allons 
démontrer. 

Soit  d'abord  ABCD.  ...  un  polygone  gauche  dont  les  côlés  font 
partie  d'un  complexe  donné. 

Les  côtés  BA,  BG  qui  se  croisent  en  B  sont  deux  génératrices 
du  cône  du  complexe  qui  a  pour  sommet  le  point  B.  Si  l'on  passe 
au  cas  d'une  courbe  dont  AB,  BC  seront  les  tangentes,  on  voit 
que  le  plan  ABC,  qui  devient  le  plan  osculateur  en  B  à  la  courbe, 
coupe  le  cône  du  complexe  de  sommet  B  suivant  deux  génératrices 
voisines  BA  et  BC,  ce  plan  est  donc  tangent  suivant  BA  à  ce  cône. 
De  là  ce  théorème  général  : 

Si  les  tangentes  d'une  courbe  font  partie  d'un  complexe  donné, 
le  plan  osculateur  en  tout  point  B  de  cette  courbe  est  tangent, 
suivant  la  tangente  en  B,  au  cône  du  complexe  qui  a  pour 
sommet  le  point  B. 

Dans  le  cas  particulier  d'un  complexe  linéaire,  le  cône  se  réduit  au 
plan  polaire  et  le  théorème  devient  celui-ci  : 

Si  une  courbe  appartient  par  ses  tangentes  à  un  complexe 
linéaire,  le  plan  osculateur  en  chaque  point  de  la  courbe  n'est 
autre  que  le  plan  polaire  de  ce  point. 

Supposons  qu'on  ait  pris  un  tétraèdre  de  référence  dont  les  arêtes 
opposées  12,  34  soient  conjuguées  par  rapport  au  complexe  linéaire; 
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nous  avons  vu  plus  haut  (p.  422)  que  l'équation  du  complexe  acquiert 
la  forme  simple 

Introduisons  ici  les  coordonnées  tétraédriques  {x^,  x^,  x^,  x^) 
(Viy  Vif  y 31  Vi)  de  deux  points  quelconques  de  la  droite  dont  les  coor- 
données tétraédriques  sont  (p^,  p^^,  ...);  nous  avons  vu  dans  la 
note  II  que  p^^  est  proportionnel  ^x^y^  —  y^  x^  ^^  p^i  ^  '^aVi  —  Vs^i' 
Donc,  l'équation 

^iVi  —  Vi^i  +  a  i^iVi  —  yi3C^)  =  0 

exprime  que  la  droite  qui  joint  le  point  x  au  point  y  fait  partie  du 

complexe. 
Détermination        Supposons  qu'il  s'agisse  d'exprimer  que  la  tangente  d'une  courbe 
des  combes      fait  partie  du  complexe;  il  faudra  que  les  points  voisins  x,  x  +  dx 
enveloppes  des   vérifient  cette  équation  qui  devient  alors 


droites  d'un 
complexe 
linéaire. 


(XjdXj  —  Xjdx^)  •+■  a  (Xgdx^  —  x^dx^)  =  0 


ou  encore 


Nous  poserons 


où  9  est  une  fonction  arbitraire,  et  il  viendra 


S=V/-''^'fê> 


Propriétés  de 
ces  courbes. 


Cette  équation,  jointe  à  la  précédente,  résoud  complètement  le  pro- 
blème de  trouver  toutes  les  courbes  dont  les  tangentes  font  partie 
d'un  complexe  linéaire. 

Les  courbes  que  nous  venons  de  trouver  présentent  une  série  de 
propriétés  curieuses.  Nous  signalerons  entre  autres  la  suivante  : 

Soit  G  une  courbe  appartenant  par  ses  tangentes  à  un  complexe 
linéaire  et  A  une  droite  quelconque  de  ce  complexe.  Menons  en  un 
point  M  de  la  courbe  G  le  plan  osculaleur  [j.,  qui  coupe  en  P  la 
droite  A;  soit  t:  le  plan  mené  par  M  et  A.  Le  plan  r.  est  le  plan 
polaire  du  point  P. 

En  efîet,  la  droite  MP,  issue  de  M  dans  le  plan  [j.,  appartient  au 
complexe,  car  le  plan  [j,  est  le  plan  polaire  de  M.  Le  plan  polaire 
de  P  doit  donc  être  le  plan  mené  par  A  et  par  PM,  c'est  le  plan  t.. 

Si  le  point  M  décrit  la  courbe  G,  le  point  P  décrit  la  droite  A  et 
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le  plan  tc  varie  en  correspondant  homographiquement  à  ce  point. 
(Voir  à  la  page  51.)  Le  lecteur  démontrera  aisément  la  réciproque 
suivante  : 

Si  une  courbe  C  est  telle  que  la  trace  P  de  son  plan  osculateiir 
sur  une  droite  A  et  le  plan  -  mené  par  A  et  le  j^oint  de  contact  se 
correspondent  homographiquement,  la  courbe  G  appartient  par 
ses  tangentes  à  un  complexe  linéaire  et  A  est  U7ie  droite  de  ce 
complexe. 

Voici  encore  une  importante  propriété  des  courbes  que  nous  consi- 
dérons. 

Soient  A,  B,  G,  ...  les  points  de  rencontre  d'une  de  ces  courbes 
avec  un  plan  5  quelconque;  les  plans  osculaleurs  a,  |3,  y,  ...  en  ces 
points  sont  les  plans  polaires  des  points  A,  B,  C,  ...  qui  sont  dans  le 
plan  ç,  donc  ces  plans  osculateurs  vont  tous  passer  au  pôle  F  de  ce 
plan  ç.  Réciproquement,  considérons  un  point  F  dans  l'espace  et 
soit  ç  son  plan  polaire;  les  plans  osculateurs  à  la  courbe  issus  du 
point  F  doivent  avoir  leurs  points  de  contact  dans  le  plan  ®,  puisque 
ces  points  de  contact  sont  les  pôles  des  plans  cherchés.  On  applique 
ici  le  théorème  1  du  n"  15,  page  43. 

On  remarquera  dès  lors  que  la  classe  de  la  courbe  est  égale  à  son 
degré. 

Hélices  2.  Il  y  a  une  infinité  d'hélices  dont  les  tangentes  font  partie  d'un 

'un  complexe,  complexe  linéaire  donné.  Considérons,  en  effet,  une  droite  A  d'un 
complexe  linéaire  et  envisageons  l'hélice  tangente  à  A  qui  aurait  pour 
axe  l'axe  central  du  complexe.  Les  tangentes  de  cette  hélice  appar- 
tiennent toutes  au  complexe,  car  elles  ont  toutes  même  moment  et 
même  paramètre  de  projection  par  rapport  à  l'axe  central. 

L'équation  qui  termine  le  n"  13,  page  39,  prouve  que  toutes  ces 

droites  font  partie  du  complexe  du  moment  où  l'une  en  fait  partie. 

Cubiques  Parmi  les  courbes  algébriques  jouissant  de  la  propriété  d'appar- 

gauchcs.        tenir  par  leurs  tangentes  à  un  complexe  linéaire,  il  faut  signaler  les 

cubiques  gauches.  Toute  cubique  gauche  appartient  par  ses  tangentes 

à  un  complexe  linéaire. 

Pour  le  prouver,  prenons  deux  points  1  et  !2  sur  la  courbe;  soit  3  la 
trace  de  la  tangente  en  1  sur  le  plan  osculateur  en  2,  et  4  la  trace  de  la 
tangente  en  2  sur  le  plan  osculateur  en  1 .  Nous  prendrons  le  tétraèdre 
de  référence  1234.  Soient  x^,  x^,  x\j,  x^  les  coordonnées  barycentri* 
ques  d'un  point  M  de  la  courbe;  le  plan  mené  par  M  et  l'arête  24 
touche  la  courbe  en  2  et  ne  la  coupe  qu'au  point  variable  M;  soit 
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ccj  —  tx^=z  0  l'équation  de  ce  plan.  Les  coordonnées  de  M  seront 
des  polynômes  du  troisième  degré  du  paramètre  t. 

Observons  que  t  s'annule  au  point  2,  et  comme  le  plan  x^  =  0  est 
osculateur  en  2,  il  faut  que  îj  admette  la  racine  triple  <  =  0,  on  a 
donc  9i  (t)  =  at'.  On  verra  de  même  que  ç,  doit  admettre  une  racine 
triple  infinie,  car  le  plan  rr^  =  0  est  osculateur  en  i,  c'est-à-dire  au 
point  qui  correspond  à  (  =  oc  ;  donc  <f^=^h  est  une  constante.  Quant 

OC 

à  .Tg,  on  a  par  définition  Xj  =  —  z=  at^.  Enfin,  le  plan  x^=0  ou 

1,  2,  3  touche  en  1  la  cubique  et  la  coupe  en  2  ;  donc  l'équation  ç^  =  0 
doit  admettre  une  racine  double  infinie  (donnant  deux  fois  le  point  1) 
et  une  racine  simple  nulle  (donnant  le  point  2);  ç>^  a  donc  la  forme 
l^^  =  et,  où  c  est  une  constante.  La  cubique  est  donc  représentée  par 
les  équations 

On  en  tire  facilement 

ce  qui  prouve  bien  que  les  tangentes  de  la  cubique  font  partie  du 
complexe  linéaire 

Pl2—   —  l'34  =  0- 

Chasles  a  le  premier  attiré  l'attention  sur  cette  propriété  des  cubi- 
ques gauches,  qui  a  été  l'objet  d'une  belle  étude  présentée  comme 
thèse  par  M.  Âppell. 

Surfaces  dont        3.  Si  l'on  rapporte  un  complexe  linéaire  à  un  trièdre  trirectangle 

les  normales     dans  lequel  Oz  soit  l'axe  du  complexe,  la  condition  pour  que  la  droite 

appartiennent    ^   Y,  Z,  L,  M,  N  fass3  partie  du  complexe  s'écrit,  comme  on  l'a  vu, 
a  un  complexe 

*"'^=*''"'^-  N-f-/..Z  =  0. 

Il  est  aisé  de  se  convaincre  d'après  cela  qu'il  existe  une  infinité  de 
surfaces  dont  les  normales  appartiennent  au  complexe. 

Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface,  |5,  q  les 

dérivées  ——■>  -r~'  les  équations  de  la  normale  s'écrivent,  a;,,  Vn  z. 
dx    ây  *  '     *'  "^^    * 
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étant  les  coordonnées  courantes, 
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d'où  l'on  tire 


.PVy  —  qx^=py  —  qx; 


on  en  déduit  que  — p,  — q,  +i,  y  +  qz,  —  x  —  pz,  py  —  qx  sont 
les  coordonnées  de  la  normale;  l'équation  différentielle  des  surfaces 
cherchées  est  donc 

py  —  qx  -h  h  =  0. 

Si  l'on  fait  un  changement  de  coordonnées  en  posant  x  =  r  cos  0, 
y  =  r  sin  0,  on  trouve  qu'en  coordonnées  cylindro-polaires  l'intégrale 
de  l'équation  ci-dessus  s'écrit 

£  =  +  /lO  +  F(r), 

où  F  représente  une  fonction  arbitraire;  c'est  l'équation  générale  des 
hélicoïdes  de  pas  h  qui  ont  Oz  pour  axe. 

Les  lignes  asymptotiques  de  ces  surfaces  présentent  une  propriété 
intéressante;  leurs  bi-normales  appartiennent  au  complexe  linéaire. 
Cela  résulte  de  ce  que  leurs  bi-normales  sont  justement  les  normales 
à  la  surface. 

Pour  la  môme  raison,  les  normales  principales  des  géodésiques  de 
ces  surfaces  appartiennent  au  complexe. 

Les  réciproques  sont  vraies,  en  sorte  que  la  détermination  des 
lignes  dont  les  normales  principales  ou  les  bi-normales  font  partie 
d'un  complexe  linéaire  se  ramène  à  la  recherche  des  géodésiques  et 
des  asymptotiques  des  surfaces  hélicoïdes. 


Cinématique. 
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IV 


Sur  l'expression  du  travail  virtuel  des  forces  appliquées 
à  un  corps  solide. 


Supposons  des  forces  F^,  F,,  ...  appliquées  aux  points  P^,  Pj,  ... 
d'un  corps  solide. 

Si  l'on  représente  ces  forces  par  des  segments,  on  obtient  un  certain 
système  de  segments  auquel  Pluecker  a  donné  le  nom  de  dyname  et 
Bail  celui  de  torseur.  On  démontre  en  statique  que  si  l'on  remplace 
un  ensemble  de  forces  agissant  sur  un  corps  solide  par  un  autre 
ensemble,  ces  deux  ensembles  de  forces  sont  statïquement  équiva- 
lents pourvu  que  les  systèmes  de  segments  qui  les  représentent 
soient  eux-mêmes  équivalents. 

■  3i  (Xi,  j/f,  z^  sont  les  coordonnées  du  point  d'application  de  la 
force  Fi  et  X^,  Y,-,  Z^  les  projections  de  cette  force  elle-même,  les  coor- 
données du  système  de  segments  constitué  par  les  forces  seront 

^=2^''   1f=2^'''   ^=22'' 
^f  =  2  ^y^^^  -  ^'^'•)'    ^  =  2  ^^^  -  ^^z.-), 

Ceci  posé,  imaginons  qu'on  imprime  au  corps  un  mouvement  héli- 
coïdal infiniment  petit,  dont  le  système  des  rotations  ait  pour  coor- 
données (p,  7,  r,  ;,  '0,  0  et  proposons-nous  d'évaluer  le  travail  virtuel 
effectué  par  toutes  les  forces  pendant  le  laps  de  temps  It. 

Le  travail  virtuel  effectué  par  la  force  F;  appliquée  au  point  P^  sera 
évidemment 

[X,r,-,, -+- Y,t;,-,, -f-Z,).v,]S^ 
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OÙ  Vi^^,  V,- y,  Vi^,  sont  les  projections  de  la  vitesse  d'entraînement  du 
point  P;,  en  sorte  que 

v.-,x  =  q-hqZi  —  ry^,    Vi,y  =  y;  +  rx^  —pZi,    t',- ,  =  l^+py.  —  qx.. 

Le  travail  virtuel  (otal  sera  la  somme  des  travaux  virtuels  ana- 
logues, 

^^  =  2  l^^'  ('  "+■  ^''  ~  ''y»)  +  ^i  (^  +  rxi—pzi) 

■      +  ^2  {z,X,  -  x,Z,)  +  r^  {x,Y,  _  î/,X,)]  Sf 

ou  encore,  en  introduisant  les  coordonnées  du  dyname, 

Stl  =  [%i,  +  qj,r;  -hZ'^  +  ^£p  +  91lg  +  %r]  5f. 

le  travail  virtuel  est  donc  égal  au  produit  du  temps  écoulé  ot 
par  le  moment  des  deux  systèmes  de  segments  qui  représentent, 
Vun  le  dyname  des  forces,  et  Vautre  le  système  des  rotations. 

Si  un  corps  peut  librement  effectuer  un  déplacement  hélicoïdal 
donné,  un  dyname  appliqué  à  ce  corps  ne  pourra  y  être  en  équilibre 
que  si  le  travail  virtuel  de  ce  dyname  est  nul  dans  ce  déplacement, 
c'est-à-dire  si  le  dyname  et  le  système  des  rotati  ns  constituent 
deux  systèmes  de  segments  en  uiv  l  utin  (n°  11,  p.  25) 

%^  +  '\}r,  +  ZZ  +  'ip  +  91lg  -f-  %r  =  0. 

Supposons  un  corps  doué  d'une  liberté  égale  à  m  et  soient  tf^, 
Mj,  ...,  u„,  les  m  paramètres  dont  dépend  sa  position. 

Tout  mouvement  hélicoïdal  imprimé  au  corps  aura,  comme  on  l'a 
vu,  des  coordonnées  de  la  forme 

Piw;  +  p,tt; -f-  ...,       q^K'i  +  q,u^-h  ...,       rjtt;  -^  r.^M; -+- ..., 

,  ,,  ,     ,        du, 

ou  1  on  a  pose  u,  =  —— ;  le  travail  virtuel  d'un  dyname  appliqué  au 

corps  aura  dès  lors  celte  expression 

2f5  =  {%z,,  +  '}\r,,  -+-  Z'Ç,  +  'ip,  +  dMq,  -^  %r,)  lu, 

-+- 

+  {%ç^  +  Ij  y;,,.  +  SC,„  +  [ip,n  +  STlg,,,  -+-  %,r„)  lu,,,. 


436  LEÇONS   DE   CINÉMATIQUE. 

Pour  que  le  dyname  laisse  le  corps  en  équilibre,  il  faudra  que  l'on 
ail  les  équations 

%h  +  ^j -^^  +  Z<,  +  Ip,  +  ^q,  +  %r,  =  0, 

Si,  en  particulier,  le  corps  est  entièrement  libre,  m  est  égal  à  6  et 
les  équations  précédentes  exigent  que  l'on  ait  f|  =  0,  9ÏÏ.  =  0, 
%  =  0,  %  =  0,  ^  =  0,  %  =  0.  Ce  sont  les  six  équations  de  l'équi- 
libre d'un  corps  solide  libre. 
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Sur  les  volumes  engendrés  par  un  contour  fermé. 


J'ai  dit  dans  l'introduction  que  la  théorie  de  segments  peut  avoir 
d'autres  applications  que  la  statique  et  la  cinématique  du  corps  solide. 
En  voici  un  exemple  que  j'ai  déjà  fait  connaître  ailleurs  (Comptes 
rendus  de  l' Académie  des  Sciences  elJournal  de  Mathématiques.) 

On  connaît  les  curieux  théorèmes  de  Guldin,  dont  on  trouve  le 
germe  dans  un  énoncé  obscur  de  Pappus  et  qui  concernent  soit  le 
volume,  soit  la  surface  engendrés  par  la  rotation  d'un  contour  plan 
fermé  tournant  autour  d'un  axe  tracé  dans  son  plan. 

Le  théorème  relatif  aii  volume  est  susceptible  d'une  extension 
remarquable  qui  nous  fournira  précisément  la  nouvelle  application  à 
laquelle  j'ai  fait  allusion. 

Considérons  en  premier  lieu  un  petit  élément  de  surface  plane  w, 
dont  X,  y,  z  seront  les  coordonnées"  du  centre  de  gravité,  et  impiù- 
mons  à  cet  élément  un  déplacement  hélicoïdal  dont  le  système  des 
rotations  ait  les  coordonnées  {p,  q,  r,  E,  -r;,  Q. 

Cet  élément  engendre  un  petit  volume  qu'on  peut  assimiler,  si  le 
mouvement  a  lieu  pendant  un  temps  infiniment  petit  of,  à  un  cylindre 
oblique  dont  w  serait  la  base  et  dont  l'arête  serait  égale  au  déplace- 
ment infiniment  petit  du  centre  de  gravité  de  l'élément.  Ce  déplace- 
ment a  pour  projections 

i  =  (;  H-  qz  —  ry)  Zt,      m  =  (yj  4-  rx  —  pz)^t, 
n  =  (î;  -+-  py  —  qx)  2f. 

Soient  a,  P,  y  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  l'élément.  Le 
volume  du  cylindre  est  égal  au  produit  de  sa  section  droite  par  la 
longueur  de  son  arête.  Or,  la  section  droite  a  pour  valeur 

u)  ces  ô, 
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OÙ  G  est  l'angle  de  la  normale  à  l'élément  avec  l'arête  du  cylindre, 

en  sorte  que 

al  -+■  (3w  -I-  yn 
cos  0  = 


le  volume  du  cylindre  est  donc  égal  à 


(0  cos  G  k^Z*  -+-  w*  +  n*  =  (1)  (ai  4-  ^m  +  yn) 
=  0)  [(^  4-  qz  —  ry)  a  +  (y;  -+-  rx—pz)  P  4-  (C  +  Pî/—  qx)  y]  ht. 

Considérons  maintenant  une  portion  finie  de  surface,  que  nous 
découperons  en  petits  éléments  w. 

Dans  le  déplacement  hélicoïdal  infiniment  petit,  le  volume  balayé 
par  la  surface  totale  sera  la  somme  des  volumes  balayés  par  les  élé- 
ments ti).  On  aura  donc  pour  le  volume  total    . 

-\-  q  1  j  {oiz  —  fx)  ti)  +  X  I  I  ((3x  —  ay)  o)  |  Sf. 

On  voit  figurer  dans  cette  expression  six  intégrales  doubles  éten- 
dues chacune  à  toute  la  calotte  de  surface  considérée. 

Or,  c'est  un  fait  digne  de  remarque  que  ces  six  intégrales  sont 
égales  chacune  à  une  intégrale  simple  prise  suivant  le  contour  qui 
limite  la  calotte,  en  sorte  qu'elles  ne  dépendent  que  de  ce  contour 
limité. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  d'une  formule  célèbre  due  à 
Stokes  (*).  Dans  le  cas  actuel  on  peut  faire  un  raisonnement  direct. 
Dans  (i)a  on  reconnaît  l'aire  de  la  projection  de  l'élément  w  sur  le 
plan  des  1/,  2;;  on  a  donc 

wa  =  dydz, 
d'où 

-  zdy)  =  A; 
les  intégrales  simples  sont  prises  suivant  le  contour  et  représentent 


11^- 


(1)  (-e  théorème  de  Stokes  se  trouve  démontré  dans  le  tome  I  du  Traité  d'Analyse 
de  M.  Emile  Picard. 
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l'aire  de  la  projection  du  contour  parcouru  dans  un  sens  convenable 
sur  le  plan  des  yz. 
On  a  aussi 

/T[îw  =  -  Uzdx  —  xdz)  =  B, 

jj  y^  =  ^j  (^dy —  ydx)=zC, 

et  B,  G  sont  encore  les  aires  des  projections  du  contour  sur  le  plan 
des  zx  et  sur  celui  des  xy.  On  trouve  de  même 

JJiyy  -  ^2)  co  =  -  Ij  (y'  +  2')  dx  =  L, 

j     («2  —  t^)^  =  —  ^J  (^'  +  a;»)  dy  =z  M, 

JJ{?>x  -  ay)  0)  =  -  ^  J(x^  +  y')  dz  =r  N, 

et  les  intégrales  sont  prises  encore  suivant  le  contour  parcouru  dans 
le  même  sens  que  précédemment  ('). 

On  trouve  donc  que  le  contour  seul  intervient  et  dès  lors  on  peut 
oublier  la  cloison  et  dire  que  le  volume  est  engendré  par  le  contour 
fermé. 

Ce  volume  a  cette  expression 

(A;  +  By;  4-  Cr  +  L/)  +  M^  +  Nr)  cf. 

Concevons  maintenant  que  le  contour  subisse  un  déplacement 
continu.  On  pourra  le  regarder  comme  une  succession  de  mouve- 
ments de  torsion  infiniment  petits  et  le  volume  intégral  sera 

V  =    f\xi  +  B-^  +  Cr  4-  Lp  +  M^  -f-  Nr)  dt, 

^i  fé^^i  P^  ^1  ^5  étant  fonctions  de  t. 
Posons  alors 

a  =:    I   pdt,  ^=    /    ^idt,  c=    /   ^dt, 

J'é  Jt,  Jt, 

1=    I   ^dt,         m  =    I   r,dt,  n  z=        Zdt, 

Jt»  Jt,  Jt, 

(')  Pour  plus  de  détails  sur  ces  questions  de  sens,  voir  mon  Mémoire  du  Journal 
de  Mathématiques,  t.  V  (4«  série),  p.  321. 


'OBRA^ 
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et  la  formule  ci-dessus  devient 

V  =  Ai  4-  Bm  -y  Cn  +  La  +  Mb  +  Ne. 

On  voit  que  V  représente  le  moment  des  deux  systèmes  de  seg- 
ments V  (A,  B,  G,  L,  M,  N)  et  j  (a,  b,  c,  l,  m,  n);  le  premier 

systèmre  dépend  uniquement  du  contour  mis  en  mouvement,  le 
second  ne  dépend  au  contraire  que  du  mouvement  qui  a  été 
imprimé. 

Supposons  que  le  contour  soit  plan,  prenons  0-  normal  au  contour, 
au  centre  de  gravité  0  de  son  aire  et  Oa?,  Oy  dans  le  plan  du  contour. 

On  trouve  dans  ce  cas  que  A  =  B  =  0  et  G  est  l'aire  du  contour; 
de  même  L,  M,  N  sont  nuls,  en  sorte  que  le  système  des  segments  lié 
au  contour  se  réduit  ici  au  segment  C  élevé  perpendiculaire  au  plan 
du  contour  au  centre  de  gravité  de  l'aire  et  égal  justement  à  l'aire  du 
contour. 

Dans  une  rotation  d'amplitude  angulaire  0  autour  d'un  axe  A,  le 
volume  engendré  par  le  contour  sera  égal  au  produit  de  0  par  le 
moment  de  G  par  rapport  à  A.  Si  A  est  dans  le  plan  de  C,  ce  moment 
est  égal  à  la  plus  courte  distance  p  de  G  et  de  A,  ou  à  la  distance  à  A 
du  centre  de  gravité,  multipliée  par  G,  soit  p. G.  Donc,  dans  ce  cas, 
CpO  représente  le  volume  engendré  par  le  contour.  On  retrouve 
ainsi  le  théorème  de  Guldin  relatif  au  volume. 

Si  le  mouvement  du  trièdre  T  est  réglé  de  telle  sorte  que  les  axes 
de  ce  trièdre  soient  constamment  l'un  la  tangente,  l'autre  la  normale 
principale,  l'autre  la  bi-normaie  d'une  courbe,  les  expressions  a,  b,  c, 
l,  m,  n  ont  des  formes  parliculièrement  simples  qui  mettent  en  évi- 
dence de  nouvelles  propriétés  des  courbes  de  M.  Berirand,  Je  renvoie 
pour  ce  point  à  mes  Mémoires  déjà  cités  en  note. 
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NOTE  VI 

Sur  le  problème  des  centres  do  courbure  dans  le  mouvement 
d'une  ligure  plane. 


Cas  où  La  construction  de  Savary  (*)  tombe  en  défaut  dans  le  cas  où  le 


point  décrivant  est  sur  la  normale  commune  aux  deux  roulettes. 


construction 
de  Sa^ar^ 

tombe  La  formule  4  de  la  page  144  devient  alors,  0  étant  égal  à  q? 

en  défaut.  " 

1111 

Pour  construire  celte  formule,  rabattons  en  0/,  0,'„,  sur  la  tangente 
commune  aux  roulettes,  les  centres  de  courbure  0,-,  0,,,.  Soit  ensuite 
menée  la  bissectrice  de  l'angle  0Ô,00,„  ffig.  9i). 

Appelons  [x  le  centre  de  courbure  de  la  trajectoire  du  point  M,  les 
droites  [j-O/,  [xO'm  se  coupent  sur  la  bissectrice. 

En  effet,  les  équations  de  [xO}  et  de  \xO'm  sont 

+  i£_l_0      et      -4-^  —  1=0. 

Or,  en  tenant  compte  de  l'équation  (1),  on  trouve  l'identité  qui 
prouve  la  proposition 

(})  A  la  page  144  nous  avons  adopté  une  locution  assez  répandue,  mais  inexacte, 
qui  attribue  à  Savary  la  formule  fondamentale  relative  aux  centres  de  courbure.  En 
réalité,  cette  formule  revient  à  Euler,  comme  la  découverte  de  l'axe  instantané  et 
comme  les  formules  attribuées  à  Olinde  Rodrigues.  Ces  locutions  erronées  sont 
assurément  plus  commodes  pour  les  mathématiciens;  il  semble  presque  qu'Euler 
ait,  dans  ces  questions,  découvert  trop  de  théorèmes  pour  attacher  son  nom  à  aucun. 
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Il  suffira  donc  de  mener  MO,',  de  prendre  le  point  de  rencontre  G 


0 

/ 

m. 

/ 

\ 

M 

v/ 

/ 

oX.^-^ 

^ 

^ 

J^ 

/^^TV 

^ 

\ 

K 

/ 

0        o;^\ 

\ 

0'™ 

,      y.  Fig.91. 

avec  la  bissectrice  et  de  joindre  0,',  au  point  G;  la  droite  O^G  coupe 

en  jj,  la  nornnale. 

On  pourrait  aussi  se  servir  du  point  KJ,  rabattement  du  point  K'. 

La  parallèle  MGj  à  00,',  coupe  en  Gj  la  bissectrice;  la  droite  KJG^ 

coupe  la  normale  au  point  [j.. 

Le  rabattement  du  point  K  donnerait  une  construction  analogue. 

Considérations       La  construction  de  Savary  donne  lieu  à  quelques  remarques  géo- 

géométriquos     métriques  dont  nous  avons  déjà  donné  un  exemple  dans  la  proposi- 

,        ^"'  tien  du  no  54.  On  peut  rattacher  cette  proposition  à  un  ensemble  de 

la  construction  '^ ,  .  .  '^     '^ 

d'  Savarv       ^^'^^  d'ordre  tout  à  fait  élémentaire. 

Rai)pelons  que  nous  avons  démontré  au  no  52,  page  152,  la  formule 


(2) 


(?   —   >•)   (^x    —   ''•)   =   »' 


où  r^  est  la  valeur  de  r  pour  laquelle  p  est  infini.  Cette  valeur  de 
r  correspond,  par  conséquent,  au  point  A  où  la  droite  OM  coupe  le 
cercle  des  inflexions  qui  est  décrit  sur  OK'  comme  diamètre. 

Considérons  le  cercle  G  qui  a  pour  centre  le  point  M  et  qui  passe 
au  centre  instantané  0  f(ig.  92). 

La  formule  (2)  s'écrit  encore 

MiJ..MA  =  MÔ', 

elle  exprime  que  la  droite  K'A,  qui  est  perpendiculaire  en  A  à  OM 
est  la  polaire  du  point  ]j.  par  rapport  au  cercle  C. 
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Ainsi,  le  centre  de  courbure  \).  est  le  pôle  par  rapport  au  cercle  G 
de  la  droite  K'A. 


Fig.  V2.  '. 

On  en  conclut  aussitôt  que  : 

La  polaire  du  point  K'  par  rapport  au  cercle  G  coupe  la  nor- 
î  courbure,  maie  0^1  au  centre  de  courbure  ij,.  Ge  qui  fournit  une  nouvelle 
construction  de  ce  centre,  construction  qui  ne  tombe  jamais  en 
défaut. 

Effectuons  actuellement  une  transformation  par  rayons  vecteurs 
réciproques,  en  prenant  le  point  M  comme  pôle  et  MO  comme  puis- 
sance d'inversion.  Le  cercle  G  se  transforme  en  lui-même  et  la  droite 
K'A  devient  le  cercle  G'  décrit  sur  Mjx  comme  diamètre.  De  plus,  la 
droite  K'A  est  l'axe  radial  du  cercle  G  et  du  cercle  G',  ainsi  que  cela 
résulte  des  propriétés  connues  de  l'inversion. 

On  a  donc  ce  théorème  : 

Le  cercle  décrit  sur  le  rayon  de  courbure  M\t.  comme  diamètre 
et  le  cercle  qui  a  pour  centre  le  point  M  et  qui  passe  au  centre 
instantané  ont  pour  axe  radial  une  droite  passant  au  point  K'. 

C'est  le  théorème  du  no  54. 


Transforma- 
tion 
quadratique 
bi-ralionnello. 
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La  construction  de  Savary  et  la  formule  d'Euler,  dont  elle  découle, 
font  correspondre  à  tout  point  M  du  plan  un  point  [t.  déterminé  et 
inversement  tout  point  [a  du  plan  est  le  centre  de  courbure,  à  un  ins- 
tant donné,  de  la  trajectoire  d'un  certain  point  M  du  plan.  La  corres- 
pondance est  une  de  celles  qu'a  étudiées  Cremona  et  qu'on  a  depuis 
appelées  bi-rationnelles,  pour  rappeler  que  chaque  point,  M  ou  <^.,  a 
ses  coordonnées  exprimables  sous  forme  de  fonctions  rationnelles  des 
coordonnées  de  l'autre. 

Dans  la  note  de  la  page  151  nous  avons  indiqué  que  si  x,  y  sont 
les  coordonnées  rectangulaires  de  M,  ^,  r,  celles  du  point  [j.,  les  axes 
étant  la  tangente  et  la  normale  communes  aux  roulettes,  on  a  les 
expressions  rationnelles  de^,  t]  en  x,  y 


(3) 


^  = 


kyx 


ky* 


a;*  +  y*  -h  ky 


X   +  j/'  4-  ky 


et  que  l'on  tire  ces  autres  expressions  rationnelles 


(4) 


ç*  +  r;  —  krt 


y 


+  r; 


kr, 


Si  l'on  fait  usage  de  coordonnées  homogènes  x,  y,  z,  ç,  r^,  Z,  on 
voit  que  l'on  a 


et 


^  !  ^  '.  ^  '.  '.  kyx  \  ky^  \  x^  +  y*  -i'  kyz 
X  '.  y  '.  ~  '.  '.  ^'-.'^i  '.  ^Yj'  '.  ;'  +  ■')'  —  ^■'l^- 


La  transformation  rentre  dans  la  classe  des  transformations  quadra- 
tiques bi-raiionneiles.  Dans  ces  transformations,  à  une  droite  du  plan 
il  correspond  une  conique,  en  sorte  qu'à  l'ensemble  doublement  infini 
des  droites  du  plan  il  correspond  une  double  infinité  de  coniques. 
Ces  coniques  passent  par  trois  points  fixes  généralement  distincts,  et 
tel  est  le  cas  de  l'inversion. 

Ici  ces  trois  points  sont  coïncidents,  en  sorte  qu'aux  droites  du 
plan  il  correspond  une  double  infinité  de  coniques  osculatrices  entre 
elles  en  un  point  fixe. 

En  effet,  si  le  point  M  (ce,  y,  z)  décrit  la  droite 

iix  -h  vy  +  wz  =  0, 
les  formules  (4)  montrent  que  le  point  [j.  (ç,  y;,  Z)  décrit  la  conique 
(5)  uk^-r,  -h  vkr;-  +  iv  (^'  +  t;'  —  kr^Vj  =  0. 

Or,  il  est  aisé  de  voir  que  le  cercle  des  rebroussements,  qui  est 
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représenté  justement  par  l'équation 

est  osculateur  à  toutes  ces  coniques  au  point  0,  centre  instantané,  et 
que  réciproquement  toute  conique  osculatrice  en  0  à  ce  cercle  a  une 
équation  de  la  forme  (5).  Donc  : 

inique  Quand  le  yo'int  M  décrit  une  droite,  le  point  \).  décrit  une  coni- 

Rivals.       quQ  osculatrice  au  centre  instantané  au  cercle  des  rehroussements 
et  réciproquement. 

Quelques  géomètres  donnent  à  cette  conique  le  nom  de  Rivais,  du 
géomètre  qui  a  le  premier  remarqué  son  existence.  On  observera 
que  le  cercle  des  rehroussements  est  la  conique  de  Rivais  de  la  droite 
de  l'infini. 

Si  l'on  cherche  de  même  quel  lieu  doit  décrire  le  point  M  pour  que 
le  point  [X  décrive  une  droite,  on  trouvera  que  M  doit  décrire  une 
conique  osculatrice  au  centre  i^istantaiié  au  cercle  des  inflexions 
et  réciproquement. 
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NOTE  YII 


Sur  les  accélérations. 


Interprétation 
des  équations 

de 
l'accélération. 


La  distribution  de  l'accélération  dans  un  solide  en  mouvement  a 
fait  l'objet  de  diverses  recherches  parmi  lesquelles  il  convient  de  citer 
un  mémoire  détaillé  de  M.  Gruey,  publié  en  1878^  Sur  les  accéléra- 
tions des  points  d'un  solide  en  mouvement;  le  livre  plus  récent 
de  M.  Schœnfïies  Sur  la  géométrie  du  mouvement,  et  enfin  un 
mémoire  de  M.  Gilbert,  publié  en  1890,  sous  le  titre  :  Recherches  sur 
les  accélérations  en  général. 

La  forme  linéaire  des  équations  établies  à  la  page  131  : 


(1) 


ou 


L  =  Çi  +  Tp'  y—  q'  X  -h 


on 

ôx 

dn 

dy 
dH 
~dz 


(2)     <2R  =  (px  +  qy  +  rzf  —  (p'  +  7*  +  r^)  (x^  +  y' +  "'), 

et  le  fait  qu'elles  sont  entières  par  rapport  à  x,  y,  z  prouve  que  si 
MJ  est  le  segment  représentatif  de  l'accélération  du  point  M  (x,  y,  z), 
le  point  J  correspond  homographiquement  au  point  M;  de  plus,  dans 
celte  homographie,  le  plan  de  l'infini  se  correspond  à  lui-même. 

On  peut  aussi  supposer  qu'on  a  transporté  en  une  origine  fixe  0, 
en  ÔJ^,  l'accélération  MJ;  le  point  Jj,  dont  J,,  J^,  L  sont  les  coordon- 
nées, correspond  encore  homographiquement  au  point  M  et  le  plan 
de  l'infini  est  encore  son  propre  homologue  dans  cette  homographie. 
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Ces  remarques  sont  la  base  des  considérations  développées  par 
M.  Gruey  dans  son  mémoire. 

D'abord,  l'existence  du  centre  des  accélérations,  qui  ne  disparait 
que  dans  des  cas  particuliers,  permet  en  général  de  ramener  à  zéro 
les  valeurs  de  ^^,  t,i,  ^^  relatives  à  l'époque  que  l'on  considère.  Les 
formules  (1)  sont  alors  homogènes  en  x,  y,  z,  en  sorte  que,  soit  dans 
l'homographie  M  qui  relie  J  et  M,  soit  dans  l'homographie  3i\  qui 
relie  J^  et  M,  le  centre  0  des  accélérations  est  son  propre  homologue. 

Gomme  le  plan  de  l'infini  est  son  propre  homologue,  il  y  aura  clans 
ce  plan  trois  points  A,  B,  C  qui  seront  leurs  propres  homologues  ;  on 
obtiendra  ces  points  en  résolvant  les  équations 


(3) 


an 

q'z—  r'y  -h  —.  =  Sx, 
âx 

an        ', 
r  X  —p'  z  -h  -^~  =  Sw, 

p'y~q'x-\--—=z  Sz, 
oz 


Uéhmmalion  de  x,  y,  z  entre  ces  équations  fournira  l'équation 
en  S  du  troisième  degré  dont  dépend  le  problème  de  la  détermination 
des  trois  droites  OA,  OB,  OG.  (Voir  le  chapitre  XII.) 

On  obtiendra  ainsi  trois  directions  de  droites  0 A,  OB,  OG,  réelles, 
imaginaires,  distinctes  ou  confondues,  selon  la  nature  des  racines  de 
cette  équation  du  troisième  degré;  M.  Gruey  en  a  fait  la  discussion. 

On  observera  que,  dans  l'une  et  l'autre  des  deux  homographies,  la 
droite  OA  est  sa  propre  homologue,  et  de  même  pour  OB,  OG. 

Si  l'on  prend  un  point  M  sur  l'une  de  ces  droites,  J,  J^  y  seront 
aussi.  Les  droites  OA,  OB,  OG  sont  les  lieux  des  points  M  do7it 
Vaccélération  passe  par  le  centre  des  accélérations  0. 

D'après  les  pi'opriétés  de  l'homographie,  les  points  M,  J,  J,  sup- 
posés variables,  décriront  des  surfaces  du  même  degré  ou  des  courbes 
"du  même  degré. 

De  plus,  les  points  à  l'infini  de  ces  surfaces  ou  de  ces  courbes  sont 
homologues  entre  eux,  en  sorte  que  si  l'une  de  ces  courbes  ou  sur- 
faces n'a  pas  de  point  réel  à  l'infini,  il  en  est  de  même  des  autres. 

G'est  ainsi  que  si  OJ^,  c'est-à-dire  l'accélération  de  M,  a  une  valeur 
conslante,  J^  décrit  une  sphère  de  centre  0.  Le  point  M  décrit  alors 
un  ellipsoïde  E. 

C'est  ce  que  donne  du  reste  le  calcul.  On  a,  en  effet, 

:  ÔJ^  =  JJ  4- J^  +  J|. 


Point 
d'accélération 

minimum 
dans  un  plan. 


Théorème 
de  M.  Gruey. 


Tlîéorème 
de  M.  Résal. 
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On  reconnaît,  de  plus,  que  le  centre  des  accéléralions  est  le 
centre  de  l'ellipsoïde  E,  et  que  si  l'on  fait  varier  la  longueur  constante 
de  OJj,  les  divers  ellipsoïdes  E  sont  non  seulement  concentriques, 
mais  homothétiques. 

Étant  donné  un  plan  x,  les  ellipsoïdes  E  découpent  sur  lui  des 
ellipses  concentriques  sur  lesquelles  se  groupent  les  points  de  ce  plan 
qui  ont  même  accélération. 

Le  centre  commun  P  de  ces  ellipses  est  le  point  de  contact  du 
plan  r  avec  celui  des  ellipsoïdes  E  qui  touche  ce  plan. 

Le  point  P  est  le  point  du  plan  t.  dont  V accélération  est 
minimum. 

Soit  PP'  l'accélération  de  ce  point  P. 

M.  Gruey  a  démontré  ce  curieux  théorème  : 

Les  projections  sur  la  droite  PP'  des  accélérations  des  divers 
points  M  du  plan  z  sont  constantes  et  égales  en  grandeur  et  sens 
à  l'accélération  môme  PP'  du  point  P. 

M,  Gruey  a  groupé  autour  de  ces  ellipsoïdes  E  un  grand  nombre 
de  propriétés  des  accélérations. 

Signalons  encore  la  proposition  suivante  : 

Si  un  plan  r.  passe  au  centre  0  des  accélérations,  les  accéléra- 
tions de  ses  points  sont  rectangulaires  avec  une  droite  OR  ci  réci- 
proquement. Le  diamètre  conjugué  du  plan  tc  dans  les  ellipsoïdes  E 
a  les  accélérations  de  ses  points  parallèles  à  la  droite  OQ. 

Du  reste,  d'une  façon  générale,  les  accélérations  des  points  d'une 
droite  sont  parallèles  à  un  plan  fixe  et  engendrent  un  paraholoide 
hyperbolique. 

M.  Gilbert,  dans  son  mémoire  déjà  cité,  est  revenu  sur  ces  diverses 
questions  et  en  a  généralisé  certaines. 

Sa  méthode  repose  sur  le  théorème  suivant,  dû  à  Resal,  dont  la 
démonstration  résulte  immédiatement  des  méthodes  générales  déve- 
loppées dans  le  texte  de  ce  livre  : 

-Si  un  solide  tournant  autour  d'un  point  fixe  0  est  rapporté  à 
un  trièdre  de  référence  mobile  ayant  son  sommet  en  0,  l'accéléra- 
tion angulaire  absolue  du  solide  est  la  résultante  de  l'accélération 
angulaire  relative,  de  l'accélération  angulaire  d'entraînement  et 
de  l'accélération  angulaire  composée. 

Nous  avons  défini  au  no67  l'accélération  angulaire.  Soit  00  le  seg- 
ment qui  représente  la  rotation  absolue  du  solide;  OQ'  le  segment 
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qui  représente  sa  roLation  relalive  par  rapport  au  trièdre  Oxyz  et 
enfin  00"  le  segment  qui  représente  la  rotation  du  trièdre  Oxyz 
lui-même.  Il  est  clair  que  OQ  est  la  somme  géométrique  de  OQ'  et 
àeOQ". 

OQ  =z  oçï  +  ôlr . 

La  vitesse  absolue  de  Cî  est  l'accélération  angulaire  absolue.  La 
vitesse  de  Q'  par  rapport  au  trièdre  Oxyz  est  l'accéléralion  angulaire 
relalive,  enfin  la  vitesse  absolue  de  Q"  est  l'accélération  angulaire 
d'entraînement. 

Or,  si  X,  x',  x"  sont  les  projections  de  OQ,  012',  OQ"  sur  un  axe 
fixe,  la  relation  géométrique  ci-dessus  donne 

X  =  x'  -h  x', 
d'où 

dx        dx'        dx" 
dt  ~   di        Hï 

On  peut  en  conclure  que  la  vitesse  absolue  de  Q  est  la  somme 
géométrique  des  vitesses  absolues  de  Q'  et  de  Q". 

Vitesse  absolue  de  Q  =r:  vitesse  absolue  do  Q' 
-f-  vitesse  absolue  de  Q'. 

Or,  il  est  clair  que  la  vitesse  absolue  de  Q'  est  égale  à  sa  vitesse 
relalive  plus  sa  vitesse  d'entraînement.  Désignons  par  y,  y',  y"  les 
accélérations  angulaires  absolue,  relalive  et  d'entraînement,  on  aura 

y  =  y'  +  y"  +  vitesse  d'entraînement  de  Q'. 

C'est  à  cette  dernière  viiesse  qu'on  donne  le  nom  d'accélération 
angulaire  composée. 

Je  terminerai  celle  noie  en  disant  un   mol  sur  les  accélérations 
iccéléraiions     d'ordre  supérieur  dont  la  définition  a  été  donnée  à  la  page  GG. 
supérieures.         Lg  calcul  qui  permet  de  passer  de  la  vitesse  à  l'accélération  donne 
aussi  les  composantes  des  accélérations  d'ordre  supérieur. 

Par  un  point  fixe  A  menons  un  segment  AJ„  équipollent  à  l'accé- 
lération du  Ji'^'"*  ordre  d'un  point  mobile  M  rapporté  à  un  trièdre  de 
référence  mobile  Oxyz.  La  vitesse  absolue  du  point  J„  est,  par  défi- 
nition, l'accélération  de  l'ordre  {n  4-  1)  du  point  M, 

Or,  soient  J„  .j,  J„  j,,  J„  ^  les  projections  de  J„  sur  les  axes  Ox,  Oy,  Oz; 
•^"oi  Voi  -0  '^^  coordonnées  du  point  A,  les  coordonnées  du  point  J„ 
seront 

\  =z  Xq  -i-  J„^j.,  \    =  î/„  -I-   J„,„,  Z  =z  Zq   +  J„_,. 

Cinémnlintie.  .  29 
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Les  projections  de  la  vitesse  absolue  du  point  J„  sur  les  axes  Oc. 
Oj/,  Oz  seront  les  projections  J„+i,i,  J„  +  i,.,/»  Jn+i,c  de  l'accélération 
d'ordre  {)i  -h  1),  et  on  aura,  dès  lors,  en  appliquant  les  formules 
connues 

J»4-i,x  =  ç  -h  q/'  —  '' ï  H-  -77 

ai 

et  deux  autres  équations  analogues.  En  remplaçant  X,  Y,  Z  par  leurs 
expressions  et  remarquant  que  l'on  a 

?  + 9--. ->■!/.  + ^  =  0, 

puisque  la  vitesse  absolue  de  A  est  nulle,  il  reste 

T                  T             T           ^J".* 
J»  +  i,x  =  qK,z  —  rS„^,j  H —■> 

et  les  deux  autres  équations  analogues 


dt 

T  —       T  T  ^^" 


dt 

Telles  sont  les  formules  qui,  par  voie  de  récurrence,  permettront 
de  calculer  de  proche  en  proche  les  diverses  accélérations  d'ordre 
supérieur. 
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NOTE  YIII 


Sur  la  théorie  de  la  vis  de  M.  Bail 


Rappel 

e  la  définition 

de  la  vis. 


out  système 
le  serments 
ist  le  produit 
d'une  vis 
.r  un  nombre. 


ixemple  tiré 
es  rotations. 


A  la  page  36  on  a  donné  la  définition  de  la  vis.  Si  l'on  multiplie  ou 
divise  les  segments  d'un  système  par  un  même  nombre  positif  ou 
négatif,  les  coordonnées  de  ce  système  sont  évidemment  multipliées 
ou  divisées  par  ce  nombre,  et  l'on  peut  dire  alors  que  le  système  lui- 
même  a  été  soit  multiplié,  soit  divisé  par  ce  même  nombre.  En  divi- 
sant ainsi  un  système  de  segments  par  la  longueur  de  sa  résultante 
de  translation  prise  en  valeur  absolue,  on  obtient  un  système  de 
segments  unitaire,  c'est-à-dire  une  vis,  dont  l'axe  a  le  sens  de  la 
résultante  de  translation  du  système  et  dont  le  paramètre  ou  pas  est 
égal  au  paramètre  du  système  (voir  p.  26). 

Si,  au  lieu  de  diviser  par  la  longueur  de  la  résultante  de  transla- 
tion prise  positivement,  on  avait  divisé  par  cette  longueur  affectée  du 
signe  — ,  on  aurait  obtenu  encore  une  vis  dont  le  pas  serait  égal  à 
celui  de  la  première,  mais  dont  l'axe  aurait  eu  le  sens  opposé.  Tout 
système  de  segments  donne  ainsi  naissance  à  deux  vis  opposées  de 
même  pas,  mais  d'axes  opposés,  de  même  que  tout  segment  donne 
lieu  à  deux  axes  opposés  entre  eux,  dont  l'un  a  le  sens  du  segment  et 
l'autre  le  sens  contraire. 

On  peut  donc  dire  que  tout  système  de  segments  est  égal  au  pro- 
duit d'une  vis  par  un  nombre  positif  ou  négatif,  selon  que  l'axe  de  la 
vis  considérée  a  ou  n'a  pas  le  sens  de  la  résultante  de  translation  du 
système. 

Supposons,  par  exemple,  que  les  segments  représentent  des  rota^ 
lions;  leur  système  représente  un  mouvement  hélicoïdal  dans  lequel, 
dans  un  temps  infiniment  petit,  chaque  point  du  corps  décrit  un 
élément  d'hélice.  Toutes  les  hélices  ainsi  décrites  ont  même  axe, 
même  pas,  ce  dernier  égal  au  paramètre  du  système.  L'ensemble  de 
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ces  hélices  constitue  une  vis,  en  ce  sens  que  si  l'on  prend  toutes  celles 

qui  traversent  un  contour  fermé  dans  l'espace,  elles  forment  un  noyau 

solide  hélicoïdal,  comme  la  vis  en  offre  un  exemple.  La  définition 

d'un  tel  système  de  vis  est  complète  si  l'on  connaît  son  axe  et  son 

pas,  c'est-à-dire  les  éléments  d'un  système  de  segments  unitaire. 

Mouvement  Quant  au  mouvement  hélicoïdal,  on  peut  dire  qu'il  a  lieu  sur  la  vis 

suivant  une  vis.    qq  qu'il  est  supporté  par  elle;  il  est  différentié  de  tous  les  autres 

mouvements  qui  ont  lieu  sur  la  même  vis   par  la  longueur  de  la 

résultante  de  translation,  c'est-à-dire  par  sa  vitesse  angulaire. 

Semblablement,  si  l'on  envisage  un  ensemble  de  forces  appliquées 

à  un  corps  solide,  cet  ensemble  constitue  un  système  de  segments 

que  l'on  pourra  regarder  comme  provenant  du  produit  d'une  certaine 

Système        vis  par  le  nombre  qui  représente  la  longueur  de  la  résultante  de 

de  forces       translation.  Plueckera  appelé  dyname  et  Bail  torscur  tout  système 

agissan         ^^^  forces  appliqué  à  un  solide.  D'après  cela  nous  saurons  ce  que 
îUivantunc  VIS.  •         ,       , 

Signifie  l'expression  de  dyname  ou  de  iorseur  portée  par  une  vis 

ou  qui  s'exerce  suivant  une  vis. 
Vis  Ces  explications  données,  considérons  un  corps  solide  mobile  pos- 

de coordonnées   sédant  le  degré  n  de  liberté. 

dans  un  corps        Soient  t/,,  r<,,  ....  u„  les  n  paramètres  dont  dépend  sa  position.  Les 
doué  d'im  ....  ,  ,   .         /->-->        r^      i-. 

de"ré  n        projections  sur  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  uz  lies  au  corps, 

de  libellé.      de  la  vitesse  d'entraînement  d'un  point  x,  y,  z  de  ce  corps  ont,  nous 
le  savons  (p.  226),  des  expressions  de  la  forme 


dU; 

~di. 

+  -^:q: 

dU; 

dt 

-  !/->•; 

dUi 
dt  ' 

dUi 
dt 

+  xiri 

d  tf; 

dt 

-zlp^ 

dUi 
dt  ' 

dU; 

dt 

-^y^Pi 

dUi 
dt 

-XlfJ; 

d  U; 

dt 

(1)  {  ■^.  =  ^-ni 

Considérons  les  n  vis  S^  qui  ont  pour  coordonnées 


Pi  Qi  ^  ^  -Tu  ^ 

ïï:     u;      u,'      u/      u/     IV 


(2)  ^f         r^'         —  '  T7> 


OÙ  \]i=  -h  Vpi'  +  q-^  +  r,.«. 

Tout  déplacement  du  corps  résulte,  d'après  les  formules  précé- 
dentes, de  n  mouvements  hélicoïdaux  infiniment  petits,  sur  les  vis  S,, 
d'amplitudes  égales  respectivement  à  U,di(;. 

Les  H  vis  S;  constituent  le  système  des  n  vis  de  coordonnées. 

Si   l'on  efïectue  un  changement  de  variables  portant  sur  les  m,, 
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il  est  clair  que  le  système  des  vis  de  coordonnées  se  trouve 
changé. 

Ces  vis  jouent  un  rôle  analogue  aux  tangentes  aux  courbes  de  coor- 
données dans  la  géométrie  sur  les  surfaces. 

Il  est  naturel,  comme  on  le  fait  pour  les  surfaces,  de  chercher 
des  systèmes  de  coordonnées  qui  présentent  des  caractères  propres  à 
simplifier  les  formules  ou  les  raisonnements.  C'est  ainsi  qu'il  est 
souvent  commode  dans  la  théorie  des  surfaces  de  rapporter  celles-ci 
à  leurs  lignes  de  courbures  ou  à  une  famille  de  géoclésiques  accom- 
pagnées de  leurs  trajectoires. 

Dans  ce  genre  de  questions,  la  considération  de  certaines  formes 
quadratiques  joue  un  rôle  fondamental.  Une  de  ces  formes  sera  ici 
celle  qui  exprime  le  carré  de  la  vitesse 


ys 


(3) 


dui 
Ht 

dU; 


(du-, 
''  dt 

(dU; 
•'    dt 


dU: 

dui 
~dt 

dU; 

'dt 


d'i 
di 


X  S  V: 


+  ylPi 


—  xiq^ 


h) 

du,Y 

■)•■ 


d  Hj 
~dt 


Dans  le  cas  de  2  paramètres  on  est  toujours  certain  de  pouvoir,  par 
un  changement  de  variables,  la  ramener  à  une  somme  de  deux  carrés. 

Dans  le  cas  de  3  ou  d'un  plus  grand  degré  de  liberté  il  n'en  est 
plus  toujours  de  mémo. 

Nous  nous  bornons  à  signaler  ici  cette  intéressante  question. 

Des  considérations  dynamiques  ont  conduit  M.  Bail  à  la  notion 
importante  des  vis  principales. 

On  sait  que,  dans  le  cas  d'un  solide  mobile  autour  d'un  point  fixe, 
il  y  a  trois  axes  principaux  issus  de  ce  point,  qui  possèdent  la  pro- 
priété que  si  l'on  imprime  au  corps  une  impulsion  représentée  par 
un  couple  dont  le  plan  soit  normal  à  l'un  de  ces  axes,  le  mouve- 
ment qui  tend  à  se  produire  consiste  en  une  rotation  autour  do  ce 
même  axe. 

Considérons  plus  généralement  un  corps  doué  d'un  degré  n  de 
liberté;  supposons  que  dans  une  position  déterminée  on  lui  imprime 
brusquement  un  ensemble  de  forces,  un  dyname  ou  torseur,  porté 
par  une  vis  S,  et  que  le  mouvement  que  prend  le  corps  consiste,  au 
moins  au  début,  en  un  mouvement  hélicoïdal  suivant  la  même  vis  S. 
Nous  dirons  alors  que  la  vis  S  est  principale.  Ily  a  n  vis  principales. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  nous  allons  d'abord  établir  les 
équations  générales  du  mouvement. 
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Partons  de  l'équation  de]d'Alembert 

où  les  0  correspondent  aux  variations  compatibles  avec  les  liaisons. 
Nous  allons  introduire  les  paramètres  Wj,  m^,  ...,  î(„  qui  sont  indé- 
pendants et  dont  dépend  la  position  du  corps. 

Appelons  '2T  la  force  vive,  qui  s'exprimera  en  u^,  ttj,  ...,  m„,  u[, 
itg,  ...,  u'„  par  la  formule 

(4)  2T  =  ^m\  {IcjU'i  +  zlq.u'i  —  ylViUiy 

+  {iTti U'i    -h  xlVi U'i  —  2  I Pi U\ )* 

+  (iCfW;   +  ylPiUl  —  xlqiulf  j, 

du, 

on  a  pose  m,  =  — —  • 
ai 


On   sait 
se  transforme  en 


que  l'expression  V  w  /^  §^  +  ^gy  +  ^  g^A 
\ar  dr  dt^        / 


-^  (  dt  \dui 


d  /âT\  _âT_ 
)       àUi 


Quant  à  ^  {Xhx  +  Ycy  +  Z5z),  c'est  la  somme  des  travaux 
virtuels  des  forces  appliquées  au  corps  dans  un  déplacement  virtuel 
quelconque  compatible  avec  les  liaisons. 

Soient  A:>y  ^,  C,  '£,  £Tl,  %  les  coordonnées,  par  rapport  aux  axes 
mobiles  Ox,  Oy,  Oz,  du  dyname  constitué  par  ces  forces;  d'après  le 
résultat  établi  dans  la  note  IV,  le  travail  de  ces  forces  dans  un  dépla- 
cement virtuel  quelconque  aura  pour  expression 

et,   par  conséquent,  les  n  équations  différentielles  du  mouvement 
s'écrivent 


(§^)-r^]  =  M,^sir,.-.r. 


(5)         j   di  [à u'i)       \âuj 

(i=:l,2,  ...,  n), 


en  désignant,  pour  abréger,  par  ?<  le  second  membre. 

Soit  A,. 3,  le  coefficient  du  terme  u'  u',  dans  2T,  les  équations  précé- 
dentes peuvent  s'écrire,  en  désignant  par  ul  la  dérivée  seconde  de  u. 
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par  rapport  au  temps, 

Supposons  que  le  corps  étant  dans  la  position  caractérisée  par  les 
valeurs  wj,  u^,  ...,  u"  des  paramètres,  on  lui  applique  brusquement 
le  dyname  A),  ^,  C,  H!,  9TC,  %;  un  certain  mouvement  va  se  produire 
qui  sera  défini  par  des  équations  de  la  forme 

(7)  u,  =  uf  -4-^  +  wr»^V  ...; 

une  étoile  marque  l'absence  du  terme  ul'^t,  car  les  m,'^  sont  nuls  par 
hypothèse. 
On  aura  aussi 

(8)  ul=u'iH  +  .... 

Les  valeurs  de  u"°  seront  données  par  les  équations  (6)  où  l'on  fait 
Ui  =  uf,  u'i  =:  0,  et  qui  deviennent  alors 

(9)  2  H=u'^''='P^=Mf  +3'or,?  +  e^?  +  'Xp?  +^q?  -h%r?. 

(^  =  l,2,  ...,n). 

Quant  aux  coordonnées  p,  q,  r,  ^,  r„  ^  du  mouvement  hélicoïdal 
tangent,  elles  sont  données  par  les  formules 

où  l'on  a 

(11)       pp  =r  ^P  +  plH  +  ...,       ^p  =  g!  +  qlH  +  ...,  etc. 

Les  expressions  dep,  q^  r,  ^,  y;,  l,  deviennent  donc,  en  n'écrivant 
que  les  termes  du  premier  ordre  en  t, 


p  =  Zpliil'.t  +  ...,      ç 


",0    <^s 


(12)  }    q=lq^u'^'.t  +  ...,       Y]  =  ZY]p°.jÇ.<  +  ..., 
[    r  =  lr!ul\t  +  ,..,       ^^l^.uj'.t  +  .... 

Le  mouvement  hélicoïdal  instantané  qui  se  produit  d'abord  a 
donc  lieu  sur  une  vis  dont  les  coordonnées  sont  proportionnelles  aux 
expressions  ... 

(13)  Ip^^iÇ,    IqUÇ,    Zr^ul%    SHp^wJS    Zt;.u:\    ii:^u',\ 
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Pour  que  cette  vis  coïncide  avec  celle  qui  porto  le  dyname  appliqué, 
il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait,  À  désignant  un  coenicieat  de  propor- 
tionnalité, 

^     ^      (   1^^^  ni  »  =  A  [i,        1  y;P  ul  «  =  X911,      1^  ni  «  =  X  %. 

Ainsi,  les  valeurs  des  u''^  tiiées  des  équations  (9)  doivent  vérifier 
les  i-elations  (14), 

Mais  on  peut  remarquer  qu'il  suffit  de  connaître  les  u'^  pour  que 
les  équations  (14)  fournissent  .{>,  Sj,  (3,  'X,  911,  %,  et  l'on  peut  se 
débarrasser  de  ces  inconnues.  On  trouve,  en  éliminant  ces  quan- 
tités entre  les  équations  (9)  et  (14), 

I    -t-  If  y  qt  «o"  +  Vf  y  5"  i'""  +  7.-  y  ■'):  "?    t    rf  V 

\  Ç  —  1  Ç  =  l  C-=-l  p-1 

(i  =  l,2,  ...,  n). 
Posons 

(16)     i  ;;<;^'  =  ^^J^^-^^^^+/'f^'      ^ 

dans  ces  expressions  on  reconnaît  les  coefficients  de  la  forme 

(17)        2H  =  lp:U',.lz,ll':  +  Iq^Jll.lTrJl'o  +  Zr,iil.Z':,U:, 

introduite  au  n^  82,  page  231,  formule  (11). 
Avec  ces  notations,  1  s  équations  (15)  s'écrivent 

(18)  y  a;;,«^»  = .-  'y  .%%«!«, 


i  =  i,  2,  ...,  n. 


On  est  conduit  Pour  ne  pas  compliquer  les  notation,  effaçons  l'indice  zéro  devenu 

à  la  réduction  inulile,  et  remplaçons  id"  par  «p.  Les  équations  (18)  prennent  la 

simultanée  forme 

à  des  carrés  j'p         1  /ÎH 

de^  formes  (19)                                               -; — :  =  r  -t — ;  ' 

TetH.  '^^'i         ^^^"' 

Ces  équations  sont  les  équations  classicjues  que  l'on  rencontrerait 
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si  l'on  voulait,  en  regardant  les  ii^  comme  des  constantes  et 
les  ii'i  comme  les  seules  variables,  ramener  simultanément  T  et  H  à 
des  sommes  de  carrés,  au  moyen  de  substitutions  linéaires  effectuées 
sur  les  it'i . 

Ce  problème  conduit,  par  l'élimination  des  w,'  entre  les  équations 
linéaires  (19),  à  une  équation  en  >.  du  degré  7i  et  l'on  obtiendra 
ainsi  n  systèmes  de  solutions  pour  les  ul  et  par  suite  pour  les  u"". 

Il  y  a  donc  n  vis  principales,  en  général. 

Les  cas  d'exceptions  sont  ceux  que  l'on  rencontre  dans  la  discus- 
sion ordinaire  des  problèmes  de  ce  genre,  lorsque  l'une  des  formes 
est  définie  et  positive,  comme  c'est  ici  le  cas  pour  T. 

Le  lecteur  ne  manquera  pas  de  se  demander  si,  au  lieu  de  se  borner 
à  une  transformation  linéaire  sur  les  t;,',  les  u^  étant  regardés  comme 
constants,  on  ne  pourrait  pas,  par  un  cbangement  effectué  sur  les 
paramètres  m,-,  amener  du  même  coup  les  formes  T  et  H  à  des  sommes 
de  carrés.  Gela  peut,  en  effet,  avoir  lieu,  mais  exceptionnellement. 

Dans  le  cas  d'un  corps  fixé  par  un  point,  les  trois  vis  principales 
(la  liberté  du  système  est  alors  égale  à  3)  sont  réduites  aux  trois  axes 
principaux,  lesquels  sont  fixes  dans  le  corps.  Il  serait  naturel  de 
recbercher  les  cas  où,  plus  généralement,  les  n  vis  principales  sont 
fixes  dans  le  corps. 

Ce  sont  là  autant  de  questions  intéressantes  ^ue  nous  nous  borne- 
rons à  proposer  et  qui  sont,  croyons-nous,  entièrement  nouvelles. 
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NOTE  IX 

Sur  le  cylindroïde. 


Lieu  des  axes 
des  complexes 

linéaires 
d'un  faisceau. 


Nous  avons  eu  l'occasion  de  dire  que  la  congruence  linéaire  com- 
mune à  deux  complexes  linéaires  G,  G'  appartient  à  une  infinité  de 
complexes  formant  un  faisceau.  Si  G  =  0,  C'  =0  sont  les  équations 
de  ces  complexes  en  coordonnées  de  droite, 


(1) 


XG  +  X'G' 


0 


est  l'équation  générale  des  complexes  du  faisceau.  Les  axes  de  ces 
complexes  engendrent  une  surface  remarquable  du  troisième  ordre 
appelée  cyli7^droïde  par  M.  Gayley. 

Le  complexe  G  est  l'ensemble  des  droites  de  moment  nul  par  un 
système  de  segments  déterminé 

A^,  %  e,  '1, 911,  %. 

Il  faut  toutefois  observer  que  la  multiplication  du  système  par  un 
nombre  n'altère  pas  le  rapport  des  quantités  J{),  05,  6,  iC,  SU,  %  et 
ne  change  pas  le  complexe.  On  pourrait  donc  réduire  .ij*  -f-  05^  +  C* 
à  l'unité  et  réduire  le  système  de  segments  à  une  vis.  Il  y  a  ainsi 
deux  vis  d'axes  opposés,  de  même  pas,  attachées  à  un  complexe. 
Appelons  dès  lors  Sq  une  de  ces  deux  vis  attachées  au  complexe  G. 

Appelons  de  même  S^,  une  vis  attachée  au  complexe  G'  (^). 

Faisons  choix  d'un  système  d'axes  rectangulaires  dans  lequel  Oz 
sera  la  perpendiculaire  commune  aux  axes  des  deux  complexes  G,  G'. 


(1)  La  notion  de  vis  est  à  celle  de  complexe  linéaire  un  peu  ce  qu'est  la  notion 
(l'axe  à  celle  de  droite.  Comme  données,  elles  ne  diffèi-ent  que  par  une  question  de 
sens  qui  s'impose  naturellement  dès  que  l'on  veut  soumettre  les  figures  au  calcul. 
C'est  cette  précision  qui  rend  utile  la  notion  de  vis. 


\;  \  B  R  A  ;v 
UNIVERS 
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Soit  (Pq  l'angle  que  fait  avec  Ox  la  projection  sur  le  plan  xOy  de 
l'axe  de  la  vis  S^;  h^  le  pas  de  cette  vis;  d^  la  cote  du  point  de  ren- 
contre de  l'axe  avec  Oz. 

Considérée  comme  système  de  segments  unitaire,  la  vis  S^  est 
représentée  par  un  segment  unitaire  porté  par  son  axe  et  par  un 
couple  de  moment  /î(,  porté  par  le  même  axe.  Les  coordonnées  de  S^ 
sont  donc 

(2)  cosço,     sinçd,    0,    hf^cos^p^^  —  doSinç,,,    /(oSinç^  +  doCosço,    0. 

En  désignant  par  l'indice  prime  les  quantités  analogues  relatives 
à  Sq,  les  coordonnées  de  cette  seconde  vis  seront 

(3)  cos(po,    sinçô)    0,    /lôcosçô  —  c^é^inço?    /iôsinçQ  + dôcosçô?   0- 
Les  six  quantités  (2)  sont  les  coefficients  de  l'équation  du  com- 
plexe C,  les  six  quantités  (3)  sont  ceux  du  complexe  G'. 

Les  coefficients  de  l'équation  (1) 

XG  +  X'G'=0 
seront  donc 

;^   X  cos  Ço  -h  X'  cos  9Ô,     X  sin  o^  +  X'  sin  z'q,     0, 

(4)  X  (ho  cos  ?o  —  do  sin  o^)  +  X'  (h'^  cos  9;  —  d'^  sin  ©;), 
'   X  (/îo  sin  (po  +  d(,  cos  9o)  +  X'  (Jiq  sin  ©ô  +  t/ô  cos  9Ô)>     0- 

.ien  entre  II  est  bon  de  faire  remarquer  ici  que  les  formules  précédentes  tra- 

:omposition   duigent  la  composition  des  deux  systèmes  de  segments  obtenus  en 

«  s\s  e  s  niultipliant  par  X  la  vis  S^  et  par  X'  la  vis  S».  Si  nous  désignons  par  2 
;  segments      ,  f  or  o  n  r 

es  faisceaux  '^  système  de  segments  résultant,  les  six  expressions  (4)  sont  préci- 
complexes  sèment  les  coordonnées  de  Z  et  l'axe  du  complexe  défini  par  l'équa- 
iinéaires.       tion  (1)  est  l'axe  central  de  ce  système  2i. 

irinules  de  Appelons  S  l'une  des  deux  vis  qui  portent  1;  soient  ç, /i,  d  les 
niposition.     quantités  analogues  à  ^q,  h^,  d^  qui  concernent  cette  vis  (il  résulte, 

en  effet,  de  la  forme  même  des  expressions  (4),  que  l'axe  de  S  coupe 

Oz  à  angle  droit). 

Le  système  2  est  le  produit  de  S  par  un  nombre  [x,  et  l'on  peut 

donner  cette  autre  forme  aux  coordonnées  de  2  : 

(5)  [j.cosç,    [j.sins,    0,    jj.(/icoscp  —  dsinç),    [^.(/isins  +  dcosçp),    0. 

En  identifiant  avec  les  expressions  (4)  on  trouve 

j'  ;j,cos5=Xcos5o-«-X'cosoô, 

^  [;.sin9=Xsin9o  +  X'sincp;, 

j  |j.(/icoso — dsin9)=X(/toCOS9o  —  c?osin9o)  +  X'(/iôcosa)ô  —  '^ésin?é)> 

\  [j.(/isin9  4-dcos9)=X(/(|jSin9o  +  doCos9o)  +  X'(/iôsin9Ô  +  dôcos9Ô)- 
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Lccylindroïdc.  Ces  équations  vont  nous  permettre  de  traiter  diverses  questions,  et 
d'abord,  de  trouver  le  lieu  des  axes  des  complexes  linéaires  qui  con- 
tiennent la  congruence  commune  à  C  et  à  C.  Si  on  élimine  entre 

elles  À,  À',  ij,,  h  et  si  l'on  y  remplace  d  par  z,  cos  o  et  sin  ?  par 
X  y  .  T  r 

,  on  trouve,  après  un  calcul  facile, 


Kcc*  +  if    Vx^  ->r  y^ 

(7)  z  (x'*  +  y^)  sin  (ç;  —  ç„)  +  ïx«  —  m ny  -h  m/  =  0, 
en  posant 

1    l  =  ('^0  —  ^^o)  sin  «Pô  sin  çé  -+-  d^  cos  çô  sin  Çq  —  £?„  cos  Sq  sin  ©ô, 

(8)  m  =  -\-(h',-  h,)  sin  (ç;  +  çj  4-  (j;  _  d„) cos  (?;  +  ç), 

'  n  =  (hl  —  h^)  cos  9o  cos  çô  —  dé  sin  ©^  cos^ 9  +  d^  sin  ç^ cos çé- 

Supposons  que  l'on  fasse  tourner  les  axes  O.r,  Oy  d'un  certain 
angle  a  autour  de  Oz;  il  faudra  remplacer  a-,  y  par  les  variables 
X,  Y  telles  que  l'on  ait 

X  =  X  cos  a  —  Y  sin  a, 
7/  =  X  sin  a  +  Y  cos  a. 

Simplification        L'équation  (7)  prend  la  forme 

de  l'équalion. 

Z  (X»  +  Y^)  sin  (ç;  —  cp,)  +  /jX»  —  77)jXY  +  n^^'' 

où 

?j  =  l  cos^  a  —  m  sin  a  cos  a  +  n  sin^  a, 

Wi  =  —  2^  sin  a  cos  a  —  m  cos  2  a  —  2n  sin  a  cos  a, 

7ÎJ  =  ?  sin-  a  +  m  sin  a  cos  a  +  n  cos'  a. 

On  peut  choisir  a  de  sorte  que  w,  soit  nul,  il  suffit  de  prendre 
is  2£ 


t  +  n 


si  même  on  fait  abstraction  d'une  rotation  de  90°  autour  de  Oz,  le 
problème  n'admet  qu'une  solution.  On  observera  de  plus  que 

l^  -{-  n^  =  l  +  n. 

Si  l'on  change  ^  en  ^  -t-  a,  ce  qui  revient  à  effectuer  un  simple 
changement  d'origine  sur  Oz,  l^,  îij  s'augmentent  de  a  sin  (©ô  —  90) 
et  l^  +  nj  devient 

^1  +  ^^1  +  2a  sin  {o[  —  ?o)- 

On  peut  choisir,  et  d'une  seule  façon,  a  de  sorte  que  cette  somme 
soit  nulle. 
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On  est  ainsi  ramené  à  la  forme  plus  simple  où  l'on  a  m 
L'équation  du  cylindroïde  s'écrit  alors 

(9)      z  (x^  -\~  if)  z=  g  {x^  —  ?/*),  en  posant  g  = 
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=  0, 


sin  (?o  — ?o) 

Sur  cette  forme  simplifiée  il  est  aisé  de  mettre  en  évidence  les 
propriétés  essentielles  de  la  surface. 

On  voit  que  le  lieu  des  axes  des  complexes  d'un  faisceau  est  une 
surface  conoïde  droite  du  troisième  de^ré  qui  admet  deux  plans  de 
symétrie. 

Les  axes  sont  compris  entre  deux  plans  parallèles  normaux  à  la 
directrice,  car  z  ne  peut  varier  que  de  —  g  h  -\-  g. 

Par  tout  point  de  la  directrice  rectiligne  il  passe  deux  axes  symé- 
triques l'un  de  l'autre  par  rapport  aux  plans  de  symétrie. 

On  vérifiera  que  tout  plan  passant  par  une  génératrice  rectiligne 
coupe  la  surface,  outre  cette  génératrice,  suivant  une  ellipse.  Cette 
ellipse  se  projette  sur  le  plan  directeur  suivant  un  cercle  passant  par 
l'origine  et  dont  le  diamètre  passant  par  l'origine  est  symétrique  de 
la  projection  de  la  génératrice  sur  le  même  plan.  Comme  le  cercle 
passe  par  la  projection  du  point  où  le  plan  sécant  touche  la  surface, 
on  a  tous  les  éléments  nécessaires  pour  le  construire. 

On  verra  aussi  que  si  l'on  projette  un  point  fixe  quelconque  sur 
les  génératrices  rectilignes  de  la  surface,  le  lieu  de  ces  projections  est 
une  section  plane  de  la  surface.  Cette  propriété  appartient  aussi  aux 
cylindres,  de  là  le  nom  de  cylindroïde  introduit  par  M.  Cayley. 

Revenons  aux  formules  (6)  et  essayons  de  compléter  les  résultats 
précédents  en  cherchant  l'expression  du  paramètre  de  la  vis  qui  a 
pour  axe  une  des  génératrices  du  cylindroïde. 

Si,  au  lieu  d'éliminer  X,  a',  ;j,,  h  entre  les  équations  (6),  nous 
éliminions  X,  X',  [x,  d,  nous  obtiendrions  une  équation  analogue  à 
celle  qui  lie  d  et  o.  Mais  il  vaut  mieux  raisonner  de  la  manière 
suivante. 

Puisque  dans  le  cas  actuel  on  a  i  +  ;i  =  0,  m  =  0,  les  rela- 
tions (8)  qui  définissent  /,  «?,  n  en  fonction  de  deux  quelconques  des 
vis  Sq,  Sq,  qui  ont  leurs  axes  sur  le  cylindroïde,  nous  donnent 


(10) 


S  0  =  (/,;  —  /,j  cos  (9;  —  ço) 

\  0  =  (/î;  —  /i„)  sin  (ço  —  ço) 


(A  +  <^ô)  sin  (?o  —  ?o% 
(c?;  —  d^)  cos  (5;  +  Ço)> 


qui  doivent  avoir  lieu  entre  les  éléments  de  deux  quelconques  des  vis 
du  cylindroïde  (c'est-à-dire  dont  les  axes  sont  sur  le  cylindroïde). 
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On  a  posé 

n 

~  sin  (9;  —  ç„) 
Il  faut  donc  joindre  à  ces  équations  la  suivante  : 

(11)  S  2n  =  n  -  ^  =  2^  sin  {^',  -  ç  j  =  +  (;,.;  _  h,)  cos  (9;  +  a>o) 
(  —{d'o  —  do)  sin  (fj  +  ^0). 

Appliquons  ces  équations  à  diverses  vis  du  cylindroïde.  Prenons 
une  génératrice  quelconque  correspondant  à  l'angle  ç  et  celle  qui  cor- 
respond à  9o  =  0.  Faisons  donc  çé  =  ?>  ?o  ==  Oj  'es  équations  (10) 
et  (11)  donneront,  en  mettant  h  et  d  au  lieu  de  h^,  d^, 

/  {h  —  Zip)  cos  9  —  (d  +  do)  sin  5  =  0, 

(12)  I   (^  —  ho)  sin  ç  +  (d  —  d„)  cos  ç  =  0, 

\  ^gr  sin  (p  =  +  (h  —  h^)  cos  <p  —  (d  —  d^)  sin  9. 

La  dernière  équation  n'est   compatible   avec  la   première   que  si 

do==  g  et  alors  elle  se  confond  avec  elle. 

Formules  Les  deux  premières  donnent  alors,  en  remplaçant  d^  par  g, 

définitives. 

(13)  d  =  g  cos  29, 

équation  qui  s'accorde  avec  celle  du  cylindroïde  et  ensuite 

(14)  h  =  h^  +  g  sin  2©. 

Le  problème  de  la  détermination  de  la  vis  S  se  trouve  ainsi  com- 
plètement résolu. 

Si  l'on  prend  9  =  0  ou  ç  =  -5  on  obtient  les  valeurs  d=  ±  g,en 

sorte  que  les  axes  correspondants  sont  les  axes  limites,  c'est-à-dire 
ceux  qui  limitent  sur  Oz  le  segment  qui  contient  les  pieds  de  tous 
les  autres  axes.  Dans  les  deux  cas  h  est  égal  à  h^,  c'est-à-dire  que 
les  deux  vis  extrêmes  ont  le  même  pas.  On  observera  que  leurs  axes 
étant  parallèles  à  Oa;,  0;/  respectivement  sont  rectangulaires. 

Il  y  a  là  un  fait  général  :  pour  que  deux  vis  du  cylindroïde 
aient  même  pas,  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  des  inclinaisons 

de  leurs  axes  soit  égale  à  ^j  ou  encore  que  l'un  des  axes  soit  la 

symétrique  de  l'axe  rectangulaire  avec  l'autre  axe. 

Représentation       !'&  quantité  h  —  /i,,  est  susceptible  d'une  représentation  simple. 
dupas.         Soit  A  l'axe  de  la  vis  S;  coupons-le  par  la  sphère  de  rayon  g  qui  a 
pour  centre  l'origine. 
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La  formule 


(15)  (h  -  h,f  +  d'  =  g\ 

déduite  de  (13)  et  de  (14),  prouve  que  h  —  /?„  est  la  demi-corde 
déterminée  par  la  sphère  en  question  sur  l'axe  A. 

Il  est  bon  de  faire  ici  une  observation  importante.  La  constante  /(„ 
n'intervient  pas  dans  la  définition  du  cylindroïde  qui  ne  contient 
d'autre  paramètre  que  g,  en  sorte  que,  comme  les  paraboles,  les  cylin- 
droïdes  sont  tous  semblables  entre  eux. 

Mais,  quand  nous  parlerons  du  cylindroïde,  nous  sous-entendrons 
que  ro7i  adjoint  à  la  surface  un  certain  paramètre  h^,  qui  est  la 
valeur  du  pas  des  deux  vis  extrêmes. 

Ceci  posé,  observons  que  si  Ton  compose  deux  systèmes  de  seg- 
ments portés  par  deux  vis  appartenant  au  cylindroïde  (g,  h^),  le  sys- 
tème résultant  est  porté  par  une  vis  dont  l'axe  appartient  au  même 
cylindroïde.  De  même,  si  au  lieu  de  composer  deux  systèmes  on  en 
compose  un  plus  grand  nombre  dont  les  vis  appartiennent  au  même 
cylindroïde.  Leur  segment  résultant  s'obtient  en  multipliant  une  cer- 
taine vis  du  cylindroïde  par  la  longueur  de  la  résultante  de  translation. 

Comme,  d'autre  part,  il  n'y  a  sur  le  cylindroïde  aucune  vis  dont  le 
pas  soit  infini  (formule  14),  on  peut  en  conclure  le  théorème 
général  suivant  : 

Si  plusieurs  systèmes  de  segments  portés  par  des  vis  apparte- 
nant à  un  même  cylindroïde  {g,  h^)  donnent  lieu  à  une  résuUante 
générale  de  translation  nulle,  cela  suffit  pour  que  les  systèmes 
considérés  se  détruisent  entre  eux;  s'il  s'agit  de  forces,  ces  forces  se 
feront  équilibre. 

Ce  théorème  donne  la  clef  du  rôle  du  cylindroïde  dans  la  composi- 
tion des  systèmes  de  segments. 

Nous  venons  de  voir  que  les  axes  des  complexes  d'un  faisceau 
engendrent  un  cylindroïde.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'établir 
les  cas  de  dégénérescence. 

Si  /Iq  est  moindre  que  g  en  valeur  absolue,  il  y  a  deux  valeurs 
de  ç  qui  annulent  h;  la  congruence  linéaire  admet  alors  deux  direc- 
trices réelles.  Elles  sont  imaginaires  dans  le  cas  contraire. 

Si  Jiq  =  ±  g,  les  deux  directrices  se  confondent;  mais  cela  ne 
modifie  en  rien  la  surface  elle-même,  puisque  ces  singularités  ne 
visent  que  des  valeurs  spéciales  du  paramètre  h^.  C'est  là  un  fait 
curieux  et  qui  méritait  d'être  signalé. 
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NOTE  X 

Sur  la  composition  dos  rotations  et  sur  les  quaternions. 


Opérations  Dès  les  premières  pages  de  ce  livre  on  a  pu  voir  comment,  après 

géométriques    avoir  défini  l'addition  géométrique  des  segments  et,  en  particulier, 

et  opérations    ^gg  segments  portés  par  une  même  droite,  on  a  établi  un  parallèle 
a  "'ébi'iffiios.  . 

°    ■       "■      entre  l'opération  géométrique  ainsi  définie  et  l'addition  algébrique 

ordinaire.  Ce  fait  n'est  pas  isolé.  Les  quaternions  en  offrent  un  nouvel 
exemple.  Il  est  certaines  opérations  géométriques  concrètes  qui  ren- 
trent dans  les  données  ordinaires  de  la  géométrie  et  qui,  prises  dans 
leur  ensemble,  donnent  lieu  à  un  symbolisme  analytique  nouveau 
dans  lequel  chaque  opération  de  calcul  est  l'image  d'une  certaine 
opération  géométrique.  Parmi  les  opérations  géométriques  visée^, 
certaines  se  rattachent  étroitement  à  la  théorie  de  la  rotation  des 
corps,  et  telle  est  l'origine  d'une  similitude  entre  les  formules  de 
la  multiplication  des  quaternions  et  les  formules  qui  fournissent 
la  composition  des  rotations  par  le  moyen  des  paramètres  d'Olinde 
Rodrigues.  La  théorie  des  quaternions  se  relie  ainsi  à  celle  des  rota- 
tions, et  c'est  cet  ordre  d'idées  que  nous  allons  développer,  sans 
insister,  du  reste,  sur  les  applications  des  quaternions,  car  ce  sujet 
échappe  au  cadre  restreint  de  la  présente  note. 

Nous  allons  d'abord  donner  la  définition  de  ces  opérations  géomé- 
triques destinées  à  servir  de  substratum  à  la  forme  analyli(pie  du 
calcul  des  quaternions. 

Nous  nous  attacherons  donc  à  rester  toujours  et  systématiquement 
sur  le  terrain  géométrique,  en  réservant  pour  la  fin  l'introduction  des 
nouveaux  éléments  de  calcul.  Noire  exposition  y  gagnera  en  clarté  et 
en  rigueur  puisque  nous  n'aurons  jamais  affaire  dans  ces  prélimi- 
naires qu'à  des  éléments  concrets. 

Soient  UA,  UU  deux   segments;  pour  passer    de  l'un  des   seg- 
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ments  OA  à  l'autre  013,  on  peut  :  1°  faire  lourner  ÔÂ,  dans  le  sens 

direct  aufour  d'un  axe  0>^ perpendiculaire  au  plan  AOB  et  dextror- 

suni  a^  le  segment  AB;   2°   multiplier,   après    rotation,  le   seg- 

menU)A  par  un  nombre  T  égal  au  rapport  des  longueurs  de  ÔB  et 

de  OA.  On  définit  ainsi  un  certain  opérateur  géométrique  qui  a 

reçu   le_nom   de   bi-radiale.  On  désigne  la  bi-radiale  par  la  nola- 

/OB  ^ 
lion 


OA         

Le  segment  OB  est  le  segment  numérateur  et  ÔÂ  le  segment 
dénominateur  de  la  bi-radiale. 

On  regarde  quelquefois  la  bi-radiale  comme  l'expression  du  quo- 
tient des  vecteurs  OA,  OB.  C'est  là  une  alTaire  de  mot. 

La  dénomination  peut  se  justifier  en  disant  que  le  quotient  de 
deux  nombres  h  et  a  est  le  nombre  (l'opérateur)  par  lequel  il  faut  mul- 
tiplier a  pour  reproduire  h.  De  même  ici  l'opérateur  (  ^=i-  )  appliqué 

\0A/ 

au  segment  OA  reproduit  le  segment  OB. 

11  entre  dans  la  définition  de_la  bi-radiale  un  axe  Oa,  une  ampli- 
tude angulaire  0,  celle  dont  OA  doit  lourner  autour  de  OX  pour  coïn- 
cider avec  OB,  et  un  nombre  T  =  ''^"^^"eur  de  OB^  ^^^.  ^  ^^^^  ^^ 

longueur  de  OA 
nom  de  tenseur  de  la  bi-radiale.  Soit  en  tout  4  paramètres. 

Si  l'on  fait  tourner  tout  d'une  pièce  Tangle  AOB  dans  son  plan 
autour  de  0;  si  l'on  multiplie,  en  outre,  les  deux  segments  OA,  ÔB 
par  un  même  nombre  positif  ou  négatif,  la  bi-radiale  n'est  évidem- 
ment pas  Changée.  Nous  rappelons  ici  que  multiplier  un  segment  par 
un  nombre  algébrique  n,  c'est  multiplier  la  longueur  de  ce  segment 
par  la  valeur  absolue  de  n,  en  conservant  ou  renversant  le  sens  du 
segment  selon  que  n  est  positif  ou  négatif. 

Lorsque  le  tenseur  est  égal  à  l'unité,  la  bi-radiale  se  réduit  à  une 
rotation  autour  de  OX,  elle  reçoit  alors  le  nom  de  verseur.  Ainsi  un 
verseur  (de  vertere,  tourner)  représente  une  simple  rotation,  c'est 
une  bi-radiale  dont  les  deux  segments  ont  la  même  longueur. 

Si  l'on  multiplie  le  segment  numérateur  d'une  bi-radiale  par  un 
nombre  positif,  auquel  cas  nous  dirons  que  la  bi-radiale  a  été  mul- 
tipliée elle-même  par  ce  nombre,  il  est  clair  que  le  tenseur  de  la 
bi-radiale  se  trouve  multiplié  par  ce  nombre,  mais  que  ni  l'axe  OX, 
ni  l'amplitude  0  de  la  rotation  ne  sont  changés.  Il  résulte  de  là  que 
que  toute  bi-radiale  peut  être  regardée  comme  le  produit  d'un  cer- 
Cincnialique.  3q 


Am 


î.r;r.0Ns  r,F,  cink-vatique. 


Bi-radialt's 
conjuguées. 

Inverses. 


Opposées. 


Bi-radialc 
scalaire. 


tain  verseur  (qui  a  même  axe  et  même  amplitude  angulaire  qu'elle) 
par  un  nombre  positif  égal  à  son  tenseur. 

Le  verseur  en  question  s'appelle  le  verseur  de  la  bi-radiale.  Le 
verseur  et  le  tenseur  d'une  bi-radiale  R  se  désignent  ordinairement 
par  les  notations 

'IIR,  nu. 

Deux  bi-radiales  qui  ont  le  même  tenseur,  la  même  amplitude 
angulaire,  mais  dont  les  sens  des  axes  sont  opposés,  .?out  dites 
conjuguées. 

Deux  bi-radiales  qui  ont  leurs  tenseurs  inverses  l'un  de  l'autre, 
leurs  axes  opposés  avec  la  même  amplitude  angulaire  sont  dites 
inverses  l'une  de  l'autre. 

Nous  avons  délini  plus  liaut  la  multiplication  d'une  bi-radiale  par 
un  nombre  positif,  nous  pouvons  délinir  de  même  sa  multiplication 
par  un  nombre  négatif  en  disant  que  c'est  la  bi-radiale  obtenue  en 
multipliant  le  numérateur  OB  par  ce  nombre  négatif,  ce  qui  com- 
[)orle,  comme  on  sait,  un  changement  de  sens  du  segment. 

La  bi-radiale  qui,  d'après  cette  débnition,  résidte  de  la  multipli- 
cation de  la  bi-radiale  ( )  par  —  1,   s'obtiendra  en  changeant 

\0A/  

le  sens  de  ÔB.  Comme  en  changeant  à  la  fois  le  sens  de  OA  et 
de  ÔB  la  bi-radiale  ne  change  pas,  il  revient  au  môme  de  changer 
le  sens  de  OB  seul  ou  de  OA  seul. 

La  bi-radiale  ainsi  obtenue  sera  dite  Vopposée  de  la  première. 

On  constatera  aisément  que  les  axes  de  deux  bi-radiales  opposées 
sont  opposés,  leurs  angles  sont  complémentaires  et  leurs  tenseurs 
égaux. 

Parmi  les  bi-radiales  il  est  quelques  cas  particuliers  qu'il  importe 

de  signaler.  

Il  y  a  d'abord  le  cas  où  les  segments  Ôlet  OB  sont  portés  par 
.une  même  droite.  On  passe  alors  de  OA  à  OB  par  simple  multipli- 
cation  par  un  nombre  positif  ou  négatif  selon  que  OA  et  OB  ont  ou 
n'ont  pas  le  même  sens.  La  bi-radiale  s'appellera,  dans  ce  cas,  sca- 
laire; elle  est  entièrement  définie  par  le  nombre  positif  ou  négatif 
dont  il  vient  d'être  question. 

SiÔÂetOB  sont  coïncidents,  nous  dirons  que  la  bi-radiale  se 
réduit  à  l'unité  et  nous  la  désignerons  par  la  notation  i  ;  si  OA  et  OB 
sont  égaux  et  opposés,  nous- représenterons  de  même  la  bi-radiale 
par  —  i. 


Notes  de  i/ auteur. 


mi 


Un  autre  cas  imporfanf,  est  celui  des  hi-nidiales  reclani/lc^  pour 
lesquelles  l'amplitude  angulaire  est  é|;ale  à  00°. 

Si  le  tenseur  est,  en  outre,  é-al  à  l'unité,  on  obtient  ce  que  l'on 
appelle  un  verseur  rectamilc  La  considération  des  verseurs  rectan- 
gles est  la  clef  de  !a  présente  théorie. 

Après  ces  définitions  nous  allons  passer  à  l'étude  des  deux  cons- 
tructions fondamentales  de  la  théorie  des  hiradiales,  l'addition  et  la 
multiplication.  Au  lieu  de  ces  mots  (pii  évoquent  à  tort  l'idée  de 
calcul,  à  tort  puisqu'il  ne  s'agit  que  de  constructions,  on  pourrait  se 
servir  plus  heureusement  des  mots  composition  etjuxtaposiUon  qui 
correspondent  mieux  aux  constructions  etTecluées.  Mais  la  termino- 
logie des  ([uaternions  est  déjà  assez  compliquée,  nous  parlerons  donc 
d'addition  et  de  multiplication  en  nous  souvenant  qu'il  s'agit  d'opé- 
rations consIrucLives  et  nullement  de  calcul. 

Observons  d'abord  que,  par  application  d'une  remarque  déjà  faile, 
deux  bi-radiales  étant  données,  on  pourra  toujours  les  amener  à 
avoir  le  même  dénominateur. 

Soit,  en  elTet,  Oy.  la  droite  d'intersection  du  plan  des  deux  bi-radia- 
les,  ou  une  droite  de  leur  plan  commun  si  elles  sont  complanaires, 


.  Par  rotation  de 


le  plan  A  015  est  \e  plan  de  la  bi-radiale  ( -5il 

\ÔA/J 

chacune  dans  son  propre  plan,  on  pourra  amener  sur  0;^,  le  segment 
dénominateur  de  chacune  d'elles,  et  alors  en  multipliant  par  un 
même  nombre  les.  deux  segments  de  l'une  d'elles,  on  arrivera  à 
rendre  identiques  les  deux  segments  dénominateurs. 

Nous   sommes    actuellement  à  même    de    définir   l'addition    des 
bi-radiales. 

Considérons  deu.x  bi-radiales  que  nous  pouvons  supposer  réiluites 

au  même  dénominateur  et   repjûsentées  par  les  notations  ( -2ii 

ÔG\      ._  ^^ 

-:^:^  ),  où  OA  est  le  segment  dénominateur  commun  et  OR   OC  les 
OA/  .     ' 

deux  numérateurs. 

Soit  OD  le   segment   qui    est   la    somme   géométrique  des  seg- 
ments OH,  ÔC,  la  bi-radiale  (  ^  )  sera,  par  définition,  la  somme 

V  OA  / 
des   deux   bi-radiales  proposées.  La  définition  est,  comme  on  voit, 
tout  à  fait  analogue  à  celle  de  l'addition  des  fractions. 

Ajoutons  que,   d'après    la    définition    même,   l'addition    de   deux 
bi-radiales  est  une  opération  commutative. 
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Décomposition        L'addition  va  nous  conduire  à  une  décomposition  importante  de 

de  toute        toute  bi-radiale  en  une  somme  de  deux  autres;  nous  allons,  en  effet, 

bi-.a  la  e en     dtAf^onti-er  que  :  toute   bi-radiale  est   la  somme  d'une  bi-radiale 
une  bi-raaial3  \  ,  .         ,.    ,  , 

scalaire  et  une   scalaire  et  a  une  bt-radiaie  rectanrjle. 

bi-radiale  Soit,  en  effet,  OB'  le  segment  qui  est  la  projection  de  OB  sur  la 

ivctang.e.       droite  OA  et  OB"  la  projection  de  OB  sur  la  perpendiculaire  élevée 

en  0  à  OA  dans  le  plan   AOB  (plan  de    la   bi-radiale).    On  peut 

regarder  OB  comme  la  somme  géométrique  des  segments  OB'  et  OB' 

et,   dès  lors,   la  bi-radiale  1 1  sera  la  somme  géométrique  des 

VOA/ 

deux  bi-radiales  (  —-^  1,  (  -— — -  |.  La  première  bi-radiale  est  pure- 

V  OA  /    V  OA  / 
ment    scalaire,    la    seconde  est    rcclangle.   Le    théorème   est    donc 
d;hïiontré. 

La  première  bi-radiale  a  reçu  le  nom  de  partie  scalaire  ou  sim- 
plement de  scalaire  de  la  bi-radiale  proposée,  tandis  que  la  seconde, 
la  bi-radiale  rectangle,  a  reçu  le  nom  de  vecteur  ou  de  partie  vec- 
torielle. 

Représentation       La  raison  en  est  que  toute  bi-radiale  rectangle  est  représentable 

par  un  vcjteur   p^j,  ^j,^  vecteur. 

'"'.®  Soit,  en  effet,  OÀ  l'axe  d'une  bi-radiale  rectangle;  portons  sur  cet 

rectangle  ^^®  ^^^^  longueur  proportionnelle  au  tenseur  de  la  bi-radiale.  Nous 
obtenons  de  la  sorte  un  segment  Ov  qui  représente  à  lui  seul  tous  les 
éléments  capables  de  définir  la  bi-radiale  rectangle,  à  savoir  son 
axe,  qui  a  le  sens  de  Ôt'  et  son  tenseur,  qui  est  mesuré  par  la  lon- 
gueur de  Ot\ 
Remarque.  C'est  donc  à  juste  raison  qu'on  a  pu  dire  qu'it?ie  bi-radiale  est 

constituée  par  une  quantité  numérique  (la  partie  scalaire)  et  par 
un  segment  (le  vecteur). 
Autre  Nous  allons  déduire  de  là  une  nouvelle  définition  de  l'addition  des 

dé!inition       bi-radiale.s. 

de  I  addition  de       Considérons  deux  bi-radiales  qui  ont  le  même  dénominateur  0  A 

deux  • 

bi-radi;des.      et  dontOB,  OG  seront  les  numérateurs;  soit  OD  la  somme  géomé- 
trique de  OB  et  de  ÔG  et  OB',  OC,  OD'  les    projections    sur    la 

OB' 
droite  OA  des  segments  OB,  OC,  OU;   il  est  clair  que 


/  OC    \    /     ^   j  représentent  les  parties  scalaires  des  bi-radiales 
V  OA  /    V  ÔA  / 
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^Y  (i^ Y  ( -^  )•  Mais  Ôlr  est  évidemment  la  somme  des 

vecteurs  OB',  OC  ;  donc  on  a  ce  théorème  : 

la  partie  scalaire  de  la  somme  de  deux  hi-radiales  est  la  somme 
des  parties  scalaires  de  chaque  hi-radiale.  Le  calcul  de  cette  partie 
se  ramène  à  l'addition  algébrique. 

Considérons  maintenant  les  vecteurs  de  chaque  bi-radiale.  Je 
dis  que  le  vecteur  de  la  somme  est  la  somme  géométrique  de  ces 
deux  vecteurs.  

Considérons,  en  effet,  le  plan  w  qui  est  normal  à  OA  au  point  0; 

soient  ÔlT,  UU,  ÔF  les  projeclions  des  segments  OB,  OC,  OD  sur 

le  plan  w.  OD"  est  évidemment  la  somme    géométrique  des    seg- 

/0D"\  ,. 

ments  OB",  OC".   De  là  résulte   que    la   bi-radiale  [-z=^  h  P^r"'^ 

(•:— j-  \  ^    O  A    / 
|,  est  la  somme   des   deux   autres 

/  0F^\    (:2E),partiesrec?anglesdesbi.radiales  (-^Y  (^X 
V  ÔA/    VôA/  ^OA/     \0A/ 

Ou  encore  : 

La  bi-radiale  rectangle  de  la  somme  de  deux  hi-radiales  est  la 
somme  des  deux  hi-radiales  rectangles  de  chacune  d'elles. 

On  peut  en  conclure  que  le  vecteur  de  la  somme  de  deux  hi-ra- 
diales est  la  SOMME  GÉOMÉTRIQUE  dcs  vecteuvs  de  chacune  d'elles. 

Soient,  en  effet,  sur  les  droites  OB",  OC",  OD'  les  vecteurs 
ÔTpÔT^,  Ôd"!  obtenus  en  divisant  OB",  OC",  OD"  par  le  nombre  qui 
mesure  la  longueur  de  OA;  il  est  clair  que  Od^  sera  encore  la  somme 
géométrique  de  Ôb^  et  de  Ôc^.  Or,  faisons  tourner  de  90°  autour 
deOA,  dans  le  sens  direct,  ces  trois  segments,  ils  vieiidionf  dans 
les  positions  Ôb,  Ôc,  Ôd;  ce  dernier  étant  toujours  la  somme  géo- 
métrique des  deux  premiers. 

Du  reste,  dans  cette  position,  ces  trois  segments  sont  précisément 
les   trois    vecteurs    représentatifs    des    trois    bi-radiales    rectangles 


Réduction  de  ^  OA  ^      ^  OA  ^      ^  OA 

laddiiion  des  La  proposition  est  donc  démontrée. 

Iji  radiales  j^j^  résumé:  Pour  avoir  la  partie  scalaire  et  le  vecteur  de  la 

,    ''  '''^"f  somme  de  deux  hi-radiales,  il  suffit  de  faire  la  somme  algébrique 

des  nombres  ,                        ,        ,.    .            ,        , 

et  à  celle  des  des  deux  parties  scalaires  et  la  somme  géométrique  des  deux  vec- 

sc■gment^  teurs  de  chacune  de  ces  bi-radiales. 


Commutalivito 

générale 

de  l'addition 

dos 
bi-radiales. 


Bi-radiale 
nulle. 


Soustraction 
dos 

l.i    r;i.li:dt-s. 
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L'addition  de  ces  bi-radiales  se  présente  ainsi  comme  une  opération 
complexe  où  l'addition  algébrique  marclie  à  côté  de  l'addition  géo- 
métrique. 

Chacune  de  ces  opérations  est  commutative  quel  que  soit  le 
nombre  des  éléments  à  additionner.  Il  en  résulte  dès  lors  que  : 
Vaddiliou  successive  des  bi-radiales  en  nombre  quelconque  est 
une  opération  indépendante  de  l'ordre  de  succession. 

L'addition  des  bi-radiales  étant  commutative,  quel  que  soit  le 
nombre  des  éléments  à  additionner,  on  peut  en  conclure  qu'elle  est 
aussi  associative  et  que  l'on  peut,  dans  l'opération,  remplacer  plu- 
sieurs: des  éléments  par  leur  somme  effectuée. 

Si  l'on  ajoute  à  une  bi-radiale  son  opposée,  c'est-à-dire  celle  que 
l'on  obtient  en  échangeant  le  sens  du  segment  numérateiii-,  on 
obtient  comme  somme  une  bi-radiale  dont  le  numérateur  est  un  seg- 
ment nul.  Nous  dirons  d'une  telle  bi-radiale  qu'elle  est  nulle.  La 
partie  scalaire  et  le  vecteur  d'une  bi-radiale  nulle  sont  nuls.  Il  en  est 
de  même  du  tenseur. 

On  définit  la  soustraction  d'une  bi-radiale  comme  l'addition  de 
son  opposée. 

l)"a|)rès  cela,  si  Ton  udojtlc  le  sii^ne    i    |)iiiii'  iiidi(|ii<'i'  rjiddilioii  dnp 


lH-r;i(lial('s,  l'iiddilioii  de  la   I 


OU 

ii-iailinlc  opposée  a  I  — — 

OA 


s  écrira. 


+  (-^)(-=r 
OA 


car  nous  savons  que  l'opposée  d'une  bi-radiale  résidte  de  sa  multipli- 
cation par  — 1.  Alors,  au  lieu  d'écrire  +{ — I),  on  peut  écrire  simple- 


Décomposition 

de  toute 

bi-radiale 

rectangle 

en  trois  autres 

d'orientations 

données. 


ment  —  et  ce  signe  désignera  la  soustraction  de  la  bi-radiale 


OA 


L'addition  des  bi-radiales  nous  a  déjà  conduit  à  la  décomposition 
do  toute  bi-radiale  en  une  bi-radiale  scalaire  et  en  uue  bi-radiale  rec- 
tangle. Nous  allons  poursuivre  dans  ce  sens  en  montrant  que  toute 
})i-radicde  rectangle  est  la  somme  de  trois  bi-radiales  recta)igles 
dont  les  axes  ont  des  directions  données  à  l'avance  non  jjarallèles 
à  unmèn^e  plan. 

En  effet,  considérons  le  vecteur  Oy  qui  représente  la  bi-radiale 
rectangle  R  et  0,v,  0*y,  Oz  les  trois  directions  données  à  l'avance. 
On  peut  décomposer  Ov  suivant  C(?s  trois  directions  en  trois  vec- 
teurs Oiv,.,  Ov,^,  Ou^.  Ces  vecteurs  repi'ésentenl  chacun  une  bi-radiale 
rcclangle,  en  sorte  rpu?  nous  avons  trois   hi-radiales  ivclangles  H,,, 
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R,„  R,  dont  les  axes  ont  la  diivction  de  Ox,  Oy,  0:  ou  la  direction 
opposée.  Gomme,  du  reste,  O^^',  Ot',,  Or,  ont  Ov  pour  somme  géo- 
métrique, la  bi-radiale  R  est  elle-même  la  somme  de  R,„  R.„  R,  et 
ce  que  nous  rappellerons  par  la  notation  conventionnelle 

R  =  R,  +  l\„  +  R,. 
Notons  maintenant  que  si  l'on  désigne  par  r,,  r^,  r,  les  verseurs 
rectangles  dont  O.c,  Oy,  0"  sont  les  axes,  R,,  est  le  produit  de  r,  par 
un  nombre  X  qui  est  positif  ou  négatif  selon  que  l'axe  de  R^  a  le  sens 
de  O.c  ou  le  sens  opposé;  et  de  même  pour  1'.^,  R,,  en  sorte  qu'on 
peut  poser,  pour  rcqipeler  cela, 

R,=:X.r,,       R„r=Y.r„       R,  =  Z.n, 

ce  qui  permet  d'écrire 

R  =  X.r,  +  Y.r,^  +  Z.J%. 

La  signification  des  nombres  algébriques  X,  Y,  Z  est  évidente,  ce 
sont  ceux  qui  mesurent  sur  Ox,  Oy,  Or  les  projections  0  r,,  O r„  Or, 
du  segment  Or,  ce  sont  les  coordonnées  du  point  r. 

Si  mainlenanl  nous  nous  rappelons  i^ir.  UmiI.-  bi-radiale  est  la 
somme  d'iiiir  hi-radialc  scalaire  et  d'une  Iti-radialo  reclangl<^  en  dési- 
gnant par  S  la  (piantit*'  uiiiiiériqiio  (iiii  délinit,  coiiimc  on  l'a  expli- 
qué, la  partie  scalaire,  et  enfin  en  appliquant  la  décomposition  géné- 
rale précédente  à  la  partie  rectangle,  on  arrive  à  ce  résultat  : 

Toute  hi-radiale  est  la  somme  d'une  bi-radiale  scalaire,  définie 
par  une  quantité  numérique  S,  et  de  trois  hi-radiales  rectangles 
obtenues  en  multipliant  respectivement  par  trois  yiomhres 
X,  Y,  Z  trois  verseurs  rectangles  doitnés,  dont  les  axes  ne  sont 
pas  parallèles  à  un  même  plan. 

En  désignant  par  R  la  bi-radiale  on  pourra  rappeler  ce  résultat  en 

écrivant 

\\  =  S  -\-  X.r,  +  Y.r„  4-  Z.r,. 

Nous  supposerons  habituellement  dans  ce  qui  va  suivre  que  les 

axes  Ox-,  0//,  Oz  sont  ceux  d'un  triêdre  rectangle  direct. 

Exp;(-ssioa  Pour  donner  plus  de  corps  au  résultat  précédent,  il  ne  sera  pas  inu- 

d.s  ré-ultats     tile  de  lui  donner  la  forme  analytique  par  le  moyen  de  la  géométrie 

précéiliMiis       analytique  ordinaire. 

par  les  moyens       ^^^.^^^^^  ^,^  ^^^  .  j^^  coordonnées  du  point  A;  x' ,  y',  z'  celles  du 

d,.'hi-!w'iric   poi'it  ^'-  Proposons-nous  de  calculer  les  nombres  S,  X,  Y,  Z  pour  la 

;ina!vtiiiiie.        ,  .        ,.    ,     /OR 
bi-i'adiale  | 

OA 
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D'abord  on  aura 

c.  lonjrÔB  /\ 
,  S  =  — ^__cosAOB 
i  long  OA 

(  1  )     '       _  Kar^~+^ ' «^.+771 xx'  +  y  y'  +  z z ' 

i  \/x^  +  if  +  z*     K'*  +  2/»  +   c«  Ka;'*  +  y'*  +  c'« 

\  X'*    4-   7/-    +   C^       ' 

Pour  calculer  X.  Y,  Z,  observons  d'aborj  que  le  vecleur  O^  est 
normal  au  plan  ÂOB,  et  dextrors.m  avec  ÂB.  Si  donc  on  pose 
G  =  K(//r'  -  zy'y  +  (zx^  =^^ :r(;i;^j^~~^y ,  on  a  pour 
les  cosinus  direcleurs  de  Oi'  les  expressions  suivantes  : 


la  longueur  de  Ov  est,  du  reste,  égale  à 

rçy.  JongÔB    .    ^\  G 

K-^)  =^  sin  AOB  = , 

long  OA  a?*  +  2/*  +  z» 

il  vient  donc  pour  X,  Y,  Z  : 

(3)  X  =     y-   -^y'    ,  y  ^  _  zx'  -xz'  xy'  -  yx' 

a;'  +  y*  +  z^  x"-  +  ;v'  +  c'^  —x^  +  7/  +  r*  ' 

Les.nombres  S,  X,  Y,  Z  se  trouvent  ainsi  calculés.  Si  T  est  le  ten- 
seur et  0  l'amplitude  angulaire,  les  équalions  (i)  et  (2)  s'écriront 

(4)  S  =  T  cos  0,  \ =  ï  sin  0, 

x^  ->r  y^  -Jt-  z^  ' 

mais  on  a  aussi 

(5)  J/X«-+-Y«  +  Z*  =  -       ^ 


X'*    +    7/2   4-    jî 

en  sorte  qu'on  peut  écrire 

(6)  S  =  T  cos  0,       J/X'  +  Y*  +  Z»  =  T  sin  0, 
d'où 

(7)  T  r=  KX*  4-  Y*  +  Z'  +  S». 

On   observera   ici  encore    que    les  données    construclives    d'une 
bi-radiale  dépendent  des  4  paramètres  X,  Y,  Z,  S. 
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Nous  allons  maintenant  définir  la  multiplication  des  bi-radia^es. 
luliiplication  On  a  défini  dès  le  début  une  b:-radiale  R  comme  un  opérateur  géo- 
I bi-rjtliales.  ^^^^^^^ue  qui  transforme  un  segment  ÔÂ  en  un  segment  ÔB.  Ima- 
ginons maintenant  qu'on  applique  à  ce  segment  ÔB  une  seconde 
bi-radiale  R'  qui  transforme  OR  en  un  troisième  segment  ÔG.  On 
pourrait  passer  de  0  A  à  OG  au  moyen  d'une  bi-radiale  R'  qui  aurait 
ainsi  le  même  effet  que  l'application  successive  des  opérations  repré- 
sentées par  les  bi-radiales  R,  R'.  Il  est  assez  naturel  de  dire  que  R" 
est  le  produit  de  la  bi-radiale  R  par  la  bi-radiale  R'  et  d'adopter  la 
notation 

R"  --=R'.R 

qui  s'énonce  R'  qui  multiplie  R. 

La  bi-radiale  R  est  le  multiplicande,  R'  le  multiplicateur;  il  est 

placé  à  gaucbe  et  non  à  droite  du  multiplicande  dans  la  noialion 

ci-dessus. 

Ordre  Cette  remarque  a  son  prix  car,  dans  la  multiplication  ainsi  définie, 

les  fadeur;,     l'oah-e  des  facteurs  n'est  pas  indiffèrent;  cette  opération  n'est  pas 

commutative. 

Élant  données  deux  bi-radiales  R,  R',  on  voit  que  pour  effectuer  le 
produit  de  R  par  R'  il  faudra,  par  rotation  de  cbaque  couple  de  seg- 
ments dans  son  plan  et  par  multiplication  par  un  même  nombre  des 
deux  segments  d'un  même  couple,  amener  le  numérateur  de  R  à 
coïncider  avec  le  dénominateur  de  R'. 

Ces  deux  bi-radiales  se  trouveront  alors  représentées  par  des  nota- 
tions telles  que  (  _ _  )  pour  R  et  (  — _ _  )  pour  R'. 
\  (  )  A  /  \  (  )  A  / 


OA/  \0A 

ladiale  ( 

OA 


Alois  le  produit  R"  =  P»'.  R  est  la  bi-radiale  (-^-]. 

V  O  A  / 


l'eiiseur  ilu  L'identité  numérique 

odtiit  éf^al  au 

l^,''"'^"''                                       long  ÔC        long  ÔG        long  ÔR 
es  tenseurs. — v         ^     . 

long  OA       long  ÔB       long  ÔÂ 

prouve  que  le  tenseur  du  produit  R"  de  deux  bi-radiales  R,  R'  est 
égal  au  produit  des  tenseurs  de  ces  deux  bi-radiales. 
Verseur  Prenons  maintenant  les  verseurs  'U  R,  1111' ,  M  W".  Le  lecteur  veri-a 

'  0  pr.)  luit,      jjjgj^  facilement,  d'apiès  la  définition  môme  de  la  multiplication,  que 
la  bi-radiale  ^R"  est  le  produit  de  'UR  par  '((  R', 

UR'irr'IIR'/UR. 
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Addilioii 

g'ométriq;;o 

des  aies  de 

Lrrands  cercles. 


Le  verseur  du  prodiiit  de  la  hi-radiaJe  Ilpa/'  la  hi-radiale  R' 
est  égal  au  produit  du  verseur  de  11  par  le  verseur  de  W . 

Or,  nous  allons  constater  que  le  produit  de  deux  verseurs  ^ë 
ramène  à  Vadditton  géométrique  des  segments  d'arcs  de  grands 
cercles  sur  la  sphère.  

Soient,  en  effet,  (^  ),  (-^)  ^l^^'^  verseurs  II,  U'.  On  peut 

VOA'     ^OB  

supposer  que  la  longueur  commune  des  segments  ()A,  OP),  OC  est 
l'unité. 

Soient  OX,  Oa'  les  axes  de  ces  deux  verseurs,  0,  0'  leurs  ampli- 
tudes angulaires;  désignons  de  môme  par  Oa",  0"  l'axe  et  l'amplitude 

\Tc' 


anuulaire  du  verseur  IJ" 


U'.U. 


OA 


Par  l'efTet  du  verseur  U,  le  point  A  décrit  un  arc  A  B  de  grand 
cercle  dont  Oa  est  l'axe  et  dont  0  est  Tare  au  centre;  par  l'eflet  du 
verseur  U' ,  ensuite  appliqué,  le  point  A  part  de  R  pour  décrire  un  arc 
de  grand  cercle  BC  dont  O//  est  l'axe  et  0'  l'angle  au  centre.  Or, 
)iar  l'etlet  du  seul  verseur  U'  le  point  A  \irn(ir,(il  directement  eu  C 
et  décrirait  l'ai'c  de  grand  cercle  AC,  somme  groméh-ique  .les 
arcs  AÏi,  TiT;,  qui  a  Oa"  pour  axe  et  0"  pour  angle  au  ceiilrc 

Prolongeons  l'arc  BG  dans  le  sens  CB,  opposé  à  BG,  d'une  lon- 
gueur BGj  égale  à  BC.  De  même,  prolongeons  AB 
d'une  quantité  BAi  égale  à  BA,  et  en  sens  inverse 
de  JÎA. 

Le  triangle  sphérique  CjBAi  résulte  du  trian- 
gle* GAB  par  une  rotation  de  180°  autour  du  dia- 
mètre de  la  sphère  qui  aboutit  en  B.  Les  verseurs 


et 


OH 
ÔÂ 

^)et 
OB/ 


OG 
ÔB 
ÔB 


sont   représentables   aussi   par 


OG, 

On  voit  ainsi  que 

de  \y  par  U, 


aloi'S  que 
U. 


OC 
ÔÂ 


/  --— >-  I  représente  le  produit 
VoG, /^ 

U'"=  U.ll', 

représente    le  produit  U"  de  U 
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Pour  que  U"  et  U'"  pussent  coïncider,  il  faudrait  que  les  points 
A,  C,  Aj,  Cl  fussent  sur  un  même  grand  cercle,  qui  devrait  aussi 
contenir  le  point  B.  Les  points  A,  B,  C  étant  sur  un  même  arc  de 
grand  cercle,  les  deux  verseurs  seraicnl  coplanaires. 

La  multiplication  des  verseurs  coplanaires  est,  en  effet,  comniula- 
tive,  car  elle  se  ramène  à  l'addition  d'arcs  d'un  même  grand  cercle. 
Mais,  en  dehors  de  ce  cas,  la  commutativité  n'existe  pas.  Ainsi  la 
multiplication  des  verseurs,  et  partant  celle  des  bi-radiales,  n'est 
généralement  pas  commutative. 

Malgré  que  la  commutabilité  n'existe  pas  pour  la  multiplication 
(les  bi-radiales,  l'associalivité  est  maintenue.  En  eifet,  il  saute  aux 
yeux  que  pour  effectuer  le  produit  de  R  par  II',  puis  du  résultat  ainsi 
obtenu  par  R"  ...,  on  pourra  effectuer  à  part  le  produit  des  verseurs 
et  puis  le  produit  des  tenseurs.  Le  produit  des  verseurs  se  traduira 
par  une  addition  géométrique  d'arcs  de  grands  cercles;  or,  cette 
addition  est  évidemment  associative,  en  ce  sens  que  l'on  peut  substi- 
tuer à  plusieurs  arcs  consécutifs  leur  somme  effectuée.  Le  produit  des 
tenseurs  est  purement  numérique. 

<  >n  eu  concliil  donc  qiK'  '/'0*s  nn  pi'Dtliill  île  hi-radi'ili's  il  si'4'a 
pct'iiiifi  tli-  s»»/'.-7i/H''r  ()  pltisieiirAl>i-i'(idi((h'^co)if(iù;i((irps  lo\{t'  pru- 
ilial  effccliir. 

Deux  bi-radiales  coplanaires,  qui  ont  le  même  tenseur,  la  même 
amplitude  angulaire,  mais  dont  les  axes  sont  opposés,  ont  été  dites 
conjuguées. 

Le  produit  de  deux  bi-radiales  conjuguées  se  réduit  à  une  bi-radiale 
scalaire  dont  le  tenseur  est  le  carré  de  leur  tenseur  commim. 

Si  deux  bi-radiales  ont  des  tenseurs  inverses  l'un  de  l'autre,  si 
leurs  amplitudes  angulaires  sont  égales  et  leurs  axes  opposés,  on 
obtient  deux  bi-radiales  que  nous  avons  appelées  inverses  l'une  de 
l'autre.  Si  l'on  applique  successivement  à  un  segment  une  bi-radiale 
inverse,  on  reproduit  le  segment  lui-même.  C'est  ce  que  l'on  exprime 
en  disant  que  le  produit  de  deux  bi-radiales  inverses  l'une  de  l'autre 
représente  une  bi-radiale  unité. 

Considérons  la  figure  (1)3)  qui  nous  a  servi  à  mettre  en  évidence  lu 
non-commutalivité  de  la  multiplication  des  bi-radiales. 

Les  arcs  AB  et  BAj  représentent  le  même  verseur  V,  BC  et  CjB 
représentent  le  verseur  U'  ;  l'arc  AC  représente  le  verseur  IJ "  =  U' .  U, 
tandis  que  C^^^  représente  le  verseur  U'"  =  U.U'.  A^G^  représente 
donc  le  conjugué  de  U'",  que  nous  désignerons  par  K  [)'";  or,  AjCj  est 
la  somme  géométri(pie  de  A,  1!  etde  JiC,  qui  représentent  respective 
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meut  les  verseurs  KU,  KU'  conjugués  de  U,  {]' .  On  voit  donc  qu'il 
est  permis  d'écrire 

KU'"  =  KU'.KU. 

En   repassant  aux  bi-radiales  R,  R'   et  désignant  par  KR,  KR' 
leurs  conjuguées,  on  voit  que  l'on  a 

K(R.R')  =  KR'.KR, 

formule  qui  joue  un  certain  rôle  dans  les  applicalions.  On  observera 

dans  celte  formule  l'échange  qui  s'y  produit  dans  l'ordre  de  R,  IV. 

Muliiplicatioii        Les  multiplications  des  verseurs  rectangulaires  dont  les  axes  sont 

^'^  à  angle  droit  méi'itent  une  menlion  spéciale  pour  le  rôle  qu'elles  sont 
deux  verseurs  ,  ,       .   .  , 

,  appelées  a  jouer  par  la  suite, 
rect.ingljs         ^^  •'  ' 

à  axes  Reprenons  les   trois  verseurs  rectangles   r, ,  r^,  r.  dont  les  axes 

rectaugulairos.  Ox,  Oy,  Oz  forment  un  trièdre  tri-rectangle  direct.  On  constatera 
aisément  par  l'applicalion  attentive  de  la  règle  de  multiplication  que 
l'on  a  les  relations 

'  ;/  '  z  '  x')  '  z'  X  '  y>  '  x'  V  '  z 

'  y  '  z   '  X)  '  x'  z  '  }/■)  '  y'  X  '  z- 

On  désigne  par  —  î*^.,  —  r,,,  —  r^  le  produit  de  r^,  r,^,  r.  par  —  1, 
conformément  à  ce  qui  a  été  expliqué  plus  haut. 
Puissaiicos  L'application  réitérée  d'une  même  hi -radiale,  ou  sa  multiplication 

de  bi-railiule  .  p.ir  elle-même,  conduit  aux  puissances  de  bi-radiales.  La  puissance 
jjjièmj  (l'une  biradiale  est  une  bi-iadiale  qui  a  le  même  axe  en  position 
et  direction  et  dont  l'angle  est  égal  à  mi)  et  le  tenseur  à  la  puis- 
sance j^t'"'""  du  tenseur  île  la  bi-radiale.  Ou  reconnaît  là  une  générali- 
sation de  la  foimule  de  Moivre. 

Il  serait  aisé  de  tirer  de  là  une  définition  de  la  puissance  jn'^"""  pour 
une  valeur  algébi"i({ue  réelle  quelconque  de  m. 
Puissances  Si  l'on  multiplie  par  lui-même  un  verseur  rectangle,  on  obtient  un 

d'un  verseur  verseur  dont  l'angle  est  égal  à  180°  et  qui  équivaut,  appliqué  à  un 
segment,  à  un  simple  changement  de  signe,  c'est-à-dire  à  une  multi- 
plication par  —  1  ;  nous  pourrons  donc  écrire,  si  r  est  le  verseur  rec- 
tangle considéré, 

r'  =  -\; 
c'est  ainsi  que  l'on  a 

rj  =  —  1,       r^  =  — i,       )•'  =  — 1. 

Telle  est  la  signification  de  ces  diverses  noialions  symboliques. 
\\  nous  sera  très  utile  de  traduire  les  résultais  précédents  dans  le 
langage  de  la  géométrie  analytique. 


rcctanf 
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I.Rep:ésentati(  n        Soient  les  deux  b:-radiales 
par 
1rs  formules  /^\  /^ 

oordinaires  de  U  =:  I  L         J»,^'  ^^^  I  

I  la  géomf trie  ^OA/  V  ÔB 

analytique. 

désignons  par  x,  y,  z  les  coordonnées  de  A;  x',  y\  z'  celle  de  B; 
x\  y",  c"  celles  de  C;  S,  X,  Y,  Z  les  paramètres  do  R;  S',  X',  Y',  z'' 
ceux  de  11'  et  enfin  S",  X",  Y",  Z"  ceux  de  la  bi-radiale 

R"  =  R'.R  =(-^  Y 

Vga/ 

Nous  allons  voir  que  ces  derniers  s'expriment  très  simplement  à 
l'aide  de  ceux  de  R  et  de  R'. 

D'abord  les  formules  (d)  et  (3),  appliquées  aux  bi-radiales  R,  R',  R", 
donnent 

/           o^+^V'+zz'       ^  _   liz'-zi,'                     zx'+xz'          .,         xy'-yx 
—         ».      r""      ^ — '       A   — — -5        Y   z=: _,        7   — ^L_      •' 


X-  +  r  +  z'  x' -hu'i-z'  ~x^  +  y^-^.z'         '  -x'-^y^.^.y 

.g J  .t;"x-'  4-//"?/'  H-C'z'     ^^  y'z'  —  z'v"  Z'x"  —  X'z"  -r'il"        ,/',■" 

o)s  b  =• — - — ±-^ — ,  X'=r— ^— — — ^-ii-_,  Y' 7' ^  u —y  •'- 

\^,==^^:!LpJ]f^      ^.__  y^"-zy'  zx^-xz'       y„_xu'-ux" 

'x+y'  +  z'  x'  +  y^  +  z'  ~x'  +  ,f  +  z^-'      ^  -^Jqr^:^-Tr 

De  ces  équations  on  lire  d'abord 
(U)    a;'  =  A(YZ'-ZY'),  v/'=:X(ZX'-XZ'),  c'=X  (XY'-YX'), 
où  A  est  un  paramétre  arbitraire;  et  l'on  trouve  ensuile,  ï  désignant 
le  tenseur  l^S'  4-  X'  +  Y-  +  Z-, 

N==^.|^[0'Z'  -ZY')S-(XX'+YY'  +  ZZ')X  +  (X^  +  Y^  +  Z^)X'], 

W  ^'î/  =  r^i[(ZX'-XZ')S-(XX'  +  YY'  +  ZZ')Y  +  (X'  +  Y'+Z'')Y'], 

z=:;^^[rXY'-YX')S-(XX'  +  YY'+ZZ')Z  +  (X'  +  Y'  +  Z')Z'], 

j'cc''=:a[(YZ'-ZY')S'  +(XX'+YY'+ZZ')X'-(X"  +  Y"  +  Z'=)XJ, 

(il)  ^  .'/"  =  X[(ZX'-XZ')S'  +  (XX'+YY'  +  ZZ')Y'-(X'*4-Y"  +  Z")Y1, 

"=:a[(XY'-YX')S'  +  (XX'+YY'4-ZZ')Z'— (X'^  +  Y'^  +  Z'^)Z], 


\  r 


Formules  de         R  est  alors  aisé  de  calculer  S",  X",  Y",  Z"  en  Iransporlant  dans  les 
Tiu  ,p  ication.   quatre  dernières  formules  (8)  les   valeurs  précédentes  de  x,  y,  z, 
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Distributivité 
de  la 

iruiltiplication 

vis-à-vis 
de  i"additioii. 


Applicaliou 

de  la 

multiplication 

de 
deux  sommes. 


ij\  :\  On  trouve 


(12) 


S"  =  SS'  —  XX'  —  Y  Y'  —  ZZ', 
X^r^XS'  +  SX'  —  YZ'  +  ZY', 
Y"  =  YS'  +SY'  —  ZX'  +XZ', 
Z"  r=ZS'  +  SZ'    —  XY'  +  YX'. 


Telles  sont  les  formules  qui  traduisent,  à  l'aide  des  paramètres 
S,  X,  Y,  Z,  la  multiplication  de  la  bi-radiale  11  par  la  bi-ra- 
diale  R'  ('). 

11  est  clair  que  si  S,  X,  Y,  Z,  Sj,  Xj,  Y^,  Z^  sont  les  paramètres 
numériques  de  deux  bi-radiales,  S  +  Sj,  X  +  Xj,  Y  +  Yj,  Z  +  Z, 
sont  les  paramètres  de  la  bi-radiale  qui  est  la  somme  de  ces  deux-lcà. 
Comme,  d'autre  part,  les  formules  (12)  qui  traduisent  la  multiplica- 
tion sont  linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux  paramètres  de  la 
bi-radiale  multiplicande  et  par  rapport  aux  paramètres  de  la  bi-radialc 
multiplicateur,  on  peut  en  conclure  que  la  multiplication  des  bi-radiales 
est  distribKtivo  à  l'égard  de  l'addition.  C'est-à-dire  que  pour  multi- 
plier la  somme  R  -+-  Rj  de  deux  bi-radiales  par  une  autre  R',  on 
peut  effectuer  séparément  les  constructions  R'.R  et  II' .  R^  et  faire 
l'addition  du  résultat.  Pareillement  pour  multiplier  R'  par  (R  +  R,), 
on  pourra  multiplier  R'  par  R,  puis  R'  par  Ilj  et  additionner  les 
résultats.  Il  faut  bien  prendre  garde  dans  ces  opérations  de  ne  pas 
intervertir  l'ordre  des  facteurs. 

Ainsi,  prenons  la  bi-radiale  R  décomposée  en  sa  bi-radiale 
scalaire  R,.  et  ses  trois  bi-radiales  rectangulaires  R,,  R,,,  R,, 
on   a 

R  =  R,  -h  R,  -f-  R,^  -f-  R.. 
De  même  pour  une  seconde  bi-radiale  R'  on  aura 

R'  z=:  II,:  -+-  p».;  +  r;  +  r:. 


(1)  Ces  formules  fournissent  la  démonstration  de  ce  fait  que  le  produit  de  deux 
sommes  de  4  carrés  est  une  somme  de  4  carrés.  On  sait,  en  effet,  que 

V'  S^^TX'î +"Y"2  -t-  Z'î  =  V/S'i  +  X^  +  Yâ-f  Z*  V  S'2  +  X'«  +  Y'«-|-Z'i. 
Car  le  tenseur  du  produit  est  le  produit  des  tenseurs.  On  a  donc 

(S^  -f-  X2  +  Y2  -f-  Z2)  (S'2  +  X'2  +  Y'-^  f  z  2) 

^(SS'-XX'- YY'  -ZZV   I   (XS'-}-8X'  — YZ'  :   ZY')' 
+  (Y S'  -1-  SY'  —  ZX'  -I-  XZ')2  +  (ZS'  -f-  SZ'  -  X  Y'   j    Wy'. 
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Pour  l'aire  le  produit  R'  Il  on  pourra  écrire 

II' 11=  RMi  +  IIJ.R,  +  li:..R, 

+  r;.15,  ^  r;.r; 
+  r:  .  R^  +  r:  .  ]\, 

-+- 113,4- RX  -f-RiR, 

+  r;r„  +  r:r,„+  r;r. 
+  RHi,  +  r;h„+r;h,. 

Il  s'agit  d'évaluer  chacune  des  bi-radiales  qui  ligurent  en  produits 
partiels. 

D'aboid  RiR,  est  une  bi-radiale  scalaire  représentée  par  le  nombre 
S.S' ,  en  conservant  les  notations  précédentes. 

Happelons-nous  que  R,,,  R,^,  IL  sont  les  produits  des  verseurs 
^'xy  n,>  r,  par  X,  Y,  Z  et  R;,  R;,  R;  les  produits  par  X',  Y',  Z'  des 
mcnies  verseurs. 

Cela  posé,  Ri-R,,  c'est-à-dire  le  produit  par  une  bi-radiale  scalaire 
de  la  bi-radiale  11^,  est  une  bi-radiale  que  l'on  obtient  évidemment  en 
multipliant  r, par  S' .  X;  on  peut  donc  poser 

R,'R,  =  S'X.r,, 
et  de  même 

R;.ll,  =  SX'.r,, 

r.;r,  =  s'y./v,     R;.R,=:SY'.n;, 
r;  b,  :=  S'z.n,     r;.r,  =  sz' .  >%. 

Le  produit  11,^1  «>.  est  égal  au  produit  par  XX'  du  carré  rj  liu  ver- 
seur ri;  or,  ce  carré  est.  une  bi-radiale  scalaire  représentée  par  —  1. 
En  conséquence,  lUR^  est  une  bi-radiale  scalaire  représentée 
par  —  XX'. 

Semblablement,  R,'R,„  R'il,  sont  des  bi-radiales  scalaires  représen- 
tées par —  Y  Y',  —  ZZ.  Si  donc  nous  groupons  dans  la  somme  totale, 
et  comme  c'est  permis,  les  quatre  bi-radiales  scalaires  déjà  trouvées, 
nous  trouvons  déjà  dans  R'  R  une  partie  scalaire  représentée  par  le 
nombre 

SS'  —XX'  —  YY'  -  ZZ'. 

Restent  les  termes  tels  que  RyR,.  Ce  produit  est  égal  au  produit 

par  Y'  Z  du  produit  des  verseurs  r^r,,  lequel  est  égal  à  r,.  Par  contre, 

R-  1»,,  donnerait  le  produit  par  Z' Y  de  r,r,^,  qui  est  égal  à  —  r,,  on 

■voil  donc   (|ue   le   groupe   R^R,   +    HM'.,,   fournit   le   produit    par 

Çl\'  —  YZ')  du  verseur  r^;  on  trouverait  de  même  qu'on  a 

r:r,  +  r;r,  =  (xz'  —  zx')  r„, 
\\'j\,,  +  r;i;,,  =  (vx'  —  xv)  n. 
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Si  l'on  groupe  alors  toutes  les  bi-radiales  qui  dérivent  d'un  même 
verseur  r^,  r,„  }%  par  miiltiplicalion  par  un  nombre,  on  arrive  à  la 
conclusion  suivante  : 

Le  produit  11' R  a  imet  une  partie  scalaire  mesurée  par  le  nombre 

S'  =:  S  S'  —  XX'  —  Y  Y'  —  ZZ' 

et  se  compose,  on  outre,  de  trois  bi-radiales  rectangles  que  l'on 
obtient  en  multipliant  les  verseurs  r^,  r^,  )\  [lar  les  nombres 
X',  Y",  Z"  suivants  : 

X'^SX'  -[■  S'X  — YZ'  +  ZY', 
Y"  =  SY'  +  S'  Y  —  ZX'  +  XZ', 
Z"=SZ'  -H  S'Z  —  XY' +  YX'. 

On  retrouve  h  s  Nous  retombor.s,  comme  ce  devait  être,  sur  les  formules  déjà 
formules  (12)  trouvées,  mais  nous  y  retombons  par  une  voie  qui  n'est  autre  cette 
paruneautie    ^^-^  qu'un  véritable  calcul  symbolique  et  nous  aboutissons  ainsi 

naturellement  à  la  conception  même  des  qualcrnions. 
Quateinion.          Le  qualernion  c'est  l'image  analytique  de  la  bi-radiale. 
Considérons  un  symbole  de  la  forme 

s  +  i.x  +  j-y  +  k.z, 

où  s,  X,  y,  z  sont  des  nombres  algébriques  ordinaires  et  i,  j,  k  de 
simples  symboles  de  séparation.  Nous  conviendrons  que  deux  sym- 
boles de  cette  forme  ne  pourront  èlre  identiques  que  si  s,  x,  y,  z 
y  ont  la  même  valeur. 
Po:nin3  Étant  donné  un  second  symbole 

cl  iliirérenceLle 
quate. nions.  S    +  l.X    +  J.y    +  AC.r  , 

nous  appellerons  sommes  de  ces  symboles  le  symbole 

s  +  s'  +  i  (x-  +  x')  +  j  (y  +  y')  +  k  {z  +  z') 

et  différence  le  symbole 

s  —  s'  +  i{x  —  x')  +  j  {y  —  y')  +  k{z  —  z'). 

Pour  multiplier  le  symbole  par  un  nombre  algébrique,  on  multi- 
pliera s,  X,  y,  z  par  ce  nombre. 
Muliiplicati  n.       Ghercbons  actuellement  à  définir  la  multiplication  des  symboles  de 
cette  sorte  en  conservant  une  partie  au  moins  des  règles  du  calcul  de 
l'algèbre  ordinaire.  Formons  le  produit 

(.s'  +  ix'  +  j.y'  -\-  kz')  {s  +  ix  +  .///    f-  kz) 
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en  procédant,  pour  la  loi  de  formation,  comme  si  i,  /,  k  étaient  trois 
variables  littérales  indépendantes,  et  ayant  soin  de  ne  pas  intervertir 
l'ordre  des  facteurs,  les  quantités  s' ,  x' ,  y' ,  z' ,  s,  x,  y,  z  jouant, 
elles,  le  rôle  de  coefficients  numériques  et  étant,  par  conséquent, 
intervertissables.  Le  développement  du  produit  nous  donnera,  en 
groupant  les  termes  qui  multiplient  un  même  symbole, 

s's  +  {s'x  +  sx')i  +  (s'y  +  si/')j  +  (s' z  +  sz')k 
■+■  xx' .  i^  +  y  y'  .p  +  zz' .  k^ 
+  y'z.jk-h  z'y.kj 
+  z'  x.ki  +  x'  z.ik 
+  sc'y.ij  +  y'x.ji. 

Une  des  conditions  essentielles  de  ce  calcul,  c'est  que  les  opérations 
ne  conduisent  pas  à  des  symboles  autres  que  ceux  introduits  dès  le 
début.  Ce  produit  doit  être  réductible  au  type 

s"  -h  i.x"  +  jy'  +  kz\ 

Il  faudra  pour  cela  que  i\  f,  k\  jk,  kj,  ki,  ik,  ij,  ji  soient  des 
fonctions  linéaires  à  coefficients  numériques  des  symboles  i,  j,  k. 
Prenons  dès  lors  pour  ces  fonctions  linéaires  les  suivantes  : 


(13) 


on  aura 


=  -^,       f  =  -'l,       A;^  =  -l, 


jk  =  i,       kj  =  —  i. 

ki=j,      ik  =  ~-j^ 

ij  =  k.     ji  =z  —  k, 

l   s'  z=  ss'  —  xx'  —  yy' 

-zz' 

\  x"  =  sx'  +  s'  X  +  zy' 

—  yz 

j   y"  =  sy'  -i-  s'y  +  xz' 

—  zx 

{    z"  =  sz'  -+•  s' z    +  yx' 

—  xy 

(14) 


En  comparant  aux  formules  (12),  on  voit  que  l'on  a  créa  ainsi  un 
algorithme  qui,  tant  par  ses  propriétés  d'addition  que  par  la  compo- 
sition de  sa  multiplication,  est  la  complète  image  des  constructions 
géométriques  concrètes  auxquelles  nous  avaient  amené  la  considéra- 
tion des  bi-radiales. 

La  conception  analytique  peut  même  être  généralisée  et  étendue 
au  cas  où,  au  lieu  des  quatre  systèmes  d'unités  1,  i,j,  k,  on  en  pren- 
drait un  plus  grand  nombre. 

Après  cet  exposé  sommaire  des  premiers  principes  des  quater- 
nions,  nous  allons  voir  quels  rapports  existent  entre  cette  théorie  et 
celle  des  rotations. 

Cinématique.  31 
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Dans  la  note  II  qu'il  a  insérée  dans  le  présent  volume,  M.  Darboux 
a  montré  (p.  346  et  suivantes)  que  toute  rotation  d'amplitude  0  autour 

d'un  axe  OX  se  représente   par    un    angle  AOB  dont  l'ouverture 

i 
est  -  0.  Il  semblerait  naturel  de  représenter  la  rotation  par  un  ver- 
seur d'axe  OX  et  d'amplitude  angulaire  G;  il  vaut  mieux  la  repré- 
senter  par  le  veiseur  d'axe  OX  et  d'amplitude  -• 

/  ÔB  \ 
Ce  verseur  sera  ainsi  représentable  par   la  notation  I I»  ou 

VOA/ 

OA,  OB  ont  chacun  une  longueur  égale  à  l'unité.  L'indétermination 

de  l'angle  AOB  dans  son  plan  que  M.  Darboux  établit  à  l'endroit 

cité,  correspond  à  l'indétermination  analogue  dans  le  cas  des  verseurs. 

La  Considérons  deux  rotations  qu'on  pourra  ramener  à  être  représen- 

compositiou     \^Qg  par  les  angles  AOB  et  BOG  (voir  p.  348,  no4);  les  verseurs 

,  ,     représentatits  correspondants  seront  I l |. 

se  ramène  a  la        ^  '■  \  0  A  /    ^  0  B  ^ 

'des  verseiirs"        ^^'  ^^^^^  ^^^^^  disposition,  l'angle  AOG  représente  la  rotation  R' 
qui  résulte  des  rotations  R,  R'  efîectuées  l'une  après  l'autre 

R"  =  R'  R. 

Le  verseur  représentatif  est  ( );  c'est  le  produit  des  deux  pre- 

VOA/ 
miers.  Ainsi,  avec  ce  mode  de  représentation,  la  multiplication 
des  verseurs  correspond  à  la  composition  des  rotations  finies. 
Les  paramètres       ^  est  curieux  que  les  paramètres  d'Olinde  Rodrigues  soient  préci- 
du  verseur  qui   sèment  ceux  du  verseur  représentatif  de  la  rotation, 
représentent  la       Soient,  en  effet,  a,  ^,  y  les  cosinus  directeurs  de  l'axe  de  rotation 
et  6  l'amplitude  de  la  rotation.  Le  verseur  qui   la  représente  a  le 

0 


rotation  sont 
les  variables 


d'Olinde        même  axe  et  son  amplitude  angulaire  est  -  •  Sa  partie  scalaire  est 

À 


Rodrigues. 


r  =:  COS  -  > 
Je 

tandis  que  les  projections  de  son  vecteur  sont 

/=rasm-»        )/?=r:[3sin-?       n^ysin-. 

Il  suffit  de  se  reporter  aux  formules  (3)  et  (6)  de  la  note  I  de 
M.  Darboux  pour  constater  que  /,  m,  îi,  r  sont  les  variables  d'Olinde 
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Rodrigues  où  l'on  aurait  profité  de  l'homogénéité  pour  faire  en  sorte 
que 

l^  4-  m^  4-  n*  +  r^  =  1. 

Raison  de  H  est  dès  lors  facile  de  prévoir  quelles  seront  les  formules  qui,  au 

composition  "™°^^"  paramétres  d'Olinde  Rodrigues,  expriment  la  composition 
des  rotations  ^^  ^^"^  rotations  (r,  l,  m,  n)  (r'  V ,  m',  n').  Si  (r',  r,  m',  n")  sont 
!n  paramètres  l*^s  paramètres  de  la  rotation  composante,  ces  paramètres  s'exprime- 

d'Olinde        ront  en  fonction  des  anciens  par  les  formules  de  la  multiplication  des 

Rodrigues      verseurs 
avec  les 
brmules  de  la 
Tiultiplication 

des 
quaternions. 

.a  théorie  des       On  voit  que  la  théorie  des  renversements  fournit  une  nouvelle 

enversements    interprétation  de  celle  des  verseurs. 

ommebasede        tt         ^     -i.     m  \ 

a  doctrine  des       ^'^^  "^^^^^^  ^^  représente,  en   effet,  un   renversement,  et  une 

quaternions.  /  qjT  \ 

droite  OR  en  représente  un  autre;  la  bi-radiale  (  -^  )  représente  le 

résultat  de  ces  deux  renversements  effectués  successivement,  et  par 
suite  représente  non  plus  un  quotient,  mais  le  produit  de  ces  deux 
renversements.  La  composition  des  )-enversements  autour  d'axes  issus 
d'un  point  devient  ainsi  le  point  de  départ  de  la  théorie  des  verseurs 
et  de  leur  multiplication. 


r"  =  rr' 

— 

II' 

—  mm'  —  ?in', 

r  =  ri' 

-h 

r'I 

+  m' n  —  7im', 

m"  =  rm' 

+ 

r'  m 

+    n'I  —  In', 

n"  =  m' 

-f- 

r'  71 

+   V  m  —  ml'. 
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NOTE  XI 


Sur  les  représentations  graphiques. 


Représentation 

graphique 

de  la  variation 

d'une  fonction 

du  temps. 


Diagramme. 


L'étude  des  phénomènes  physiques  conduit  souvent  à  observer  la 
variation  avec  le  temps  de  certaines  données  expérimentales.  Pour 
se  représenter  la  loi  de  cette  variation,  on  a  recours  à  des  procédés 
graphiques. 

Sur  un  axe  Ox  on  porte  un  segment  qui  représente,  à  une  cer- 
taine échelle,  le  temps  écoulé;  en  sorte  que  si  T  est  la  longueur  tjui 
représente  l'unité  de  temps  et  t  le  nombre  qui  mesure  le  temps 
écoulé,  la  longueur  portée  sur  l'axe  Ox  est  égale  k  x  =:  t.T. 

De  même,  sur  un  axe  Oy  perpendiculaire  à  Ox,  on  porte  un  seg- 
ment qui  représente  à  une  certaine  échelle  la  valeur  actuelle  d'une 
quantité  variable  et  mesurée  par  un  certain  nombre  m;  si  U  est  la 
longueur  qui  représente  l'unité,  le  segment  porté  par  Oy  a.  pour 
longueur  //  =z  u.\]. 

On  marque  le  point  M  dont  x,  y  sont  les  coordonnées;  lorsque  le 
temps  s'écoule,  le  point  M  décrit  dans  le  plan  une  courbe  appelée 
diagramme  dont  la  forme  donne  une  image  sensible  de  la  variation 
de  la  quantité  mesurée  par  le  nombre  u. 

Si  une  portion  du  diagramme  se  compose  d'une  parallèle  à  Ox, 
c'est  que,  pendant  un  certain  laps  de  temps,  la  quantité  en  question 
aura  conservé  la  même  valeur.  Si,  au  contraire,  une  portion  du  dia- 
gramme est  un  segment  parallèle  à  Oy,  la  quantité  dont  on  étudie 
la  variation  aura  subi  une  variation  brusque.  Cette  circonstance  ne 
peut  donc  se  présenter  que  dans  des  cas  exceptionnels.  Si  la  quan- 
tité mesurée  par  u  est  un  espace,  il  ne  saurait  y  avoir  variation 
brusque.  Il  en  serait  autrement  si  u  est  la  mesure  d'une  force  ou 
d'une  vitesse.  La  théorie  des  chocs  et  des  percussions  admet,  en 
effet,  des  variations  brusques  de  forces  ou  de  vitesses,  malgré  qu'en 
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réalité  il  ne  puisse  s'agir  que  de  variations  très  rapides  en  des  temps 
très  petits,  mais  finis.  La  courbe  diagramme  comporte  alors  une 
branche  qui  se  confond  sensiblement  avec  une  parallèle  à  0^. 

Si  la  quantité  mesurée  par  u  varie  d'une  manière  uniforme  pen- 
dant un  certain  laps  de  temps,  le  diagramme  comportera  un  segment 
roctiligne  oblique  sur  les  axes  de  coordonnées  et  réciproquement; 
dans  ce  cas,  en  effet,  u  est  lié  à  t  par  l'équation 

u  =  at  +  h, 
qui  donne,  en  remplaçant  ii  par  ^  et  t  par  -> 

équation  d'une  droite. 

Si  la  quantité  u  subit  une  loi  de  variation  définie  par  la  formule 

1 

u  =  -  a  t^  -{-  bt  +  c, 

Ja 

ainsi  que  cela  a  lieu  si  n  représente  l'espace  dans  un  mouvement 
uniformément  varié,  la  courbe  diagramme  est  une  parabole  dont  la 
concavité  est  tournée  vers  les  y  positifs  ou  vers  les  y  négatifs,  suivant 
que  a  est  lui-même  positif  ou  négatif,  c'est-à-dira  suivant  que  le 
mouvement  est  accéléré  ou  retardé. 

Si  u  subit  des  variations  périodiques,  le  diagramme  aura  une 
forme  sinusoïdale;  il  se  reproduira  lui-même  de  période  en  période. 
Si  la  quantité  u  subit,  en  outre  d'une  variation  périodique,  des  varia- 
tions périodiques  secondaires  de  périodes  moindres  et  d'amplitudes 
plus  petites,  le  tracé  sinusoïdal  ci-dessus  deviendra  la  ligne  moyenne 
d'une  ligne  dentelée  dont  la  dentelure  correspond  justement  aux 
périodes  secondaires. 

Toutes  ces  circonstances  se  présentent  dans  la  pratique,  et  le  tracé 
graphique  suffit  pour  mettre  en  évidence  d'un  seul  coup  ces  diverses 
affections  de  la  quantité  u  beaucoup  mieux  que   ne  le  pourraient 
faire  un  tableau  numérique  ou  une  fonction  de  forme  complicjuée. 
i-Représentaiion       Si  l'on  connaît  la  relation  analytique  existante  entre  t  et  tt,  la 
e  a  VI  esse,     j^^^j^^  _^    ^^^^^  ^^^  admet  l'existence,  donne  la  vitesse  de  variation 

de  la  quantité  u.  Si  0  est  l'angle  que  fait  avec  Oa;  la  tangente  à  la 
courbe  diagramme  au  point  M,  on  a,  comme  on  sait, 

d\\       \}dii 


Construction 

des 
diagrammes. 

Tracé 
par  points. 
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du       T 

—  —  •  t'i- 

dt~  U     ^ 


La  tangente  à  la  courbe  diagramme  fournit  ainsi  une  représenta- 
tion de  la  vitesse. 

Si  T  rr=  U,  c'est-à-dire  si  les  deux  unités  sont  représentées  par  la 

même  longueur,  tg  6  représente  exactement  cette  vitesse.  Mais,  dans 

beaucoup   de  circonstances,   il   y  aurait  inconvénient  à  adopter  la 

même  échelle  pour  le  temps  et  pour  la  quantité  étudiée;  en  sorte 

T 
que  —  n'est  pas  toujours  égal  à  1. 


La  quantité  v 


du 
dt 


est  elle-même  une  variable  pour  laquelle  on 


peut  construire  un  diagramme,  qui  porte  alors  le  nom  de  diagramme 
des  vitesses. 

Pour  construire  un  diagramme,  on  procède  le  plus  souvent  par 
points.  On  détermine  par  le  calcul  si  la  quantité  u  est  une  fonction 
connue  de  t,  par  l'expérience  si  u  est  le  résultat  d'une  mesure  expé- 
rimentale, les  valeurs  de  u  qui  correspondent  aux  valeurs  de  t  se 
succédant  par  intervalles  aussi  rapprochés  que  possible.  On  réunit 
ensuite  par  un  trait  continu  les  points  ainsi  obtenus.  L'exactitude 
de  ce  procédé  n'est  que  relative.  Il  suppose,  en  effet,  la  certitude 
qu'entre  deux  points  consécutifs  la  courbe  n'offre  aucune  singularité 
et  qu'elle  ne  subit  aucune  oscillation  qui  serait  de  nature  à  rompre 
l'allure  de  la  courbe  telle  qu'elle  résulte  des  points  construits. 

Si,  par  exemple,  on  ne  calcule  sin  x  que  pour  des  valeurs  de  x 
allant  de  2?:  en  2z,  on  sera  tenté  de  représenter  la  fonction  par 
une  droite,  car  la  forme  sinusoïdale  n'est  pas  indiquée  par  les  points 
construits. 

Lorsque  la  courbe  que  l'on  se  propose  de  tracer  représente  une 
fonction  connue,  la  discussion  attentive  de  cette  fonction  permet 
d'échapper  aux  difficultés  de  cet  ordre. 

Mais  lorsqu'il  s'agit  de  relier  par  un  tracé  les  points  qui  résultent 
de  mesures  expérimentales,  c'est  à  des  considérations  d'un  autre 
ordre,  d'ordre  physique,  qu'il  faut  demander  la  certitude.  La  conti- 
nuité du  phénomène,  l'absence  prévue  de  maximum  ou  de  minimum 
entre  certaines  limites  sont  autant  d'indications  dont  on  doit  alors 
s'autoriser.  Dans  tous  les  cas,  on  sera  tenu  de  rapprocher  le  plus 
possible  les  uns  des  autres  les  points  construits,  et  l'on  a  des  exem- 
ples où  cette  précaution,  plus  scrupuleusement  prise,  a  révélé  des 
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affections  qu'avaient  laissées  insoupçonnées  des  mesures  antérieures 
trop  espacées. 

Les  inconvénients  du  tracé  par  point  rendent,  on  le  conçoit,  parti- 
culièrement précieux  les  tracés  continus  chaque  fois  qu'il  est  possible 
d'y  recourir. 

Lorsque  la  relation  a  une  forme  analytique  connue,  il  existe  dans 
certains  cas  des  appareils  qui  permettent  de  construire  d'une  manière 
continue  la  courbe  diagramme.  La  droite,  le  cercle,  l'ellipse,  la  para- 
bole et  un  grand  nombre  de  courbes  peuvent  être  ainsi  décrites  par 
des  procédés  mécaniques. 

D'après  le  théorème  de  Kempe,  toute  courbe  algébrique  est  dans 
ce  cas. 

Lorsqu'il  s'agit,  au  contraire,  de  représenter  des  données  expéri- 
mentales, on  a  recours  à  des  appareils  spéciaux  qui  ont  reçu  le  nom 
générique  d'appareils  enregistreurs. 

Le  plus  souvent,  c'est  un  cylindre  de  révolution  tournant  unifor- 
mément autour  de  son  axe,  en  sorte  que  le  temps  écoulé  se  mesure 
sur  la  circonférence  de  base  de  ce  cylindre.  En  face  de  ce  cylindre, 
un  style  muni  d'encre  se  meut  dans  le  sens  des  génératrices;  en 
sorte  que  son  déplacement  mesure  justement  l'amplitude  du  phé- 
nomène que  l'on  se  propose  d'étudier.  L'extrémité  du  style  trace 
alors  sur  le  cylindre  une  courbe  continue  qui,  si  l'on  vient  à  déve- 
lopper la  surface  du  cylindre,  c'est-à-dire  à  dérouler  la  feuille  de 
papier  enroulée  sur  lui,  est  le  diagramme  automatiquement  tracé 
qui  représente  le  phénomène.  C'est  le  procédé  actuellement  employé 
dans  le  système  télégraphique  sous-marin  de  Thomson,  modifié  et 
connu  sous  le  nom  de  système  recorder.  Dans  ce  système,  la  varia- 
tion de  l'intensité  du  courant  est  continûment  enregistrée  ;  de  manière 
que  la  réception  d'une  dépèche  consiste  dans  le  tracé  d'un  diagramme 
et  sa  lecture  dans  l'interprétation  de  ce  diagramme. 

Nous  terminerons  cette  note  par  la  description  succincte  des 
tableaux  graphiques  employés  par  les  Compagnies  de  chemins  de 
fer  pour  figurer  la  marche  des  trains. 

Sur  une  ligne  horizontale  on  a  distribué  les  heures  de  dix  minutes 
en  dix  minutes  pour  une  journée  de  minuit  à  minuit.  Par  chaque 
trait  de  division  est  menée  une  ordonnée  verticale.  Le  long  de  l'or- 
donnée extrême  de  gauche  on  a  inscrit  les  noms  des  stations  que 
traverse  la  ligne. 

L'intervalle  de  voie  compris  entre  deux  stations  consécutives 
s'appelle  une  section. 

Désignons  par  s^,  s^,  s^,  ...,  s„,  les  stations  successives  de  la  ligne 
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de  chemin  de  fer  énumérées  dans  le  sens  ascendant  et  supposons 
un  frain  parti  de  s^  à  une  heure  déterminée,  parcourant  la  voie  en 
s'arrèlant  à  certaines  stations,  en  brûlant  certaines  autres  et  devant 
arriver  à  heure  fixe  à  la  station  terminus  s„,. 

On  peut  admettre  que  la  vitesse  est  uniforme  dans  chaque  section. 
Il  n'en  est  pas  absolument  ainsi,  non  seulement  à  cause  des  périodes 
de  mouvement  lent  qui  précèdent  et  suivent  les  arrêts,  mais  aussi 
parce  que  la  configuration  de  la  voie  nécessite  des  changements  de 
vitesse.  Mais,  en  fait,  on  peut  traiter,  sur  chaque  section,  le  mouve- 
ment des  trains  comme  s'il  était  uniforme,  la  vitesse  étant  égale  au 
quotient  de  la  distance  qui  sépare  les  deux  stations  extrêmes  de  la 
section  par  le  temps  employé  à  la  parcourir.  Cette  vitesse  moyenne 
peut  d'ailleurs  changer  et  change,  en  effet,  souvent  quand  on  passe 
d'une  section  à  une  autre. 

Voici  comment,  dans  ces  conditions,  un  tracé  représentera  la 
marche  du  train  : 

L'axe  horizontal  Oa:;  est  celui  suivant  lequel  se  compte  le  temps, 
qui  joue  ainsi  le  rôle  d'abscisse.  L'axe  vertical  le  long  duquel  se 
comptent  les  ordonnées  est  celui  le  long  duquel  se  trouvent  inscrits 
à  gauche  les  noms  des  stations. 

La  période  pendant  laquelle  le  convoi  va  de  Sq  en  Sj  se  trouvera 
représentée  par  un  segment  de  ligne  droite  qui  coupe  l'axe  Ox  au 
point  correspondant  à  l'heure  de  départ  et  qui  joint  ce  point  au  point 
de  croisement  de  l'horizontale  menée  par  Sj  et  de  la  verticale  qui 
correspond  à  l'heure  d'arrivée.  Si  le  train  s'arrête  dix  minutes  en  s,, 
cet  arrêt  sera  figuré  par  un  trait  horizontal  représentant  une  durée 
de  temps  de  dix  minutes,  après  quoi  le  tracé  repartira,  rectiligne, 
pour  aboutir  au  point  de  croisement  de  l'horizontale  du  point  s,  avec 
la  verticale  correspondante  à  l'heure  d'arrivée  à  la  station  s^.  Et  ainsi 
de  suite.  Le  tracé  sera  ainsi  constitué  par  une  ligne  polygonale  com- 
portant par  intervalles  de  petites  parties  horizontales  qui  représentent 
les  périodes  d'arrêt. 

S'il  s'agissait,  au  contraire,  de  figurer  la  marche  d'un  train  parti 
de  s,„  et  se  dirigeant  vers  s^,  le  point  de  départ  du  tracé  serait,  natu- 
rellement, sur  l'horizontale  du  point  s,„,  et  son  sens  de  parcours 
serait  de  haut  en  bas  du  tableau  au  lieu  d'être  de  bas  en  haut,  comme 
dans  le  cas  précédent. 

Imaginons,  d'après  cela,  que  sur  un  même  tableau  on  ait  ainsi 
représenté  la  marche  des  trains  réguliers  qui  parcourent  une  même 
ligne  dans  une  journée.  A  tout  instant  du  jour  il  sera  possible  de  se 
rendre  compte  de  l'état  actuel  de  la  circulation  sur  la  voie,  ce  qui  est 
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indispensable,  en  prévision  par  exemple  d'un  arrêt  subit  de  la  circu- 
lation en  un  point  ou  de  la  nécessité  de  mettre  en  route  un  ou  plu- 
sieurs trains  en  dehors  des  trains  réguliers.  11  devient  alors  facile 
d'assurer  le  garage  des  trains  à  marche  lente  pour  le  passage  de 
trains  plus  rapides,  ainsi  que  le  croisement  des  trains  dans  les 
tronçons  à  voie  unique. 

Les  tableaux  graphiques  rendent  ainsi  possible  et  même  facile  la 
résolution  de  problèmes,  qui  exigeraient  sans  cela  une  longue  et 
minutieuse  discussion  d'équations  de  premier  degré. 
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